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PREFATA REDACTORULUI LA EDITIA A IX-A

Geometria distractivd a fost scrisi atit pentru prietenii
matematicii, cit si pentru acei cititori cirora dintr-o cauzd
oarecare le-au ridmas ascunse multe laturi atractive ale
matematicii.

Aceastd carte este destinatd intr-o si mai mare misurd
acelor cititori care au invétat (sau invatd in prezent) geome-
tria doar la tabla din clasi si din aceastd cauzd incd nu s-au
obignuit sd observe relatiile geometrice cunoscute, in lumea
de obiecte si fenomene ce ne inconjoard, nu s-au deprins si
foloseasca cunostintele de geometrie dobindite in practicd
in imprejurdrile grele ale vietii, in mars sau in conditii de
tabara.

Trezirea interesului cititorului pentru geometrie sau
folosind cuvintele autorului ,insuflarea plicerii si edu-
carea gustului pentru studiul ei este sarcina directd a
acestel carti“.

In vederea atingerii acestui scop autorul scoate geo-
metria ,dintre peretii incdperii din scoald si o duce in aer
liber, in pddure, cimpie, la riu, pe drum, pentru ca sub cerul
liber s& ne consacrdm unor lectii de geometrie fird constrin-
gere, fard manuale sau tabele...”
asupra paginilor din operele lui L.N. Tolstoi si A.P. Cehov,
Jules Verne si Mark Twain, giseste teme pentru probleme
de geometrie in operele lui N.V. Gogol si A.S. Puskin si,
in sfirsit, propune cititorilor ,o culegere variatd de pro-
bleme atrigdtoare ca subiect si neasteptale prin rezul-
tatul lor.

, atrage atentia cititorilor



Incepind cu editia a VII-a Geometria distractivd apare
fard participarea directi a autorului. I.I. Perelman a murit
la Leningrad in anul 1942.

La redactarea cdrtii pentru editia a VII-a au fost pastrate
aproape toate articolele din editia anterioard §i au fost
completate cu noi fapte si informatii. Au mai fost adidugate,
de asemenea, si mai multe articole noi (circa 30).

In tot acest timp am fost condus de dorinta de a ridica
,coeficientul de utilitate® al cdrtii lui I.I. Perelman, de a
o face incd si mai interesantd si eficientd, atrigind noi citi-
tori in rindurile prietenilor matematicii.

In vederea prezentei editii a IX-a — cartea a fost supusa
unei redactdri suplimentare: au fost corectate erorile care
n-au fost observate mai inainte, informatiile invechite au
fost inlocuite prin altele noi, unele ilustratii au fost schim-
bate.

B. Kordemski



Partea ITntii

GEOMETRIA IN AER LIBER

Natura vorbeste fn limba matematicii: literele
acestei limbi sint cercuri, triunghiuri si alte
iiguri matematice.

GALILEI



Capitolul 1

GEOMETRIA IN PADURE’

CU AJUTORUL LUNGIMII UMBREI

Imi aduc aminte $i acum cu citd uimire am privit pentru
prima oard un pédurar cirunt care, stind lingd un pin urias,
il misura indltimea cu ajutorul unui instrument micut de
buzunar. Cind padurarul si-a indreptat scindurica p&trata
spre virful copacului, ma asteptam sd-1 vdd urcindu-se in
el cu lantul de mésurat. Dar, spre marea mea surprindere,
in loc si facd aceasta, si-a pus instrumentul inapoi in buzu-
nar declarind misurdtoarea terminatd. $Si eu care mi gin-
deam cd nici nu incepuse...

Eram pe atunci foarte tindr si acest mod de determinare a
inadltimil unui copac fard a-1 taia si fird a ne urca in virful
lui imi apdrea ca un fel de micd minune. Abia mai tirziu,
cind m-am familiarizat cu notiunile elementare ale geome-
triei, am inteles cit de simplu se realizeazd minunile de.acest
fel. Existd o multime de procedee prin care se pot efectua
asemenea misurdtori cu ajutorul unor instrumente extrem
de simple si chiar fard nici un fel de dispozitive.

Procedeul cel mai usor si cel mai vechi este fird indoiald
acela cu ajutorul ciruia inteleptul grec Tales, cu sase secole
inaintea erei noastre, a delerminat, in Egipt, inil{imea
unei piramide. El a folosit umbra ei. Faraonul si preotii
adunati la baza celei mai inalte piramide se uitau uimiti
la strdinul venit din nord, care ghicea cu ajutorul umbrei
indltimea uriasului edificiu. Legenda spune c# Tales a ales
ziua si ora cind lungimea propriei lui umbre era egald cu
indltimea sa; in acest moment indltimea piramidei trebuia
de asemenea si fie egald cu lungimea umbrei sale!. Iat,
poate, unicul caz in care omul are un folos de pe urma pro-
priei sale umbre.

! Desigur, lungimea umbrei trebuia socotiti de la punctul de
mijloc al bazei pdtrate a piramidei; litimea acestei baze Tales o
putea masura in mod direct.



Problema inteleptulul grec ne apare in prezent copildresc
de simpld, dar nu trebuie s& uitim cd noi o privim de la
indltimea edificiului grandios al geometriei, ridicat dupa
Tales. Cu 300 de ani i.e.n., matematicianul grec Euclid a
scris o carte admirabild, cu ajutorul cireia s-a studiat geo-
metria in decursul a doud milenii dupd moartea sa. Adeva-
rurile cuprinse in aceastd carte, familiare azi oricdrui sco-
lar, nu erau incd cunoscute in epoca lui Tales. Folosirea
umbrei in vederea rezolvirii problemei privind indltimea
piramidei necesita cunoagterea unor proprietdti geometrice
ale triunghiului, s1 anume urmétoarele doud (prima dintre
acestea a fost descoperitd chiar de Tales):

1) unghiurile adiacente de la baza unui triunghi isoscel
sint egale, si reciproc, laturile opuse unghiurilor egale ale
triunghiului sint egale intre ele;

2) suma unghiurilor oricirui triunghi (sau cel putin a tri-
unghiului dreptunghic) este egald cu doud unghiuri drepte.
Numai inarmat cu aceste cunogtinte, Tales putea s# conchidd
ci atunci cind propria lui umbrj este egald cu indltimea sa,
razele solare intilnesc un teren neted sub un unghi egal cu
jumitatea unghiului drept si, prin urmare, virful piramidei,
centrul bazei ei si capitul umbrei sale trebuie si formeze
un triunghi isoscel.

S-ar pirea ci acest mijloc simplu este foarte comod pentru
a fi folosit intr-o zi senini i insoritd in vederea determinrii
indltimii unor copaci stingheri, a ciror umbrd nu se conto-
peste cu umbra copacilor din vecinitate. Dar in limitele
latitudinii noastre nu este atit de usor, ca in Egipt, si prinzi
momentul prielnic pentru misuritoare; la noi Soarele'se
afld mai jos, deasupra orizontului, si umbrele sint egale cu
indltimea obiectelor care le las3 doar vara in timpul amiezii.
Din aceastd cauzi, procedeul lui Tales nu se poate
aplica totdeauna in forma aritatd. Totusi, nu este prea
greu sd modificim acest procedeu in asa fel, ca intr-o
zi insoritd si putem folosi orice umbri indiferent de lungi-
mea ei. Masurind in afard de aceasta si propria noastrd
umbréd sau aceea a unei prdjini, putelm deduce indltimea
din urmétoarea proportie (fig. 1):

AB : ab = BC : be,

deoarece indltimea copacului este tot de atitea ori mai mare
decit indltimea noastrd (sau indlfimea prdjinii), de cite ori
umbra lui este mai lungd decit umbra noastrd (sau umbra
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prdjinii). Acest fapt decurge, desigur, din asem#narea geo-
metricd a triunghiurilor ABC $i abc (dupd doud unghiuri).
S-ar putea ca unii cititori s ridice obiectia c& un proce-
deu atit de elementar nu are nevoie de loc de motivare geo-
metricd: oare nu este destul de clar si fard ajutorul geome-
triei, c3 umbra copacului este tot de atitea ori mai lungi,
de cite ori si copacul este mai inalt? Lucrurile nu sint to-
tusi chiar atit de simple
precum par. Incercati si
aplicati aceastd regula
umbrelor lisate de lu-
mina felinarului de pe
stradd sau de lumina
lampii; ea nu se va.ade-
veri. In figura 2 se vede
cid parul AB este mai
inalt decit tdrusul ab a-
proximativ de trei ori,
1ar umbra parului este
mai mare decit umbra
tarusului (BC : bc) cam -
de opt ori. Nu se poate Fig. 1. Determinarea indltimii unui
explica fird ajutorul geo-  copac cu ajutorul umbre:.
metriei motivul pentru
care nu putem aplica aceastd metodd in cazul respectiv gi
de ce o putem folosi in alte imprejurari.

Problemi#

S# privim mai atent in ce const# aici deosebirea. In esent,
problema se reduce la faptul cd razele solare sint paralele
intre ele, pe cind razele felinarului nu sint. Acest din urm#
fapt este evident; dar, de ce putem considera razele Soare-
lui ca fiind paralele cu toate cé ele se intretaie in punctul
din care pornesc? |

Rezolvare

Razele Soarelui care cad pe Pimint pot fi considerate ca
paralele datoritd faptului c¢d unghiul dintre ele este extrem
de mic, in mod practic imperceptibil. Un simplu calcul geo-
metric ne va convinge de acest fapt. Si ne imaginim doud
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raze care pornesc dintr-un punct oarecare de pe suprafata
Soarelui, cdzind apoi pe Pdmint la o distantd, sd presupu-
nem, de 1 km una de alta. Prin urmare, dacd am pune un
picior al compasului in acel punct de pe Soare, iar cu celé-
lalt am descrie o circumferintd de razd egald cu distanta
de la Soare la Pamint (adici o razi de 150 000 000 km),
atunci intre cele doud raze ale noastre s-ar gisi un arc de
cerc cu lungimea egald cu 1 km. Lungimea totald a acestei
circumferinte uriase ar fi egald cu 2x x 150 000 000 km =
= 940 000 000 km. Desigur cd un grad al ei este de 360 de
ori mai mic, adicd aproximativ de 2 600 000 km ; un minut
de arc este de 60 de ori mai mic decit gradul, adicd este
egal cu 43 000 km, iar o secundi de arc este de 60 de ori
mai micd, adicd este egald cu 720 km. Arcul nostru are insi o
lungime egald numai cu 1 km; prin urmare, el corespunde
unui unghi de 1/720 dintr-o secundd. Un asemenea unghi
este imperceptibil chiar pentru cele mai perfectionate in-
strumente astronomice ; asadar, in mod practic, putem con-
sidera razele Soarelui care
cad pe Pdmint ca fiind pa-
ralele!.
Dacd n-am cunoaste- a-
ceste consideratii geome-
trice, nu am putea funda-
menta procedeul de deter-
" minare a in&ltimii cu aju-
torul umbrei, pe care l-am
examinat mai sus.
Totusi, dacd veti incerca
s folositi metoda umbre-
Fig. 2. Cind nu poate fi efectuati  lor in practicd, vd veti con-
aceastd mdsurdtoare? vinge de 1ipsa el de Sigu-
rantd. Umbrele nu sint deli-
mitate intr-un mod atit de precis incit méisurarea lungimii
lor sd poatd fi efectuatd cu exactitate. Orice umbra deter-
minatd de lumina Soarelui are o margine cenugie cu contur
neprecis, care face ca limita umbrei si fie imprecisa.
Aceasta se intimplid datoritd faptului cd Soarele nu

1 Altfel se prezintd situatia cu razele indreptate de la un punct
oarecare de pe Soare spre extremititile diametrului pimintesc; unghiul
dintre ele este destul de mare pentru a putea fi masurat (aproximativ
17°’); determinarea acestui unghi a pus in miinile astronomilor unul
din mijloacele de determinare a distantei de la Pimint la Soare.
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este un punct ci un astru mare luminos. In figura 3
se vede de ce umbra BC a copacului are si un adaos sub for-
mi de penumbrd CD, care se pierde treptat. Unghiul CAD
dintre limitele extreme ale penumbrei este egal cu unghiul
sub care vedem intotdeauna discul solar, adicd cu o jumi-
tate de grad. Eroarea determinatd de faptul cd ambele um-
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Fig. 3. Cum se [ormeazi penumbra.

bre nu se masoard pe deplin exact poate atinge 5%, si mal
mult, chiar daci Soarele nu se afld prea jos. Aceastd eroare
se adauga altor erori inevitabile, provocate de terenul
inegal etc. st face ca rezultatul final s& fie prea putin sigur.
De exemplu, intr-o regiune muntoasd acest procedeu este
cu totul inaplicabil.

INCA DOUA METODE

La masurarea inédltimii ne putem lipsi cu totul de ajutorul
umbrelor. Astfel de metode sint multe; vom incepe cu doua
din cele mai simple.

In primul rind putem folosi proprietatea pe care o are
triunghiul dreptunghic isoscel, utilizind un instrument
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extrem de simplu pe care-l putem confecliona cu usurinti
dintr-o scinduricd gi trei ace. Pe o scindurici de orice for-
mai, chiar si pe o bucata de scoartd de copac dacé are o parte
pland, se inseamnd trei puncte, care sint extremititile
triunghiului dreptunghic isoscel si in ele se infig acele (fig.4.)
S-ar putea sd nu avem la indemina un echer pentru construirea
unghiului drept, i nici
compas pentru a putea
desena laturi egale. In-
doim atunci orice petic
de hirtie o singura dati,
apoi transversal pe pri-
ma indoiturd mai facent
incd una, astfel incit
Fig. 4. Dispozitiv cu ace pentru ma- ambele parti ale primei
surarea indlfimilor. indoituri sd coincidd si

. in felul acesta vom ob-
tine un unghi drept. Aceeasi hirtie o vom folosi si in loc
de compas ca si misurdm distante egale.

Dupid cum vedem, acest dispozitiv poate fi confectionat
in intregime chiar in conditii de tabéara.

Folosirea lui nu este maicomplicatid decit modulde con-
fectionare. Depdrtindu-ne de arborele pe care-1 masurdm,
tinem dispozitivul in asa fel incit una din catetele triun-
ghiului sd fie in pozitie verticald; pentru aceasta putem
folosi un fir cu o greutate la capit, care si fie legat de acul
din partea de sus. Apropiindu-ne sau depirtindu-ne de copac,
vom gisi intotdeauna un astfel de loc 4 (fig.5), din care pri-
vind acele a si ¢ vom observa cd ele acopera virful C al copa-
cului; aceasta inseamnd cd prelungirea ipotenuzei ac trece
prin punctul C. Atunci va fi evident cid distanta aB este
egald cu CB, deoarece unghiul a = 45°. _ \

Prin urmare, misurind distanta aB (sau, pe un teren ne-
ted, o distantd egald cu ea AD) si addugind BD, adicd dis-
tanta a4 la care se afld ochiul deasupra Pamintului, vom
obtine indl{imea cdutatd a copacului. :

Cu ajutorul altui procedeu ne putem lipsi chiar si de dis-
pozitivul cu ace.

Vom avea nevoie, in acest caz, de o prijind pe care va
trebui s-o infigem vertical in p&mint, astfel incit partea ce
rimine afard sd fie egald cu indltimea noastrd. Locul unde
infigem préjina trebuie si-1 alegem in asa fel ca atunci cind
stdm culcatl, dupd cum se arati in figura 6, si vedem virful
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5. Schema -de utilizare a dispozitivului cu ace.

Fig.

Fig. 6. Incd un mijloc de determinare a indljimii,



copacului_pe aceeasi linie dreaptd cu punctul din virful
prajinii. Intrucit triunghiul Abc este dreptunghic isoscel,
atunci unghiul A = 45° si, prin urmare, AB este egal cu
BC, adici cu indltimea cdutatd a copacului.

DUPA METODA LUI JULES VERNE

Metoda urmitoare, de asemenea extrem de simpld, de
mdésurare a obiectelor inalte este descrisi in mod sugestiv
de Jules Verne in cunoscutul siu roman Insula misterioasd.

,»— Astézi trebuie sd misurdm indltimea platoului Grande-
Vue — spuse inginerul.

— O s3 aveti nevoie pentru aceasta de un instrument —
intrebd Herbert.

— Nu, nu voi avea nevoie, vom proceda intr-alt mod,
tot atit de simplu si de sigur.

Tindrul, mereu dornic si invete lucruri noi, il urmi pe
inginer, care se depirtd de poalele falezei coborind pini la
marginea apei.

Inginerul lud o prdjind dreaptd si lungd de 12 picioare
croitd dupd propria lul indltime, pe care o cunostea foarte
bine. Herbert'ducea dupi el o sfoard care i-a fost datd de
citre inginer si de care legase o piatrd, care urma si le ser-
veascd drept fir cu plumb. ' ‘

Ajungind cam la 500 de picioare de faleza care se ridica
perpendicular, inginerul a infipt prédjina in nisip la o adin-
cime de doud picioare. O propti cu griji si cu ajutorul firu-
lui cu plumb izbuti s-o aseze vertical.

Dupd aceea, inginerul sé retrase pind la distanta de la
care, cind se culca pe nisip, raza lui vizuald atingea atit
extremitatea prdjinii, cit si creasta falezei (fig. 7). Punctul
acesta il insemnd cu multd grijd cu un tarus.

Apoi, se adresd lui Herbert ridicindu-se de pe pamint:

— Cunosti principiile elementare ale geometriei?

— Da.

— Iti aduci aminte care sint proprietdtile a doud triun-
ghiuri asemenea?

— Laturile lor omoloage sint proportionale.

— Exact. In clipa de fatd eu vol construi doud triun-
ghiuri dreptunghice asemenea: cel dintii, mai mic, are
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drept catete prdjina perpendiculari si distanta care des-
parte tiarusul de piciorul prajinii, iar ipotenuza o constituie
raza mea vizuali; al doilea triunghi are drept laturi zidul
vertical al falezei, a cidrui indltime vrem s-o cunoastem si
distanta care separa tarusul de baza zidului, iar ipotenuza
este formatd tot de raza mea vizuald, aflindu-se, prin ur-
mare, in prelungirea ipotenuzei primului triunghi.

— Am inteles, strigd tindrul. Distanta de la tirug la pra-
jind se raportd la distanta de la tarus la falezd, la fel cum
indltimea prdjinii se raportd la iniltimea falezei.

—. Da. Prin urmare, dupd ce vom mésura primele doud
distante, - cunoscind indltimea prdjinii, vom putea afla cel
de-al patrulea termen al proportiei, pe care nu-1 cunoastem,
adicd indltimea falezei. Astfel vom evita si misurdm direct
aceastd indltime.

Mésurard apoi cele doud distante orizontale: cea mai micé
dintre ele era egald cu 15 picioare. A doua distanti dintre
tarug si peretele-falezei era de 500 de picioare.

l\l‘ » - .
‘g%ﬁkm'.u»fme:m\.il .

Fig. 7. Cum au mdsurat indlfimea falezei eroii lui Jules Verne.
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Dupd ce isprévird masuritorile inginerul stabili urmétoa-
rea proportie:

15:500 =10 : z
500 x 10 = 5 000

Prin urmare, indltimea peretelui falezei misura 333,33
picioare“.

CUM A PROCEDAT SERGENTUL

Unele din metodele de m#surare a in#l{imilor descrise
mai sus sint incomode prin faptul ci sintem obligati s& ne
culcdm pe pamint. O asemenea incomoditate poate fi, fari
indoiald, inldturatd.

Iatd ce s-a intimplat o dati pe unul dintre fronturile
' Marelui Rizboi pen-
tru Apé#rarea Patriei.
Detasamentului co-
mandat de locotenen-
tul Ivaniuk i s-a or-
donat sd construiascd
un pod peste un riu
de munte. Pe malul
opus stiteau la pindd
fascistii. Inscopulcer-

"""""""""""" - cetdrii locului "unde
j g trebuia construit po-
. : dul, locotenentul a
numit o grupd de cer-
Fig. 8. Deferminarea inalyimii unui  cetarein frunte cu ser-
copac cu ajutorul prdjinii. gentul major Popov...
In cel mai apropiat
masiv pdduros ostasii au mdisurat diametrul si inidltimea
copacilor celor mai potriviti si au socotit apoi numirul de
copaci necesar pentru construirea podului.
Indltimea copacilor a fost determinati cu ajutorul unei

prdjini, asa cum se aratd in figura 8.
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Aceastd metoda constd in urmiatoarele: infigem verlical
in pimint o prdajind mai mare decit indltimea noastrad la
o distantd oarecare de copacul pe care-l misurdm (fig. 8).
Ne indepdrtdm apoi de prdjind, mergind in prelungirea li-
niei Dd pina la acel loc 4 din care, privind sprevirful copa-
cului, vom vedea pe o linie cu el punctul b din virful pra-
jinii. Apoi, férd a ne schimba pozitia capului, privim in
directia dreptei orizontale aC, notind punctele ¢ si C in
care’raza vizuald intilneste prdjina si trunchiul copacului.
Facem insemndrile corespunzitoare in aceste locuri si, cu
acestea, observatia este terminati. Rdmine numai ca din
asemdnarea triunghiurilor abc si aBC sa calculim Bc din
proportia:

BC : bc = aC : ac,
de unde .

BC = be.%C.

ac

Distantele b¢, aC §i ac se pot misura cu usurintd in mod
direct. La valoarea obfinutd BC trebuie si adiugim dis-
tanta CD (care de asemenea se misoard in mod direct),
pentru a afla indltimea cdutatd a copacului.

Pentru stabilirea numirului necesar de copaci sergentul
major a ordonat soldatilor si masoare suprafata masivului
padduros. Apoi a determinat numairul de copaci de pe o micd
parceld cu dimensiunile de 50 X 50 m?, sia facut inmul-
tirea corespunzitoare.

Pe baza tuturor datelor culese de cercetasi comandantul
detasamentului a stabilit locul si felul podului ce urma
sd fie construit. Podul a fost construit in termen, misiunea
de luptd a fost indeplinitil.

CU AJUTORUL AGENDEI

Pentru determinarea aproximativa a unei indltimi inacce-
sibile, putem folosi in calitate de instrument chiar si agenda
de buzunar, daci aceasta este prevdzutd cu un creion ce se

1 Episoadele din Marele Rézboi pentru Apérarea Patriei expuse in
aceastd carte au fost descrise de A. Demid o v, Cercetarea riului,
in revista ,,Voiennie znaniia“, nr. 8, 1949.
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afld {v copertd sad este legat de ea. Agenda ne va ajuta si
construim in spatiu acele doud triunghiuri asemenea, din
care va rezulta indltimea cdutatd. Agenda trebuie tinuti
lingd ochi asa cum se aratd in figura simplificati 9. Ea tre-
buie sa se afle in pozitie verticala, iar creionul si fie impins
deasupra cotorului a-
gendel atit, incit pri-
vind . din punctul «,
virful B al copacu-
lui si fie acoperit de
virful b al creionului.
Atunci, in baza ase-
méandrii  triunghiuri-
lor abc si aBC, inil-
timea BC rezultid din
proportia:

BC . bc = aC : ac.

Distantele bc, ac si
Fig. 9. Determinarea indaltimii unui copac aC se mésoard in mod
cu ajutorul agendei de buzunar. direct. La valoarea

obtinutd pentru BC
trebuie si mai adiugim lungimea CD, adici — pe un
teren egal — indltimea la care se afld ochiul fatd de
suprafata Pdmintului.

Intrucit latimea ac a agendei rdmine neschimbati, dacd
ne vom situa intotdeauna la aceeasi distantd de copacul
pe care-1 misuridm (de exemplu, la 10 m), inidl{imea copacu-
lui va depinde doar de portiunea bc a creionului iegitd in
afard. De aceea, putem si calculim dinainte ce indltime
corespunde distantei iesite in afard a creionului si sa insem-
ndm aceste cifre pe creion. Agenda de buzunar se va trans-
forma atunci intr-un altimetru simplificat, deoarece vom
putea determina cu ajutorul ei diferite iniltimi dintr-o
datd gi fard calcule.

FARA A NE APROPIA DE COPAC

Uneori, dintr-o cauzi oarecare ne este incomod si ne apro-
piem prea mult de trunchiul copacului pe care-1 misurfm.
Este oare posibil si determinim iniltimea lui si in
acest caz?
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E pe deplin posibil. In vederea acestui scop a fost inven-
tat un dispozitiv ingenios, care, ca si cele anterioare, poate
fi confectionat cu usurintd. Doud sipci ab si cd (fig.10, sus)
se fixeazd in unghi drept, in asa fel incit ab si fie egald cu
be, iar bd si fie egald cu jumitate din ab. Iati tot dispozi-
tivul. Pentru a mdisura indltimea tinem dispozitivul in
miini asezind sipca cd in pozitie verticald (in vederea cdrui
scop ea este prevdzutd cu un fir cu greutate la capit) si ne
agezdm succesiv in doud locuri: mai intii (fig. 10) in punctul
4, unde dispozitivul se pune cu extremitatea ¢ in sus, apoi
in punctul A’, tinut cu extremitatea d in sus. Punctul 4
este astfel ales, incit privind din @ sd vedem capéitul ¢ si
virful copacului pe aceeasi dreaptd. Punctul A’ este ales in aga
fel incit privind din a’ sa vedem punctuld’ pe aceeasi directie
cu B. Intreaga misuritoare consti in aflarea acestor doua
puncte A si A'!; deoarece partea necunoscutd BC din inil-

a

i i ittt A 011
D A '

Fig. 10.¥Modul de folosire a celut mai simplu altimetru format din
doud sipct.

timea copacului este egald cu distanta AA’. Aceastd egali-
tate rezultd usor din relatiile aC = BC, iar a'C = 2BC,
deci,

a'C — aC = BC.

1 Punctele acestea trebuie si fie situate in mod obligatoriu pe
aceeasi dreaptd cu trunchiul copacului.
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Folosind acest dispozitiv extrem de simplu, putem m#su-
ra copacul, fard a ne apropia de trunchiul lui, la o distanta
mai micd decit indl{imea sa. Se intelege de la sine cd daca
am reusi sd ne apropiem de trunchiul copacului, ar fi sufi-
cient s gisim cel putin un singur punct, 4 sau A’, pentru
a afla indltimea.

In locul celor doud sipci putem folosi patru ace, infigin-
du-le in scinduricd in modul corespunzitor; ‘sub aceastd
forma ,dispozitivul® va fi s1 mai simplu.

ALTIMETRUL SILVICULTORULUI

Acum este timpul sd explicim cuin este construit alti-
metrul ,adevarat® pe care il folosesc in practica lor lucra-
torii forestieri, modificindu-1 intrucitva, astfel incit dispo-
zitivul sd poatd fi usor confectionat.

Fig. 11. Schema de folosire a altimetrului silpicultorulut.

In figura 11 se vid elementele principale care alcituiesc
dispozitivul. Un dreptunghi din lemn sau carton abcd este
tinut in miini in asa fel incit privind de-a lungul marginii
ab, sd vedem pe o linie cu ea virful B al copacului. In punctul
b este suspendatd pe un fir greutatea ¢. Se inseamné punctul
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n,in care tirul intersecteazd dreapta dec. Triunghiurile bBC si
bnc sint asemenea; ele sint triunghiuri dreptunghice si au
unghiurile ascutite dBC s1 bnc egale (cu laturile respectiv
paralele). Prin urmare putem scrie urméitoarea proportie:

BC :nc = bC : be

de unde ne
BC — bC- —_—

’ »C
Deoarece bC, nc si bc pot fi misurate in mod direct,
obtinem cu usurintd in&ltimea copacului pe care o ciutim,
addugind la BC lungimea pértii de jos, CD a trunchiului
(indltimea la care se afld altimetrul deasupra terenului).
Ne mai rdmine s addugim citeva aminunte. Daci mar-
ginea bc va fi, de exemplu, egald cu 10 cm, iar pe marginea
dc vom marca diviziuni egale cu 1 ¢m, atunci raportul Z—c se
c -
va exprima intotdeauna printr-o fractie zecimali, care aratd
direct a cita parte din distanta bC reprezintd indlti-

o Linia_de vizare o

-,

D
fo S/ s s asfos I o

Fig. 12. Altimetrul silpicultorului.

mea BC a copacului. Si presupunem cd firul se opregte
in dreptul diviziunii a saptea (nc = 7 cm); aceasta in-
seamnd cd indltimea copacului deasupra nivelului ochiului
reprezintd 0,7 din distanta de la observator pind la trunchiul
copacului.

23



O alta perfectionare se refers la modul de observatie:
pentru a ne fi mai comod sd privim de-a lungul dreptei ab,
putem indoi la colturile superioare ale dreptunghiului de
carton doud péitritele cu giurele perforate in ele: una mai
micd in dreptul ochiului, alta mai mare pentru a o indrepta
spre virful copacului (fig. 12).

Imbun#titirea urmitoare o reprezintd dispozitivul infa-
tisat aproape in marime naturald in figura 12. Confectiona-
rea lui se poate face ugor i in foarte scurt timp ; pentru aceas-
ta nu avem nevoie de o deosebitd pricepere. El ne da posi-
bilitatea sd determindm in mod rapid in timpul excursiilor
indltimea obiectelor intilnite: copaci, stilpi, clidiri ete.
fard a ocupa prea mult loc in buzunar. (Instrumentul intrd
in trusa elaborati de autorul acestei cirtl si care este numité
,Geometrie in aer liber“.)

Problemi

Putem oare s misurdm indltimea copacilor cu ajutorul
altimetrului descris mai sus, fird a ne apropia prea mult
de ei? Dacd este posibil, atunci cum trebuie sd proceddm
in astfel de cazuri? '

Rezolvare

Indreptdm dispozitivul spre virful B al copacului (fig.
13) din doud puncte A §1 A’. S& presupunem cd in punctul
A am determinat BC = 0,9 AC, iar in punctul A’, BC =
= 0,4 A'C; atunci:

A.C = Ej) A’C = l}—c ’
0,9 0,4

de unde
A'A = AC —ACc =8¢ _B¢_ B pe.
Astfel

A'A=2pc,  sauBC=124'4—-0724'4.
18 25
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Fig. 13. Cum mdsurim indltimea unui copac fdrd a ne

apropia de el.
Prin urmare, masurind distanta A’A dintre cele doud
puncte de observatie si luind o anumité fractiune din aceasta

valoare, aflim indltimea necunoscutd care ne era inacce-
sibila.

CU AJUTORUL OGLINZII

Problemi

Tatd incd un mijloc interesant de determinare a in#ltimii
unui copac si anume, cu ajutorul oglinzii. La o distantd
oarecare (fig. 14) de copacul pe care dorim si-1 misurdm,
pe un teren neted, in punctul C, agezim o oglinjoard in
pozitie orizontald. Ne indepdrtdm apoi de ea pind in punc-
tul D din care observatorul vede, in oglind4, virful A al
copacului. Atunci, copacul (4 B) este tot de atitea ori mai
inalt decit in#ltimea observatorului (ED), de cite ori
distanta BC de la oglindd la copac este mai mare decit
distanta CD de la oglinda pind la observator. De ce?
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Fig. 14. Determinarea indltimii cu ajutorul oglinsii.

A

A
Fig. 15. Constructie geometricd co-

respunzdtoare metodel de mdsurare
a indalfimii cu ajutorul oglinzii.

26

Rezolvare

Acest procedeu se ba-
zeazd pe legea reflexiel
luminii. Virful 4 (fig. 15)
se reflectd in punctul A’
astfel cd AB = A'B.
Din aseménarea triunghiu-
rilor BCA' si CED re-
zultd cd

A'B:ED = BC :CD.

In aceast# proportie ne ra-
mine doar si inlocuim A’'B
cu AB care este egal cu
el, pentru a justifica ra-
portul aritat in problema.

Aceastd metodd comoda
gi usor de aplicat se poate



folosi pe orice vreme, insd nu pentru arborii din paduri
dese, ci pentru cei izolati.

Problemi

Sa presupunem c& trebuie s& misurdm in#l{imea unui
copac cu ajutorul oglinzii si este imposibil s ne apropiem
prea mult de el. Cum vom proceda?

Rezolvare

Aceasta este o problemd veche, de peste 500 de ani. Ea a
fost analizatd in evul mediu de cdtre matematicianul Anto-
niu de Cremona, in lucrarea sa Despre geodezia practicd
(anul 1400).

Problema se rezolvd prin aplicarea de doud ori a metodei
descrise mai sus, adicd prin situarea oglinzii in doud pozitii
diferite. Facind constructia corespunzidtoare nu ne va fi
greu si deducem din asem#narea triunghiurilor ¢4 in&lfimea
necunoscutd a copacului este egald cu indltimea la care se
afld ochiul observatorului, inmultitd cu raportul distantei
dintre pozitiile oglinzilor la diferenta distantelor observa-
torului pind la oglinda.

Inainte de a incheia discutia cu privire la misurarea
indl{imii copacilor, propunem cititorului incid o problema
HSilvicd“.

DOI PINI

Problemi

Doi pini cresc la o distantd de 40 m unul de altul. Se
presupune datd indltimea lor: unul are 31 m, iar celidlalt,
mai tindr, doar 6 m.

Puteti calcula distanta dintre virfurile lor?
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Rezolvare

Distanta necunoscutd dintre virfurile pinilor (fig. 16)
este, conform teoremei lui Pitagora, egald cu:

J&0% + 25% = 47 m.
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Fig. 16. Ce distantd este intre oirfurile pinilor?

FORMA TRUNCHIULUI DE ARBORE

Inarmati cu metodele de m#surare expuse pind in pre-
zent, in timpul unei plimbari prin pddure putem determina
indltimea oricdrui arbore. S-ar putea, de asemenea, sd ne
intereseze ce volum au acesti copaci, citi metri cubi de
lemn sint cuprinsi in ei, ce greutate au si cite trunchiuri
pot fi transportate de o singuréd cérutd. Aceste probleme nu
sint chiar atit de simple ca determinarea indltimii. Specia-
listii nu au gdsit incd metode exacte pentru rezolvarea lor
si se multumesc numai cu o apreciere mai mult sau mai
putin aproximativd. Chiar pentru un trunchi tiiat care
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zace in Xdld noasiri curdiat de ramuri, problema nu sé
rezolvd atit de usor.

Intr-adevir, trunchiul de arbore oricit ar fi el de neted,
fird ingrosdri, nureprezintd nici un cilindru, nici un con,
nu este, de asemenea, nici un trunchi de con sau orice alt
corp geometric al cdrui volum s-ar putea calcula cu aju-
torul formulelor. Fard indoiald, trunchiul nu este cilindru,
intrucit se subtiazd cétre virf (are ,conicitate“, cum spun
silvicultorii), nu este nici con, deoarece ,generatoarea® sa
nu este o linie dreaptd, ci o linie curbd si nu un arc de
cerc, ci o altd linie curbd care are convexitatea intoarsi
catre axul arboreluil.

Datoritd acestui fapt, putem calcula volumul trunchiului
de arbore mai mult sau mai putin exact numai cu ajutorul
calculului integral. Unii cititori se vor mira poate cd pentru
misurarea unei simple birne sintem nevoiti si recurgem la
serviciile matematicii superioare. Multi cred cd matema-
ticile superioare sint legate numai de corpuri g§i figuri
deosebite, iar in viata de toate zilele putem folosi doar teo-
remele si formulele matematicii elementare. Aceastd consi-
deratie este cu totul eronat: putem calcula destul de exact
volumul unui astru sau al unei planete folosind elemente
de geometrie, pe cind un calcul exact al volumului unei
birne lungi sau al unui butoi cu bere este imposibil fara
geometria analiticd si calculul integral. Cartea de fatd nu
presupune din partea cititorului o familiarizare cu matema-
tica superioard si din aceastd cauzd autorul se va mulfumi
cu prezentarea unei metode aproximative de calculare a
volumului trunchiului. ‘

In cele ce urmeazi ne vom baza pe faptul ¢d volumul
trunchiului se apropie, mai mult sau mai putin, de volumul
unui trunchi de con, de volumul unui con in cazul unui
arbore cu virf sau, in sfirgit, de volumul unui cilindru in
cazul unei birne scurte. Volumul oricdruia dintre aceste
corpuri este usor de calculat. Nu s-ar putea oare, pentru
uniformizarea calculului, si gdsim o astfel de formuld pen-
tru volum, care poate fi aplicatd concomitent celor trei

1 Aceastd linie curbd se apropie cel mai mult de asa-numita »para-
boli semicubiciA®“ (y* = aa2%); corpul obtinut prin rotatia acestei
parabole se numeste ,,nellold“ (dupa numele matematicianului antic
Neil, care a gisit metoda pentru calcularea lungimii arcului unei
astfel de curbe). Trunchiul arborelui crescut in padure se apropie
prin forma sa de un neiloid. Calculul volumului unui neiloid se face
prin procedeele matemalicii superioare.
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corpuri mentionale mai sus? In acesl caz am putea calcula
cu aproximatie volumul trunchiului fird s ne interesidm
cu ce corp ar putea fi asemdnat — cilindru, con sau trunchi
de con.

FORMULA UNIVERSALA

Existd o asemenea formuld; mai mult decit atit, ea poate
fi folositd nu numai pentru cilindru, con i trunchi de con,
dar si pentru orice fel de prisme, piramide, trunchiuri de
piramid& si chiar pentru sferd. Priviti aceastd admirabila
formuld! Ea este cunoscutd in matematicd sub denumirea
de formula lui Simpson:

zndeA Al i

— 1n 1 3
v="2 (by + 4by +b3) b, — ;u?)rgg;: gg;giu ilillf,erioare;
6 g — » sectiunii mediil;
by — » bazei superioare.

Problemi

S4 se arate cd prin formula pe care am mentionat-o mai
sus se poate calcula volumul urmaitoarelor sapte corpuri
geometrice: prismé, piramid4, trunchi de piramidé&, cilin-
dru, con, trunchi de con, sfera.

Rezolvare

Ne putem convinge ugor de exactitatea acestei formule
prin simpla ei aplicare la corpurile enumerate mai sus.
Vom obtine:
pentru prisma si cilindru (fig. 17,a)

h
v= E(bl + 4b; + b)) = bih;
pentru piramid4 gi con (fig. 17, b)

(bl +4 +0)=blh

? ’
1 Adici suprafata sectiunii corpului la mijlocul inil{imii sale.
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Fig. 17. Corpurtle geometrice al cdror volum se poate calcula folosind
aceeasi formuld.

pentru trunchiul de con (fig. 17, ¢)

T = b[nﬂz—}—é (R+rJ~—|—7:r2}=

I

o |

(nRz + nR? + 2nRr + nr? +TEI"‘) =

% (11” + Rr +r2)

pentru trunchiul de piramidd demonstratia se face intr-un
mod asemdndtor; in sfirsit, pentru sferd (fig. 17, d)

v = (0 1+ 4nR? +o] —i*{ =R,
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Problemi

Vom mentiona incd o particularitate interesanti a formu-
lei noastre universale: ea poate fi folositd, de asemenea, $i
pentru calcularea suprafetei figurilor plane: paralelogram,
trapez si triunghi, daci

h este ca si mai inainte indltimea figurii;

b; — lungimea bazei inferioare;
b, — lungimea bazei medii;
b; — lungimea bazei superioare.

Cum ne putem convinge de aceasta?

Rezolvare

Aplicind formula, vom obtine:
pentru paralelogram (patrat, dreptunghi) (fig. 18, a)

h
S=€(b1 + &by + by) = bih;

f———— N~

AN

b b/
¢

Fig. 18. Formula universald poate fi folositd, de asemenea, si pentru
calcularea suprafetelor acestor figuri,
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pentru trapez (fig. 18, b):

L by

S:%(bl WAL Sl R b3)=

ro |3

S (by-+by);

pentru triunghi (fig. 18, ¢):

S=~Z—(b1 +4%‘+0)=

by

9

Dupd cum se vede, formula noastrd este intr-adeviir
universald.

VOLUMUL S| GREUTATEA ARBORELUI iN PICIOARE

Asadar, avem la dispozitie o formuld cu ajutorul céreia
putem calcula, in mod aproximativ, volumul trunchiului
unui arbore tdiat, fird a ne pune intrebarea cu ce corp geo-
metric poate fi el aseméinat: cu un cilindru, con sau trunchi
de con. In vederea acestui calcul trebuie s# cunoastem patru
mirimi si anume lungimea trunchiului si trel diametre:
inferior, superior si diametrul corespunzétor sectiunii medii.
Masurarea diametrelor inferior §i superior este extrem de

Fig. 19. Determinarea diametrulut unut arbore cu ajutorul compasulut
forestier.

3 — Geomerria distractivi



simpld; determinarea directi a diametrului mediu este insd
destul de anevoioasi daci nu avem un instrument special
(»,compas forestier* pentru silvicultori, figurile 19 si 20).
Aceastd dificultate poate fi ins# evitat3, dacd vom mésura
cu o sfoard circumferinta trunchiului si vom impérti lungi-

mea ei la 3%; am obtinut astfel diametrul2.

n\ﬂ\
7y
~
=
o TTTTITT I FTTT |
0 = S

Fig. 20. Compasul forestier (stinga); sublerul (dreapta).

Volumul unui arbore t#iat poate fi obtinut prin acest
procedeu cu o exactitate satisficdtoare in multe calcule
practice. Mai pe scurt, insd mai putin exact, aceastd pro-
blem3 se poate rezolva daci vom considera trunchiul drept
un cilindru al cdrui diametru este egal cu diametrul sec-
tiunii transversale medii a trunchiului; in acest caz, rezul-
tatul obtinut va fi insd uneori micsorat cu 129%,. S& impéir-
tim, in gind, trunchiul in buc&ti cu o lungime de 2 m si
sd determindm volumul fieciireia din aceste parti aproape
cilindrice. Adunind valorile obtinute cdpidtidm volumul total
al trunchiului. Rezultatul astfel obtinut va fi mult mai
bun: el este cu numai 2—39%, mai mic decit volumul real
al trunchiului.

Metodele expuse mai sus nu se folosese, in nici un caz,
pentru méisurarea unui arbore in picioare: daci n-avem de
gind s& ne urcdm in el, atunci ne rdmine accesibil pentru

1 O constructie asemdnatoare are §i sublerul (fig. 20, dreapta),
instrument binecunoscut, folosit pentru mésurarea diametrului obiec-
telor rotunde.

2 Raportul dintre lungimea circumferintei §i diametru este egal

.- . . 1
cu 7, adicd aproximativ 3—7—.
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Fig. 21. Ce este ,coeficientul de formd“.

misuritori numai diametrul partii sale inferioare. In acest
caz, va trebui si ne mulfumim cu o determinare cu totul
aproximativd a volumulul gi s3 ne consolim cu faptul ci
si silvicultorii profesionisti procedeazd, de obicei, intr-un
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mod asemdindtor. Ei folosesc pentru asifel de misurdri un
tabel ce cuprinde aga-numitii ,coeficienti de forma“, adicd
coeficienti care aratd ce parte formeaza volumul arborelui
pe care-] misurdm din volumul unui cilindru de aceeasi
indltime si diametru, obtinut prin misurarea diametrului
trunchiului de arbore la indltimea pieptului unui om adult,
adicd la nivelul a 130 cm (la aceastd in&ltime este cel mai
comod sd fie masurat). Figura 21 explicd in mod concret
cele de mai sus. Desigur, ,coeficientii de forma“ sint dife-
riti pentru arbori de specii si indltimi diferite, deoarece
forma trunchiului se modifici. Diferentele nu sint totusi
prea mari: pentru trunchiurile de pin sau brad (care
au crescut in plantatie deasd) ,coeficientii de formi“
sint intre 0,45 si 0,51 adicd sint aproximativ egali
cu 0,5.

Prin urmare, fird o eroare prea mare putem considera ca
volum al unui arbore in picioare jumitate din volumul unui
cilindru de aceeasi indltime, cu un diametru egal cu dia-
metrul arborelui la indltimea pieptului.

Fiard indoiald, este vorba doar de o apreciere aproxima-
tivd, care insi nu se depirteazd prea mult de rezultatul
real: cam intre o valoare maritd cu 29, si una micsoratd
cu 109,

Ne-a mai rimas doar un singur pas pentru a aprecia si
greutatea arborelui in picioare. Pentru aceasta este suficient
sd stim cd 1 m® de lemn de pin sau brad cintéreste circa
600—700 kg. S& presupunem, de pildd, cd ne aflim linga
un brad a cdrui indltime este de aproximativ 28 m, iar
circumferinta trunchiului la in#ltimea pieptului este de
120 cm. Atunci suprafata cercului corespunzétor va fi egald
cu 1100 em? sau 0,11 m? iar volumul trunchiului

%X 0,11 x 28 = 1,5 m3. Admitind ¢4 1 m?® de lemn de

brad proaspdt tiiat cintdreste in medie 650 kg, deducem
cd 1,5 m3 trebuie s# cintireascd aproximativ 1 t (1 000 kg).

1 Trebuie si mentiondm ci ,coeficientii de formd“ se referd numai
la arborii ce-au crescut in padure, adicd arbori inalti si subtiri (netezi,
fard noduri); pentru arborii care stau stingheri gi au coroana bogata
nu se recomandd asemenea reguli generale de calculare a volumului.
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GEOMETRIA FRUNZELOR

Problemi

‘In umbra de la rddicinile unui plop argintiu a crescut
un lastaris. Rupeti o frunza si observati cit este ea de mare
in comparatie cu frunzele de pe arborele care i-a dat nastere,
mai ales cu acelea care au crescut la lumina Soarelui. Frun-
zele aflate in umbrd isi completeazd cantitatea de lumini
necesarid prin dimensiunile suprafetelor lor care capteazd
razele solare. Studierea acestui fenomen intrd in sarcina
botanistului. Dar cercetdtorul in probleme de geometrie
poate si-si spun& si el cuvintul: el poate preciza de cite
ori suprafata frunzei din listaris este mai mare decit supra-
fata frunzei arborelui care i-a dat nagstere.

Cum ati rezolva aceastd problems?

Rezolvare

In primul rind, putem s& calculim suprafata fiecirei
frunze in mod separat si sd giisim raportul dintre ele. Putem
misura suprafata frunzei dacid o acoperim cu o hirtie trans-
parentd in pitritele, fiecare patridtel avind, de exemplu,
4 mm? (foaia de hirtie transparentd impdartitd in patrate,
care este utilizatd pentru astfel de scopuri, se numeste calc
milimetric). Acesta, cu toate .cd este un procedeu absolut
exact, este prea migdlos!.

Procedeul mai scurt se bazeazd pe faptul cd ambele frunze,
desi diferite ca marime, au totusi o forma asemadnditoare
sau chiar aceeasi; cu alte cuvinte, acestea sint figuri ase-
menea din punct de vedere geometric. Ariile unor astfel
de figuri se raporteazi intre ele, dupd cum stim, ca dimen-
siunile lor liniare la puterea a doua. Prin urmare, stabilind
de cite ori o frunzd este mai lungd sau mai latd decit cea-
laltd, vom afla raportul dintre suprafetele lor prin simpla
ridicare la patrat a acestui numér. S3 presupunem ci o
frunzd de pe ldstar are o lungime de 15 c¢m, iar una de pe
o ramurd a arborelui doar de 4 cm; raportul dintre dimen-

1 Acest procedeu are totusi si un avantaj: folosindu-1, putem com-
para suprafetele unor frunze care nu au aceeasi forma, ceea ce nu se
poate face prin procedeul descris in cele ce urmeazd.
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siunile lor liniare este de—l‘—- Prin urmare, suprafata uneia

va fi mai mare decit suprafata celeilalte de 22 ori, adicd
16

de 14 ori. Rotunjind valoarea obtinutd (intrucit nu putem
obtine o cifri absolut exactd), sintem indrept&titi s& afir-
mim ci frunza de pe listar are suprafata de aproximativ
15 ori mai mare decit aceea de pe arbore.

Inc un exemplu

Problemi

Frunza unei papddii care a crescut la umbrd are o lun-
gime de 31 cm. La un alt exemplar, care a crescut in argita
Soarelui, lungimea frunzei este numai de 3,3 cm. De cite
ori suprafata primei frunze va fi mai mare decit suprafata
celei de-a doua?

Rezolvare

Vom proceda ca si in cazul anterior. Raportul dintre
suprafete este egal cu

3,38 10,9 '
prin urmare, o frunzi este* mai mare decit cealaltd, in ce
priveste aria, cam de 90 de ori.

In padure este usor si alegem o multime de perechi de
frunze de dimensiuni diferite, dar cu forma aseménatoare.
Ne colectiondm in acest fel un material interesant si atrac-
tiv pentru problemele de geometrie privind raportul dintre
ariile unor figuri asemenea. Ochiului nedeprins i se pare
totdeauna ciudat cd o diferentd relativ mici in lungimea si
latimea frunzelor di nastere la o diferentd apreciabild intre
suprafetele lor. Dacd, de exemplu, dintre doud frunze ase-
menea din punct de vedere geometric, una este mai lungé
decit cealaltd cu 209, atunci raportul dintre suprafetele
lor va fi egal cu:

1,28 =~ 1,4,
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adicd diferenta se ridici la 40%,. Daci intre cele dou# frunze
existd o diferentd de latime de 409, atunci o frunzi va
avea suprafata mai mare decit cealalti cu:

1,4* = 2,

adica de aproape doui ori.

Fig. 22. Calculati raportul -Fig. 23. Calculayi raportul exis-
existent intre suprafetele a- tent intre suprafefele acestor
cestor frunze. frunze.

Problemi

Propunem cititorilor si calculeze raportul existent intre
suprafetele frunzelor reprezentate in figurile 22 si 23.

GIGANTII CU SASE PICIOARE

Ce fiinte curioase sint furnicile! Urcindu-se repede pe
tulpind cu o greutate mare intre maxilare (fig. 24), furnica
oferd unui om cu spirit de observatie o problema dificila:
de unde are aceastd insectd forta necesard pentru a urca
o greutate de zece ori mai mare decit greutatea sa, fira un
efort vizibil? Omul, de exemplu, n-ar putea sd alerge pe o
scard tinind pe umeri un pian (fig. 24), desi raportul dintre
greutatea poverii si greutatea corpului este acelasi ca si in
cazul furnicii. Din cele de mai sus s-ar putea trage concluzia
cd furnica este mai puternicd decit omul!
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Asa sd fie oare? I'ird geometrie nu putem explica aceastd
problemi. S& vedem, in primul rind, ce ne poate spune un
specialist (prof. A.P. Brandt) despre forta muschilor, iar
apoi despre raportul dintre fortele omului si ale furnicii:

,»Un muschi viu se aseamdni cu un elastic, doar ci con-
tractia lui nu se bazeazd pe elasticitate, c¢i pe alte proprie-
tati si se produce in mod normal sub influenta excitatiei
nervoase, lar in cazul unei experiente de fiziologie, prin
aplicarea curentului electric pe nervul respectiv sau chiar
direct pe muschi.

Experientele se pot efectua foarte usor pe muschii unei
broaste omorite de curind, deoarece muschii animalelor cu
singe rece isi pastreaza proprietitile vitale si in afara orga-
nismului, chiar si la 0 temperatura obisnuitd. Experienta este
extrem de simpld. Se scoate muschiul piciorului din spate
— muschiul pulpei — impreuni cu o portiune din femur sidin
tendonul terminal. Acest muschi se preteazd foarte bine
pentru asemenea experiente. Dupd izolarea lui, muschiul
se suspendd de un suport, iar prin tendon se trece un cirlig
de care se fixeazd o greutate. Dacd atingem mugchiul cu
doi conductori legati la un element galvanic, el se contractd
imediat, se scurteazd si ridicd greutatea. Prin addugarea
unor greutiti suplimentare, se poate determina cu usurinta
capacitatea maximi de ridicare a mugchiului. Dacé legim
cap la cap 2—3 muschi de acelasi-fel §1 ii excitdm cu curent
electric vom obtine o fortd mai mare, iar greutatea se va
ridica ceva mai sus in functie de valoarea corespunzitoare
a sumei contractiilor muschilor luati separat. Dacd vom
lega insd 2—3 muschi intr-un singur ménunchi, atunci
intregul sistem supus excitdrii va ridica o greutate mai
mare, in functie de numaérul lor. Acelasi rezultat s-ar obtine,
evident, si in cazul cind muschii ar fi concrescut intre ei.
Asadar, forta de ridicare a muschilor nu depinde de lungime
sau de masa totald, ci de grosime, adicd de sectiunea trans-
versald. .

Dupi aceastd digresiune, si compardm doud animale cu
aceeasi constitutie, deci asemenea din punct de vedere
geometric, dar diferite ca mirime. S& presupunem cid avem
in fatd un animal initial si altul de doud ori mai mare in
toate dimensiunile decit primul. In cazul acesta, volumul
si greutatea celui de-al doilea animal cit si ale fiecdrui
organ in parte vor fi de opt ori mai mari; in timp ce dimen-
siunile de suprafaté respective, intre care §i sectiunea trans-
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versald a mugchilor, vor fi doar de patru ori mai mari. Din
cele de mai sus rezultd cd forta musculari se méreste de
patru ori, in timp ce animalul se dubleazi ca dimensiuni,
fiind de opt ori mai greu decit primul, dar, in schimb, de
doud ori mai slab decit
acesta. In baza acestui
fapt, un animal care este
de trei ori mai lung (cu
sectiuni transversale de
noud ori mai mari si cu
o greutate de 27 de ori
mai mare) s-ar dovedi a
fi de aproximativ trei
ori mai slab, iar anima-
lul care este de patru ori
mai lung va fi de patru
ori mai slab etc.

Legea cresterii neuni-
forme a volumului si greu-
tatii animalului ecit si
a fortei lui musculare ex-
plicd de ce o insectd, de
exemplu furnicile, vies-
pile etc. poate sd care
greutiti de 30 sau 40 de
ori mai mari decit greu-
tatea corpului lor, in
timp ce omul nu poate
sdducd — exceptind spor- Fig. 24. Eroul cu sase picioare.
tivii si hamalii — decit

3 . R J | . .
aproximativ 9/10, iar calul — pe care il considerdm ca
o adeviratd masind vie — §i mai putin, §1 anume aproxi-
mativ 7/10 din greutatea sa“l.

Tinind seama de aceste considerente vom privi cu alti
ochi faptele de vitejie ale acelei furnici-erou, despre care
1.A. Krilov scria cu ironie:

O furnicd avea o putere nemisurata
Nemaiauzitd nici in timpurile strivechi;
Ea putea, chiar (spune istoricul ei credincios),
Sa ridice doud boabe mari de orz.
KRILOV I. A.
1 Mai aminuntit cu privire la aceasta, vezi lucrarea lui I. I. P e-

relman 3anumarearHas MexaHuka (Mecanica distractiva) cap. X,
@. M., Mocksa, 1959.
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Capitolul 1l

GEOMETRIA LA RiU

SA MASURAM LATIMEA RiULUI

Putem misura litimea unui riu fird si-l1 trecem inot,
intr-un mod tot atit de simplu, pentru cel ce are cunos-
tinte de geometrie, cum am stabilit indltimea unui arbore
fard si ne urcdm in virful lui. Distanta inaccesibild se mi-
soard prin acelagi procedeu prin care am aflat indl{imea
inaccesibild. In ambele cazuri, determinarea distantei ne-
cunoscute se inlocuieste cu determinarea altei distante pe
care o putem usor misura direct.

Din multiplele procedee de rezolvare a acestei probleme,
sd examindm citeva dintre cele mai simple.

1. Pentru primul procedeu vom avea nevoie de ,dispozi-
tivul“ deja cunoscut, previzut cu trei ace in virfurile unui
triunghi dreptunghic isoscel (fig. 25). S& presupunem ca
trebuie sd aflim litimea AB a riului (fig. 26) de pe malul
unde se afld punctul B, fird a trece pe malul opus. Situin-
du-ne undeva in punctul C, tinem dispozitivul cu ace in
dreptul ochilor in asa fel, incit privind cu un singur ochi
in directia a doud ace si vedem cum acestea acoperd punc-
tele B si A. Se intelege cd atunci cind vom reusi si obtinem
situatia descrisd, ne vom afla exact in prelungirea dreptei
AB. 1n continuare, fird a misca scindurica dispozitivului,
privim in directia altor doud ace (perpendicular pe directia
anterioard) si observdm un punct oarecare D, acoperit
de aceste ace, care se afli pe o dreaptd perpendiculara
la AC. Dup4d aceasta infigem un jalon in punctul C; péira-
sim locul-de mai inainte si purtdm instrumentul de-a lungul
dreptei CD, pind vom g&si un punct E (fig. 27), de unde
se poate acoperi pentru ochi cu acul b tirusul din punctul C,
iar cu acul a punctul A. Asadar am g#sit pe malul vecin
cel de-al treilea virf al triunghiului ACE drept in C. Un-
ghiul E este egal cu unghiul ascufit din dispozitivul cu
ace; prin urmare este juméitate dintr-un unghi drept. Este
evident cd g1 unghiul A este egal cu jumatate dintr-un unghi
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Fig. 25. Determinarea latimit unut riu cu ajutorul dispositivului cu ace.

drept. Rezultd deci cd AC = CE. Dacd vom mdésura dis-
tanta CE cu ajutorul pasilor, vom cunoaste si distanta AC.
Sciazind din AC pe BC, care este usor de méisurat, obtinem
ldtimea necunoscutd a riului.

Este destul de incomod §i greu sd tinem in mind dispozi-
tivul cu ace fird sd-1 migcdm; din aceastd cauzi este mai

Fig. 26. Prima pozitic a dis- Fig. 27. A doua positie a dispo-
pozitivulul cu ace. sitivulut cu ace.
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bine si fixdm aceastd scindurici in virful unei préajini cu
capdtul ascufit, pe care o infigem perpendicular in pamint.

2. Procedeul pe care-l1 vom descrie se aseamini cu cel
dintii. Alegem punctul C in prelungirea distantei AB si
trasdm cu ajutorul dispozitivului cu ace dreapta CD, per-
pendiculard pe CA. Mai departe procedim in modul urmé-

Fig. 28. Folosind criteritle de egalitate « triunghiwrilor.

tor (fig. 28): pe dreapta CD mésurdm distantele arbitrare
egale CE s1 EF. Infigem apoi niste jaloane in punctele E
s1 F. In continuare, ne situim in punctul F din care, cu
cu ajutorul dispozitivului cu ace, trasdm directia FG, per-
pendiculard pe FC. Deplasindu-ne de-a lungul lui FG ale-
gem un astfel de punct H, din care jalonul E si acopere
punctul A. Rezultd prin urmare cd punctele H, E §i 4 se
afld pe aceeasi dreapté.

Problema este rezolvatd: distanta FH este egald cu dis-
tanta AC, din care este suficient sd scidem distanta BC
pentru a afla lidtimea necunoscuti a riului (desigur cé citi-
torul va intelege singur de ce FH este egal cu AC).

Acest procedeu necesitd mai mult loc decit cel dintii;
dacd terenul ne permite sd aplicim ambele procedee, va
fi util s& verificdim un rezultat cu ajutorul celuilalt.
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3. Procedeul descris mai sus poate fi intrucilva modificat:
S& masurim pe dreapta CD nu distante egale, ci una mai
micd de citeva ori decit cealaltd. S presupunem, de exem-
plu (fig. 29), cd FE este de patru ori mai mic decit EC.
In rest se procedeazii ca si mai inainte: pe directia FG,
perpendiculard la FC, cdutim punctul A din care jalonul E

J—
e

e —

S T

Fig. 29. Folosind criteriile de asemdnare a triunghiurilor.

pare ci acoperd punctul A. In aceste conditii FH nu mai
este egal cu AC, ci este mai mic decit acesta de patru ori:
triunghiurile ACE si EFH nu mai sint egale, ci asemenea
(triunghiuri cu unghiurile egale si laturi inegale). Din
aseménarea triunghiurilor rezulti:

AC :FH = CE : EF = 4 : 1.

Prin urmare, misurind FH si inmul{ind rezultatul cu 4,
vom obtine distanta AC, din care scdzind BC vom afla
litimea necunoscutd a riului.

Acest procedeu necesitd, dupd cum se vede, mai putin
loc side aceea este mai comod de aplicat decit cel precedent.

4. Procedeul al patrulea se bazeazi pe aceea§i proprie-
tate a triunghiului dreptunghic, si anume: dacd unul dintre
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unghiurile lui asculite este egal cu 30°, atunci cateta opusd
este egald cu jumétate din ipotenuzd. Ne convingem foarte
usor de justetea acestei reguli. Fie unghiul B al triunghiu-
lui dreptunghic ABC (fig. 30, stinga) egal cu 30°; si de-
monstrdm ca in acest caz AC = 1/2 AB. S& rotim triunghiul
ABC in jurul lui BC in asa fel incit sd se situeze simetric
fatd de pozitia sa initiald (fig. 30, dreapta), formind triun-
ghiul ABD; linia ACD este

B 8 o linie dreapt#, pentru ca

A N ambele unghiuri din punc-

\ tul C sint unghiuri drepte.
\ In triunghiul ABD, un-
\ ghiul 4 = 60°, iar unghiul
. ABD, ca unghi format din
"\, doud unghiuride30°,estede
----—---2_asemenea egal cu 60°. Prin

A c A ¢ D urmare, AD = BD ca laturi
Fig. 30. Cind cateta esie egald cu ju- Opuse unor unghiuri egale.
mdtate din ipotenuzd. Insd AC =12 AD; asa-

dar, AC =1/2 AB.

Dacé vrem sd folosim aceastd proprietate a triunghiului,
trebuie sd asezdm acele de pe scinduricd in asa fel incit sa
reprezinte virfurile unui triunghi dreptunghic, in care una
din catete este de doull ori mai mica decit ipotenuza. Cu
acest dispozitiv ne plasim in punctul C (fig. 31), in asa fel
ca directia AC sd coincidd
cu ipotenuza triunghiului
format din ace. Privind in
lungul catetei mai- scurte a
acestul triunghi, trasdm di-
rectia CD si alegem pe ea
un astfel de punct E, in
care linia EA si fie per-
pendiculard la CD (aceasta
se realizeazd cu ajutorul
aceluiagi dispozitiv cu ace).
Este usor de inteles cd CE
Fig. 31. Schema de folosire a triun- este o catetd ce se opune
ghwuluidreptunghic cu un unghide 30°. unui unghi de 30° si este

deci egald cu jumétate din
AC. Prin urmare, dacd misurim CE, inmul{im aceastd
distantd cu 2 si scidem apoi BC, obtinem litimea necu-
noscutd AB a riului.
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Am expus patru procedee ugor de aplicat, cu ajutorul cirora
va fi oricind posibil s masurdm l4timea unui riu cu o exac-
titate pe deplin satisfacdtoare, fird a trece pe celdlalt mal.
Nu vom examina aci procedee care necesitd utilizarea unor
dispozitive mai complicate (chiar daci le putem confectiona
singuri).

CU AJUTORUL COZOROCULUI

Tatd. cum, folosind acest procedeu, sergentul major Ku-
preanov a reusit sd se descurce intr-o imprejurare dificild
de pe front!. Grupei din care ficea parte i s-a ordonat si
mdsoare ldtimea unui riu peste care trebuia si se organizeze
trecerea trupelor...

Ajungind la tufisurile de pe malul riului grupa lui Ku-
preanov s-a intins pe pamint, iar Kupreanov, impreuns cu
soldatul Karpov s-a apropiat mai mult de riu, de unde se
vedea bine malul ocupat de fascisti. In astfel de conditii
ldtimea riului trebuia méasuratd din ochi.

— Ei, Karpov, citi sint? — intrebd Kupreanov.

— 'Dupd mine nu mai mult de 100—110 m — a rispuns
Karpov. Kupreanov era de acord cu cercetasul sdu, dar
pentru verificare a hotdrit si mé&soare litimea riului ,cu
ajutorul cozorocului“.

Procedeul constd in urmitoarele: ne indreptim cu fata
spre riu si ne asezdm sapca in asa fel ca partea inferioard a
cozorocului s3 coincidi exact cu linia malului opus (fig. 32).
Putem inlocui cozorocul cu palma miinii sau cu o agendi
de buzunar, pe care o {inem cu cotorul pe frunte. Apoi, fars
sd schimbdm pozitia capului ne intoarcem spre dreapta
sau spre stinga, sau chiar inapoi (in partea in care existd
un teren mai neted, accesibil pentru misurarea distantei)
si ne fixdm punctul cel mai indepértat pe care-1 vedem de
sub cozoroc (palmi, agenda).

Distanta pind la acel punct va fi aproximativ egald cu
litimea riului.

1 Vezi nota de la p. 19.
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Irig. 32. Trebuiesda obscredm de sub cozoroc un punct de pe malul opus.

Acest procedeu l-a folosit si Kupreanov. El s-a ridicat
repede intre tufiguri, si-a aranjat cotorul agendei pe frunte,
s-a intors gi si-a intipdrit in minte punctul cel mai indepér-
tat. Apoi, impreund cu Karpov s-a tirit pind la acel punct,
misurind distanta cu o sfoard. Rezultatul obtinut a fost
105 m.

Kupreanov a raportat comandantului datele obtinute.

Problemi

S& se dea o explicatie geometricd ,,procedeului cu ajutorul
cozorocului®.

Rezolvare

" Raza vizuald corespunzitoare pértii inferioare a cozoro-
cului (palmei, agendei) este indreptatd initial spre linia
malulul opus (fig. 32). Cind observatorul se intoarce, raza
vizuald, asemenea piciorului unui compas, descrie o circum-
ferintd, si atunci AC = AB ca raze ale aceluiasi cerc
(fig. 33),
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Fig. 33. In acclasi mod fizdm un punct pe malul pe care ne aflim.

LUNGIMEA INSULEI

Problemi

Si acum o problem# mai complicatd. Stind pe malul unui
riu sau al unui lac, vedem o insul (fig. 34), a cdrei lungime
dorim s-o masurdm fird a pardsi malul. Este oare posibild
o astfel de masuratoare? ’

Fig. 34. Cum sa
stabilim  lungimea
unet insule.




Cu toate cil in acest caz ne sint inaccesibile ambele extre-
mitédti ale liniel de mésurat, problema se poate totusi rezolva
chiar si fdrd ajutorul unor instrumente complicate.

Rezolvare

Trebuie si afldm lungimea A B (fig. 35) a uneij insule, rimi-
nind in tot timpul mésurérii pe mal. Alegem pe mal douj
puncte oarecare P si Q, in care infigem douj jaloane. Pe
dreapta PQ cidutim punctele
M si N, astfel incit AM si
BN s& formeze impreuni cu
directia PQ doui unghiuri
drepte (pentru aceasta se fo-
loseste dispozitivul cu ace).
La mijlocul O al distantei MN
infigem un jalon si ciutim
in prelungirea lui A M un ast-
fel de punct C, din care jalonul
O pare sd acopere punctul B.
Tot astfel, in prelungirea lui
BN se cautd punctul D, de
unde jalonul O pare c# acoperi
Fig. 35. Folosind criteriile de egali- eXtremitatea A a insulei. Dis-
tate a triunghiurilor dreptunghice. tanta CD va fi ]ungimea necu-

noscutd a insuleij.

Se poate demonstra cu usurintd acest lucru. S examinim
triunghiurile dreptunghice AMO si OND; catetele MO si
NO sint egale, iar in afard de aceasta, sint egale si unghiurile
AOM si NOD. Rezultd cd triunghiurile sint egale i deci
OA = OD. Putem demonstra, intr-un mod aseminitor, ci
BO = OC. Comparind apoi triunghiurile ABO si COD, ne
vom convinge de egalitatea lor, din care deducem egalita-
tea distantelor AB si CD.

UN PIETON PE MALUL OPUS

Problemi

De-a lungul unui riu merge un om. De pe malul opus ii
distingem clar pasii. Am putea oare si calculim, fie chiar
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<i aproximativ, fird a ne misca din loc distanta dintre el gi
noi? Presupunem cd nu avem la indemind nici un fel de
instrument.

Rezolvare

Desi nu avem la indemind instrumente, avem ochi si
miini si acest lucru este suficient. Intindem mina inainte
in directia pietonului si privim virful degetului numai cu
ochiul drept, dacd pietonul merge in directia miinii drepte,
si numai cu ochiul sting, dacd pietonul merge in directia
miinii stingi. In momentul cind pietonul care se indepér-
teazd va fi1 acoperit de deget (fig. 36), inchidem ochiul cu
care am privit si-1 deschidem pe celdlalt: ni se pare c& pie-
tonul este impins inapoi. Numarim pasii pe care-1face pentru
a ajunge din nou pe aceeasi linie cu degetul. Obtinem astfel
toate datele necesare pentru determinarea aproximativd a
distantei.

S explicim acum cum trebuie si le folosim. Fie in
figura 36, a $1 b — ochii dv., punctul M — virful degetului
miinii intinse, punctul A — prima pozitie a pietonului, iar
punctul B — pozitia a doua a pietonului. Triunghiurile
abM si ABM sint asemenea (trebuie si ne intoarcem spre

Fig. 36. Cum se calculeazi distanta ping la un pieton care merge pe
malul opus al unui riu.
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pieton in asa fel ca ab sa fie aproximativ paraleli cu direc-
tia migcdrii sale). Prin urmare, BM : bM = AB : ab si
vom avea o proportie in care numai termenul BM nu se
cunoaste; pe toti ceilalti ii putem determina direct. Intr-a-
devdr, bM este lungimea miinii intinse, ab este distanta
dintre pupilele ochilor, AB este datd de pasii pietonului
(pasul poate fi considerat ca fiind egal, in medie, cu 3/4 m).
Rezultd cd distanta necunoscutd dintre noi si pietonul de
pe malul opus poate fi dedusd din urméitoarea proportie:

bM
ab

MB = AB -

Dacid distanta dintre pupilele ochilor (ab) este, de exem-
plu, de 6 cm, lungimea b M de la capdtul miinii intinse pind
la ochi de 60 cm, iar pietonul a facut de la A pind la B
14 pasi, atunci distanta dintre el §i noi va fi MB =
=14. %—).: 140 de pasi sau 105 m.

Este suficient sd méisurdm dinainte distanta dintre pu-
pilesi bM, carereprezinta distania de la ochi pind la capédtul
oM

miinii intinse, pentru ca memorind raportul dintre ele )

a
sd calculdm cu rapiditate departarea la care se afli obiectele
inaccesibile. Atunci ne va rdmine numai si inmul{im 4B

cu acest raport. In medie, la cea mai mare parte dintre oa-
meni % = 10 cu abateri neinsemnate. Partea mai dificild
a

o reprezint¥ stabilirea distantei AB. In cazul nostru, am
folosit pasii omului care se indepédrta. Se pot folosi insa si
alte indicii. Dacd mésurdm, de exemplu, distanta ce ne
desparte de un tren de marfd indepirtat, atunci lungimea
A B poate fiapreciatd in comparatie cu lungimea unui vagon,
care este, de obicei, cunoscutd (7,6 m intre tampoane).
Dacd se determind distanta pind la o clddire, atunci 4B
se calculeazd in comparatie cu litimea unei ferestre, lungi-
mea unei cdramizi ete.

Acelasi procedeu poate fi folosit si pentru calcularea dimen-
siunii unui obiect indepértat, dacd se cunoaste distanta la
care acesta se afli fati de observator. In vederea acestui
scop putem folosi si alte ,telemetre“, pe care le vom descrie
in cele ce urmeazi.
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CELE MAI SIMPLE TELEMETRE

In primul capitol am descris cel mai simplu instrument
pentru calcularea inaltimilor inaccesibile — altimetrul. Vom
descrie acum instrumentul cel mai simplu pentru méasurarea
distantelor inaccesibile, adicd ,telemetrul“. Un astfel de
telemetru il putem confectiona dintr-un chibrit obisnuit.

Fig. 37. Chibritul-telemetru.

Pentru aceasta este suficient si trasdm pe una din fetele lui
diviziuni milimetrice, pe care, pentru a le distinge mai bine,
le facem alternativ de culoare deschisd si inchisa (fig. 37).

Putem folosi acest ,telemetru® primitiv pentru aprecierea
distantei pind la un obiect indepédrtat numai in acele cazuri,
in care dimensiunile obiectului respectiv ne sint cunoscute
(fig. 38); de altfel, orice alte telemetre de constructie mai
perfectionatd nu pot fi folosite decit respectind aceleasi con-
ditii. S& presupunem cd vedem in depdrtare un om si ne
punem problema s& stabilim distanta pind la el. Aici, chi-
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I'lg. 38, Folosirea ch[lu'i[ului-lelﬂmell'u pentri caleularea  distangelor
inuccesibile.
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britul-telemetru ne poate scoate din incurcituri. Tiném
chibritul in mina intins si privind cu un singur ochi, ducem
extremitatea lui libera in asa fel ca ea sd coincidd cu partea
superioard a figurii indepértate. Apoi, migcind incet unghia
degetului mare de-a lungul chibritului, o oprim in acel
punct de pe el care se proiecteazd la baza figurii omenesti.
Ne rdmine doar sd afldm, apropiind chibritul de ochi, la
ce diviziune am oprit unghia. Avem in acest fel toate datele
pentru rezolvarea problemei.

Ne putem convinge cu usurinti de exactitatea proportiei:

distanta necunoscuti __ indl{imea medie a unui om
distanta dintre ochi si chibrit partea misuratd a chibritului

Nu ne va fi greu s calculdm acum distanta necunoscuti.
Daca, de exemplu, distanta pind la chibrit este de 60 cm,
indltimea omului 1,7 m, iar partea méasuratd a chibritului
de 12 mm, atunci distanta pe care o cdutdm va fi egala cu:

60 - -/ <8500 cm = 85 m.

Pentru a dobindi o oarecare deprindere in folosirea acestui
telemetru, masurim indltimea unuia dintre prietenii nostri
si, rugindu-1 sd se indeparteze la o distan}d oarecare, incer-
cdm si stabilim cu citi pasi s-a indepartat de noi.

Cu ajutorul aceluiasi procedeu putem calcula distanta
pind la un caldret (indltimea medie 2,2 m), biciclist (diame-
trul rotii 75 cm), stilp de telegraf de-a lungul c&ii ferate
(indltimea 8 m, iar distanta verticald
dintre izolatorii invecinati 90 c¢m), pind
la un tren, o casd si alte obiecte asemé-
nitoare, ale ciror dimensiuni le putem
aprecia usor si destul de exact. Astfel de
cazuri se intilnesc destul de des in timpul
excursiilor.

Pentru persoanele cu inclinatii practice
confectionarea unui instrument mai co-
mod de acelasi tip, destinat pentru apre-
cierea distantelor dupid madrimea unei
siluete omenegti indepértate, nu prezinta
o dificultate prea mare.

Constructia instrumentului este pre-
Fig. 39. Telemetrq ~ 2€Ntatd clar in figurile 39 si 40. Obiectul
mobil la lucru. observat se situeazd exact la distanta
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A, care se obline prin ridicavea
partii mobile a instrumentului.
Mirimea distantei este comod s-o
calculdm dupd diviziunile de pe
pirtile € s1 D ale scinduricii.
Pentru a ne scuti de necesitatea
de a face unele calcule, putem
insemna pe fisia C, in dreptul
diviziunilor, distantele ce le co-
respund, dacd obiectul pe care-1
observam este o siluetd omeneasca
(instrumentul se tine la o de-
pértare de ochi egald cu lungimea
miinii intinse). Pe fisia din dreap-
ta D, putem insemna distantele
calculate dinainte pentru acele
cazuri cind se observa silueta unui
caldret (2,2 m). Pentru un stilp
de telegraf (indltimea 8 m), un
aeroplan cu deschiderea aripilor
de 15m si alte obiecte mari, putem
folosi partile superioare libere ale
fisitlor € si D. Cu aceste mo-
dificdri dispozitivul va dobindi
forma reprezentatd in figura 40.

Desigur, precizia unei astfel de
evaluidri a distantel nu va fiprea
mare. Este vorba doar de o eva-
luare si nicidecum de o mésu-
rare. In exemplul examinat an-
terior, cind distanta pind la silueta
omeneascd a fost apreciatd ca
fiind egald cu 85> m, o eroare de
1 mm comisd in timpul méasuririi
portiunii de pe batul chibritului
ar fi condus in final la o eroare
de 7m (1/12 din 85). Dacd omul
s-ar f1 aflat la o distantd de patru
ori mal mare, am fi mésurat pe
chibrit nu 12 mm, ci numai 3 mm
si atunci o eroare chiar de 1/2 mm

Fig. 40. Constructia telemetrului mobil.
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ar fi provocat o modificare a rezultatului cu 57 m. Din aceasta
cauzd exemplul nostru este sigur in cazul unei siluete ome-
nesti, si numai pentru d1stante relativ mici, de circa 100—
200 m. La aprecierea unor dxstante mai mari trebuie sa ale-
gem si obiecte de dimensiuni mai mari.

ENERGIA RiULUI

Tu cunosti un tinut unde loate sint din abundenti,
Unde riurile curg mai strilucitoare ca argintul,
Unde vintul usor adie prin nigara din stepd
Si satele nu se mai vid intre livezile de visini.
A. K. TOLSTOI

Un riu a cérui lungime nu depiseste 100 km se obisnu-
ieste sd se considere ca fiind mic. $titi oare cite riuri de
acest fel se gisesc numai in U.R.S.S.?Foartemulte, aproxi-
mativ 43 000!

Daca toate aceste riuri le-am pune cap la cap, am obtine
o band& cu o lungime de 1 300 000 km. O asemenea bandi
poate inconjura globul pamintesc la ecuator de 30 de ori
(lungimea ecuatorului este aproximativ de 40 000 km).

Cursul acestor riuri, cu toate cd este lin, ascunde in sine
o rezervé inepuizabild de energie. Specialistii considerd ci
dacé s-ar aduna la un loc capacititile ascunse ale tuturor
riurilor mici din Uniunea Sovieticd, s-ar obtine o cifrd impre-
sionantd, de 34 000 000 kW! Aceastd energie gratuitd tre-
buie folosita pe scard largé pentru electrificarea gospodiriilor
din satele situate in apropiere de riuri.

Poate riul curge dupa plac.
Dar de-i scris in planuri, un baraj
Apa va opri-o pind-n veac
Pieptene de piatrd urias.
S. SCIPACIOV

Dv. stiti cd aceasta se realizeazd cu ajutorul hidrocentra-
lelor si puteti sd manifestai multd initiativa si si dati un
real ajutor in pregitirea constructiei unei mici hidrocentrale.

Intr-adevir, pe constructorii unei hidrocentrale ii intere-
seazd absolut tot ce se referd la regimul riului: ld{imea aces-
tuia, viteza de curgere a apei, suprafata sectiunii transver-

56



sale a albiei (,sectiune vie“) si caderea, adicé nivelul apei
pe care il permit malurile. Toate acestea pot fi masurate
cu mijloace accesibile si ne aflim, prin urmare, in fata unei
probleme de geometrie relativ simple.

Vom trece acum la rezolvarea acestei probleme.

Mai intii, vom cita aici sfatul practic a doi specialisti,
inginerii V. laros si I. Feodorov, care se referd la alegerea
portiunii de riu unde se va indlta viitorul baraj.

Ei recomandid ca hidrocentralele mici, cu o capacitate
de 15—20 kW, si fie construite la o depdrtare care sd nu
depdseascd 5 km de sat.

»,Barajul hidrocentralei trebuie construit nu mai aproape
de 10—15 km i nu mai departe de 20—40 km de izvorul
riului, pentru cd departarea de izvor atrage dupd sine scum-
pirea barajului, datoritd debitului mare al apei. Dacd bara-
jul va fi amenajat la o distantd mai micd de 10—15 km, el
nu va putea asigura energia suficientd din cauza debitului
scdzut al apei §i a insuficientei presiunii. Portiunea aleasa
a riului nu trebuie sd abunde in adincimi mari, care de
asemenea scumpesc barajul, necesitind o fundatie solida“.

VITEZA APEI

Intre sat si piduricea de pe deal
Serpuieste un riu ca o panglicid luminoasa.

AL FET

Ce cantitate de apa curge intr-un astfel de riu in timp de
24 de ore?

Nu este greu sd calculdm aceasta daci mail inainte vom
masura viteza apei din riu. Masurdtoarea este efectuatd de
doi oameni. Unul dintre ei are un ceas, iar celdlalt un plu-
titor care trebuie s& fie usor de observat, de exemplu, o
sticld inchisd pe jumitate goald si previzutd cu un stegulet.
Se alege o portiune mai dreaptd a riului si se asazi de-a
lungul malului doué jaloane 4 si B, la o distant&, si zicem,
de 10 m unul de celdlalt (fig. 41).

Perpendicular pe AB se pun incd doud jaloane C si D.
Unul dintre participantii la mésuritoare, si anume cel cu
ceasul, se asazd in spatele jalonului D. Celilalt, care are
plutitorul, merge putin mai sus de jalonul A4, arunci pluti-
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Fig. 41. Mdsurarea vitezei de curgere a aper.

torul in api si se agazd apoi in spatele jalonului C. Ambii
observatori privesc de-a lungul liniei CA si DB suprafata
apei. In momentul in care plutitorul intretaie prelungirea
liniei CA, primul observator face un semn cu mina. La acest
semnal observatorul al doilea isi noteazd ora, pe care o
mai noteazd incd o datd atunci cind plutitorul depéaseste
linia DB.

S& presupunem ci diferenta de timp va fi egald cu 20 s.

Atunci viteza de curgere a apei din riu va fi egald cu:

0,5 mfs.

20

4

De obicei, aceastd masuritoare se repetd de vreo zece ori
aruncind plutitorul in diferite puncte de pe suprafata riu-
luil. Apoi se aduni cifrele obtinute si se imparte rezultatul
la numaérul de masuritori. Rezultatul obtinut va reprezenta
viteza medie a apei din stratul superior al riului.

1 1n loc si aruncim de zece ori acelasi plutitor, putem arunca din-
tr-o datd zece plutitoare, care si se afle la o oarecare distantd unul
de celdlalt.
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Straturile aflate la o adincime mai mare curg mai incet,
iar viteza medie a intregului torent va fi de aproximativ
4[5 din viteza stratului de la suprafati. In cazul nostru va
fi, prin urmare, de 0,4 m/s.

Putem determina viteza stratului de la suprafatd si prin-
tr-un alt procedeu, este adevirat, mai putin sigur.

Asezati-vd intr-o barcd i visliti 1 km (mé&surat pe mal)
impotriva cursului apei, apoi in sens invers, adicd in sensul
cursului apei, cdutind s visliti tot timpul cu aceeasi forta.

S& presupunem ci ati parcurs acesti 1 000 m impotriva
cursului apei in 18 min, iar in sensul lui doar in 6 min.
Insemnind viteza necunoscutd a apei cu z, iar viteza cu
care vi miscati, in apa stdtitoare, cu y, veti stabili propor-
tiile:

1 000 1 000

= 18, =6,
y—z y+ <z
de unde

1 000

yre=—g
_ g 1000

y s

2z = 110

r = 5b

Viteza apei la suprafatd este egald cu 55 m/min, prin

. . . 5
urmare, viteza medie va fi de E—m/s.

CE CANTITATE DE APA CURGE PRIN RiU

Intr-un fel sau altul, se poate calcula intotdeauna viteza
cu care curge apa unui riu. Mai dificila este partea a doua
a lucririlor pregititoare necesare pentru calcularea canti-
titii de apd care se scurge, si anume determinarea ariei
sectiunii transversale a albiei riului. Pentru a afla aceasti
arie, denumiti ,secfiunea vie“ a riului, trebuie s& desenati
aceastd sectiune. Operatia se efectueazd in modul urmétor:
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Primul procedeu. In locul in care ati determinat litimea
riului, infigeti de o parte si de alta a malului, chiar in apro-
pierea apei, cite un tarug. Apoi, agezati-vd cu un prieten
in barca si visliti de la un tirus la altul, avind grija s va
aflati tot timpul pe linia dreapta ce uneste tarusii. Un vislag
neexperimentat nu va face fatd unei astfel de sarcini, mai
ales intr-un riu ce curge repede. Prietenul dv. trebuie si
fie un vislag iscusit; in afard de aceasta, el trebuie si fie
ajutat de un al treilea participant la lucriri, care, stind
pe mal, urmireste ca barca sd nu se abatd de la directia
respectivid, si, cind este cazul, semnalizeazd vislasului in ce
parte trebuie si intoarcd barca. La prima traversare a riului
trebuie sd numadrati doar cite lovituri de visld au fost nece-
sare si apol sd afldm ce numir de lovituri de vislda depla-
seazd barca cu 5 sau 10 m. Efectuati apoi o a doua traver-
sare, de data aceasta luind o prdjind destul de lungi care
sd aibd diviziuni si dupd fiecare 5—10 m (md&surati dupd
numdirul de lovituri de visld) cufundati prdjina vertical
pe_fundul apei, insemnind adincimea riului in acel loc.

In felul acesta, este posibild determinarea sectiunii vii
a unui riu putin adinc si nu prea lat; pentru un riu lat §i
cu un debit mare de api sint necesare procedee mai compli-
cate; lucrarea va trebui si fie efectuatd de specialisti. Ama-
torul este nevoit sd se limiteze la probleme care pot fi rezol-
vate cu mijloace modeste de masurat.

Procedeul al doilea. In cazul unui riu ingust si nu prea
adinc va puteti lipsi si de barca.

Intre tdrusi duceti perpendicular pe cursul apei o sfoard
previzutd cu semne sau noduri la o distantd de 1 m, apoi,
cufundind rigla pind la fund in dreptul fiecdrui nod, masu-
rati adincimea albiei.

Dupéd ce toate misurdtorile au fost executate, schitati
inainte de toate, pe o coald de hirtie milimetricd sau pe o
foaie dintr-un caiet de aritmeticd, desenul corespunzitor
profilului transversal al riului. Veti obtine un desen asema-
nitor cu cel prezentat in figura 42. Aria acestei figuri este
foarte usor de calculat, deoarece ea se imparte intr-o serie
de trapeze (in care cunoasteti ambele baze si indltimea)
siin doud triunghiuri aflate la extremitéti, la care cunoasteti,
de asemenea, baza si indltimea. Dacid scara desenului este
1 : 100, rezultatul il obtineti direct in metri péatrati.
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Dispuneti, asadar, de toate datele necesare pentru calcu-
larea cantititii de apd care curge. Este clar cd prin sectiunea
vie a riului curge in fiecare secundd un volum de apa egal
cu volumul unei prisme a cirei bazi este tocmai aceasti
sectiune, iar indltimea o reprezinta viteza medie a apei pe

e, Uy,
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Fig. 42. , Sectiunea vie“ a riului.

secundd. Dacd, de exemplu, viteza medie a apei din riu este
egald cu 0,4 m/s, iar aria sectiunii vii sd presupunem ci
este de 3,5 m?, atunci prin aceastd sectiune curg in fiecare
secund &

3,5 X 0,4 = 1,4 m? de apai,

s-au tot atitea tone*.
Intr-o ord vor trece

1,4 x 3600 = 5 040 m3,
iar in 24 de ore
5040 x 24 = 120 960 m?3,

deci peste 100 000 m3. Si cind ne gindim, un riu cu o sectiune
vie de numai 3,5 m? est2 un riulet: poate avea, sd zicem,

* 1 m® de apd dulce cintireste 1 t (1 000 kg).
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3,5 m in li{ime si 1 m in adincime, si desi poate fi trecut
prin vad, ascunde totusi in sine o energie capabild sa se
transforme in electricitate atotputernicd. Ce cantitate de
apd curge pe zi intr-un riu ca Neva, prin a cirui sectiune vie
trec 3 300 m3 de api pe secundd! Acesta reprezintd ,debitul
mediu“ al apei din Neva in dreptul Leningradului. ,,Debitul
mediu“ al apei din Nipru in dreptul Kievului este egal cu
700 m3.

Tinerii cercetdtori §i viitorii constructori de hidrocen-
trale trebule si stabileascd ce presiune a apei permite
‘malurile, adicd ce diferentd de nivel a apei poate sa creeze
barajul. In vederea acestui scop se bat doi pari la o dis-
tantd de 5—10 m de malul riului, perpendicular pe cursul
apel. Apoi, migcindu-se pe aceastd linie, ei pun tarusi in
locurile unde sint schimbari de pantd mai caracteristice ale
malului (fig. 43). Cu ajutorul unor rigle gradate se mésoara
indltimea cu care un tirus ii depdgeste pe ceilalti si distan-
tele dintre ei. Dupd rezultatele masuritorilor se deseneaza
profilul malurilor in acelasi mod cum s-a desenat profilul
albiei riului.

Fig. 43. Determinarea profilului malurilor.

Dup4 profilul ‘malurilor se poate calcula ce nivel permit
ele.

S# presupunem ci nivelul apei poate fi ridicat cu ajutorul
barajului la o iniltime de 2,5 m. In acest caz, putem aprecia
puterea probabild a viitoarei hidrocentrale.
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In vederea acestui scop, energeticienii recomandi ca
1,4 (,,debitul“ pe secundi al riului) si fie inmultit cu 2,5
(indl{imea nivelului apei) si cu 6 (coeficient care depinde
de pierderile de energie in masini). Rezultatul se obtine
in kilowati. Astfel,

1,6 X 2,5 x 6 = 21 kW.

Intrucit nivelul riului, prin urmare si debitul lui, se
modificd in cursul anului, pentru calcul trebuie si aflim
acel debit care este specific pentru riu in cea mai mare
parte a anului.

ROATA HIDRAULICA

Problemi

O roatd cu palete se fixeazd aproape de fundul riului, in
asa fel incit sd se poat# invirti usor. In ce sens se va migca
roata, dacd cursul apei este indreptat de la dreapta la stinga
(fig. 44)?

==
_ lursul apei
‘,‘Pﬁ =

Fig. 44. In ce sens se_va invirti roata?
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Rezolvare

Roata se va invirti in sens invers sensului de migcare a
acelor de ceasornic. Viteza apei din straturile aflate la o
adincime mai mare este mai mic# decit viteza apei din stra-
turile situate mai la suprafatd, prin urmare, presiunea pe
paletele superioare va fi mai mare decit pe cele inferioare.

PELICULA IN CULORILE CURCUBEULUI

Privind suprafata unui riu in care se scurge apa de la o
uzind putem observa deseori, in apropierea acestei scurgeri,
jocuri frumoase de culori. Uleiul (de exemplu, cel de masin)
impreund cu apa de la uzind care se scurge in riu rdmin la
suprafatd, deoarece sint mai usoare si se intind intr-un strat
extrem de subfire. Oare am putea misura sau evalua, cel
putin aproximativ, grosimea unei astfel de pelicule?

Problema pare complicatd, insi rezolvarea ei nu este prea
dificild. Banuiti cd n-c sd ne apucim de o treabd atit de
lipsitd de succes ca méisurarea directd a grosimii acestei
pelicule. Vom afla grosimea peliculei pe cale indirectd, mai
pe scurt, o vom calcula.

Se ia o anumitd cantitate de ulei de masiné, de exemplu
20 g, si se toarnd in api ceva mai departe de mal (din barcd).
Cind uleiul a luat o form# mai mult sau mai putin circulari,
se misoard din ochi diametrul acestei pete. Cunoscind dia-
metrul, se poate afla suprafata. Deoarece se cunoaste volu-
mul uleiului luat (poate fi calculat cu wusurintd dupa
greutate), grosimea necunoscutd a peliculei va rezulta de la
sine. S& dam un exemplu.

Problem 1

Un gram de petrol intinzindu-se pe suprafata apei for-
meazd o patd cu un diametru de 30 cm!. Ce grosime are
pelicula de petrol de pe suprafata apei? Se stie cd 1 cm? de
petrol cintareste 0,8 g.

1 Cantitatea obisnuitd de petrol consumati pentru acoperirea bazi-

nelor de api in vederea distrugerii larvelor t{intarului care produce
malaria este de 400 kg/ha,
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Rezolvare

Vom gisi volumul peliculei, care este, evident, egal cu
volumul cantititii de petrol luate. Dacd 1 cm3, de petrol cin-

tireste 0,8 g, atunci pentru 1 g corespunde 51—8 =1,25 cm?,
sau 1 250 mm3. Suprafata unui cerc cu diametrul de 30 cm

sau 300 mm este egald cu 70 000 mm?2. Grosimea necunoscuti
a peliculei va fi egald cu volumul impartit la suprafata bazei:

1250
70 000

= 0,018 mm,

adicd mai putin de 1/50 mm. Masurarea directd a unei astfel
de grosimi este imposibild cu mijloace obisnuite.

Peliculele de ulei si de sdpun se intind in straturi si mai
subtiri, care pot atinge 0,0001 mm si chiar mai putin. ,0O
datd — povesteste fizicianul englez Ch. Boyce in cartea sa
Baloane de sipun — am efectuat intr-un iaz urméitoarea
experientd. Pe suprafata apei s-a turnat o lingurd de ulei
de masline. Dintr-o daté s-a format o patd mare, cu dia-
metrul de 20—30 m. Deoarece pata era de 1 000 de ori mai
mare in lungime si in 14time decit lingura grosimea stratului
de uleide pe suprafata apei trebuia si fiede circa 1 : 1 000 000
din grosimea stratului de ulei din lingurd sau, aproximativ,
0,000002 mm*.

CERCURI PE APA

Problemi

Ati urmirit, desigur, nu o dati cercurile care se formeazi
intr-o apd linistitd cind aruncdm o piatrd (fig. 45). Fard
indoiald cd nu v-a fost greu sd v& explicati acest fenomen
instructiv al naturii: perturbatia se rispindeste din punctul
initial in toate directiile cu aceeasi vitezd; de aceea, in
fiecare moment toate punctele perturbate trebuie si fie
situate la distante egale de locul aparitiei perturbatiei, adici
pe cerc.

Sd vedem, in continuare, ce se intimpld intr-o apd curgd-
toare. Oare valurile produse de o piatrd aruncatd in apa
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unui riu repede trebuie sd aibd, de asemenea, forma unui
cerc sad forma lor va fi alungiti?

La prima vedere s-ar putea crede ci intr-o api curg#toare
valurile circulare trebuie s& se alungeascd in partea in care
le antreneazé curentul: perturbatia se transmite mai repede

——
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Fig. 45. Cercurt pe opd.

pe cursul apei decit impotriva lui sau in directie laterals.
Din aceastd cauzid, pirtile perturbate ale suprafetei apei
ar trebui, dupd aparente, si se situeze pe o anumitd linie
curbd inchisa, care in orice caz nu poate fi un cerc.

In realitate lucrurile nu stau asa. Aruncind pietre in
riul cel mai repede, v3 puteti convinge cd valurile ob}inute
sint perfect circulare, absolut la fel ca si cele din apa stita-
toare. Din ce cauzi?

Rezolvare

S4 rationdm in modul urmitor. Dacd apa nu ar curge,
valurile ar fi circulare. Ce schimbare aduce curgerea lor?
Ea antreneazd fiecare punct al undei circulare in directia
indicatd de ségeti (fig. 46, stinga); totodatd, aceste puncte
se transportd cu o vitezd egald pe linii drepte paralele, adicg
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la distante egale. Dar ,transportul paralel“ nu modific
forma figurii. Intr-adevir, in urma unui astfel de transport
punctul 1 (fig. 46, dreapta) va ajunge in punctul 1’, iar
punctul 2 in punctul 2’ etc., patrulaterul 1, 2, 3, 4, va fi
inlocuit de patrulaterul 1'2’3’4’, egal cu el, dupa cum se
observid usor din paralelogramele care s-au format 1 2 2’ 1/,

’I

4'

Fig. 46. Cursul apel nu modificd forma calurilor.

233 2,344 3 ete. Luind pe cerc mai mult de patru
puncte vom obtine, de asemenea, poligoane egale; in sfirsit,
luind o infinitate de puncte, adici cercul intreg, vom obtine
prin transportul paralel un cerc egal.

Iatd de ce miscarea de translatie a apei nu modifici
forma valurilor, ele riminind circulare si in apa curgitoare.
Deosebirea consti doar in aceea cd la suprafata lacului
cercurile nu se deplaseazi (dacd facem abstractie de faptul
cd ele se propagd de la centrul lor fix) iar pe suprafata
riului cercurile se deplaseazd impreund cu centrul lor cu o
vitezd egald cu viteza apeil.

OBUZUL EXPLODAT

Problemi

S& ne ocupdm de o problemi care, aparent, nu are nici o
legdturd cu cea anterioard, dar in realitate, dupd cum vom
vedea, are o strinsd contingentd cu tema acesteia.

1 Esential in aceste rationamente este faptul ci miscarea de transla-
tie a apei se produce cu aceeasi vitezd pentru toate punctele undei
circulare apirute. Daca valurile provocate de o piatra aruncatd in
riu ar apirea insi in acea parte de pe suprafata apei unde vitezele de
translatie ale particulelor nu sint egale (de exemplu, in apropierea
malului atunci forma circulard a undelor nu se mai pastreazd. — Nota
red. ruse.
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Imaginati-vit un proieclil care zboara sus in aer. lald, a
inceput sid coboare si deodatd a explodat; schijele se ras-
pindesc in toate partile. Sd presupunem ca schijele au fost
azvirlite cu aceeasi fortd si zboara fard a intimpina vreo
rezistentd din partea aerului. Cum se vor distribui schijele
dupd o secunda de la explozie, daci in acest timp ele nu
ajung incd la pamint?

Rezolvare

Problema se aseaménd cu cea referitoare la cercurile de
pe -apd. Si aici se pare cd schijele trebuie si se ageze dupd
o anumitd traiectorie, alungitd in jos, in directia cdderii
deoarece schijele azvirlite in sus zboard mai incet decit cele
azvirlite in jos. Totusi, nu va fi greu si demonstrim ci
schijele proiectilului nostru imaginar trebuie si se aseze
pe suprafata unei sfere. S4 presupunem ca nu existd gravi-
tatie; se intelege cd in acest caz toate schijele vor ajunge
intr-o secundi la o distanti absolut egald de locul exploziei,
adicd se vor situa pe suprafata unei sfere. Si introducem
acum in actiune forta gravitatiei. Sub influenta acesteia
schijele trebuie sd coboare; dar noi stim cd toate corpurile
cad cu aceeagi vitezd! si, prin urmare, schijele trebuie si
coboare intr-o secundd cu o distantd egald, pe linii drepte
paralele. O astfel de translatie, dupd cum am v&zut, nu
modificd forma figurii, sfera rdminind tot sferi.

Asadar, schijele fantasticului nostru proiectil trebuie
sd formeze o sferd care, parcd umflindu-se, sc lasd in jos cu
viteza unui corp in ciidere liberd.

VALURILE PRODUSE DE UN VAS

Si ne intoarcem la riu. Stind pe un pod, observati urma
pe care o lasdi un vas ce inainteazd cu vitezi. Vetl vedea
cum de la prord pleacd, sub un unghi oarecare, douid creste
de spumai.

De unde apar ele? $i de ce unghiul dintre ele este cu atit
mai ascutit cu cit vasul inainteazd mai repede?

! Diferenfele sint conditionate de rezistenia aerului, de care am
facut abstractie in problema noastra.
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Pentru a ne explica cauza aparitiei acestor creste, si ne
intoarcem incd o datd la cercurile divergente care apar pe
suprafata apei datoritd pietricelelor aruncate in eca.

Aruncind in apd mai multe pietricele una dupa alta, la
acelasi interval de timp, vom putea observa pe suprafata
apeicercuri de diferite marimi; cu cit pictricica este aruncatd
mai tirziu, cu atit mai mic este cercul rezultat. Daca vom
arunca pietricelele de-a lungul unei linii drepte, atunci
cercurile provocate de ele vor da nastere unui val asema-
nitor aceluia de la prora cordbiei. Cu cit pietricele
vor fi mai mici si le vom arunca mai des, cu atit aseménarea
va fi mai evidentd. Cufundind in ap& o prdjini si trigind-o
apoi la suprafatd, parcd ati inlocui, cdderea discontinud a
pietricelelor cu o altd ciddere, continud, si atunci vom vedea
un val exact cu cel care apare la prora cordbiei.

Acestui tablou sugestiv rdmine sd-i mai addugdm citeva
aminunte pentru a-1 face pe deplin clar. Tdind apa, prora
cordbiei da nastere in fiecare moment unui val aseménétor
valului format datoritd pietrei aruncate in api. Cercul se
liteste in toate pdrtile, insd in acest timp vasul inainteazd
si dd nagtere celuil de-al doilea val circular, dupd care ur-
meazd imediat cel de-al treilea etc. Formarea intrerupti a
cercurilor provocate de pietricele este inlocuitd de aparitia
neintreruptd a cercurilor provocate de vas, de unde rezulti
si tabloul reprezentat in figura 47. Intilnindu-se intre ele,
crestele valurilor invecinate se sparg unele de celelalte;

Fig. 47. Cum se formeazd unda longitudinald.

rimin neatinse numai cele doud sectoare nu prea intinse ale
circumferintei totale, care formeazd pértile lor exterioare.
Aceste sectoare exterioare contopindu-se, formeazd doud
creste compacte, tangente exterinare la toate valurile
circulare (fig. 47, dreapta).
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Astfel se explicd formarea crestelor de pe apd care se vid
in urma vasului i, in genere, in urma oricdrui corp care
inainteazd pe suprafata apeil cu o vitezi suficient de mare.

De aici, reiese clar ca fenomenul descris este posibil numai
atunci cind corpul se miscd mai repede decit valurile apei.
Dacd vom trage prdjina incet prin apd n-o si vedem nici
un fel de creste: valurile circulare se vor situa unul in in-
teriorul celuilalt si nu vom putea trasa o tangentd comun
la ele.

Crestele divergente pot fi observate g1 in cazul cind corpul
std pe loc, iar apa curge pe lingd el. Dacé cursul riului este
suficient de repede, atunci asemenea creste se formeazi
in apa ce inconjurd fundatiile podurilor. Forma valurilor
obtinutd aici este mai precisd decit cea rezultatd de exemplu,
de la un vas, deoarece formarea lor nu este tulburati, de
migcarea elicei.

Dupd ce am ldmurit aspectul geometric al situatiei, sd
incercdm rezolvarea urméitoarei probleme.

Problemi

De ce anume depinde unghiul de deschidere dintre cele
doud laturi ale undei produse de un vapor?

Rezolvare

Din centrul undelor circulare sd ducem raze la sectoarele
corespunzitoare de pe creasta liniard, adicd in punctele de
pe tangenta comund (fig. 47, dreapta). Este usor de inteles
cd O0,B este drumul parcurs intr-un anumit timp de prora
cordbiei, iar 0,4, este distanta pe care se propagi in acelasi

timp perturbatia apei. Raportul%l este sinusul unghiu-
1

lui 0,BA,, dar in acelasi timp si raportul dintre viteza
coribiei §i a perturbatiei. Prin urmare, unghiul B dintre
crestele undei produse de vas este tocmai de doud ori un-
ghiul al cirui sinus este egal cu raportul dintre viteza mis-
cdrii valurilor circulare gi viteza navei.

Viteza de propagare a valurilor circulare in apa aproape
cd nu depinde de migcarca vasului care le-a produs; din
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aceastd cauzi, unghiul de deschidere a laturilor conului for-
mat de undi depinde in esentd, de viteza cordbiei: sinusul
unghiului pe jumitate este invers proportional cu aceastd
vitezd. Si reciproc, dupd mirimea unghiului putem aprecia
de cite ori viteza vaporului este mai mare decit viteza valu-
rilor. Daci, de exemplu, unghiul dintre laturile undei
frontale este de 30°, ca la majoritatea navelor maritime
pentru transportul mérfurilor si pasagerilor, atunci sinusul
unghiului pe jumitate (sin 15°) este egal cu 0,26; aceasta
inseamnd cd viteza vaporului este mai mare decit viteza
valurilor de 1/0,26 ori, adici aproximativ de patru ori.

VITEZA OBUZELOR DE TUN

Problemi

Unde aseminidtoare celor examinate mai sus iau nastere
in aer, in urma unui glonte sau proiectil de artilerie.

Fig. 48. Unda balis-
ticd pe care o for-
meazd un prolectil
in zbor.

Existd diferite procedee pentru fotografierea proiectilului
in zbor; in figura 48 sint reprezentate doud asemenea ima-
gini ale unor proiectile ce zboari cu o vitezd diferitd. In
figurd se vede clar ,unda balistici frontald“, cum este numita
in acest caz. Provenienta ei este aseméndtoare cu cea a valu-
lui produs de vapor. Si aici se pot folosi aceleasi raporturi
geometrice, si anume: sinusul jumatitii unghiului de des-
chidere a undei balistice este egal cu raportul dintre viteza
de propagare in aer a perturbatiei si viteza de zbor a proiec-
tilului. Ins#, perturbatiile in mediul aerian se transmit cu
o vitezd apropiati de viteza sunetului, adicd 330 m/s.
Din aceastd cauzi este ugsor si stabilim cu aproximatie viteza
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unui prolectil, dacid avem o fotografie care-l reprezinti
zburind. Cum vom proceda pentru a realiza aceasta, pentru
cele doud imagini anexate aici?

Rezolvare

Sd misurdm unghiul de deschidere a laturilor undei
balistice din figura 48. In primul caz, este de circa 89°,
1ar in al doilea de aproximativ 55°. Juméitatea lor va fi
40° 51 2714°. Sin 40° = 0,64%, sin 27/,° = 0,46. Prin urmare,
viteza de propagare a undelor in aer, adicd 330 m/s repre-
zintd in primul caz 0,64 din viteza de zbor a proiectilului,
iar in cel de-al doilea 0,46. De aici deducem ci viteza pri-

. . . < 330
mului proiectil este egald cu 5

= 520 m/s, iar viteza
64

celuilalt cu.j':jo_ = 720 m/s.

)t

Vedem ci rationamente geometrice destul de simple, cu
un oarecare sprijin din partea fizicii, ne-au ajutat sa rezol-
vdm o problem# ce péirea la prima vedere extrem de com-
plicatd: s3 stabilim cu ajutorul cligeelor viteza unui proiec-
til in zbor in momentul fotografierii lui. (Acest calcul este
aproximativ, deoarece nu se iau in consideratie unele im-
prejurdri secundare.)

Problem3i

Pentru cei ce doresc si efectueze in mod independent un
asemenea calcul cu privire la viteza ghiulelelor, se dau trei
fotografii care reprezintd obuze ce zboard cu viteze diferite
(fig. 49).

Fig. 49. Cum se calculeazd viteza proiectilelor aflate in zbor?



ADINCIMEA 1AZULUI

Cercurile de pe ap& ne-au abitut pentru un timp in do-
meniyl artileriei. S& ne intoarcem din nou la riu si sd ana-
lizim o problema hindusi privitoare la o floare de lotus.

Vechii hindusi obignuiau sd-si exprime in versuri pro-
blemele si regulile. Iatd una din aceste probleme:

Problemi

Deasupra unui lac linistit,

Se inaltd o floare de lotus, mare de o jumitate de picior
Ea creste stingheri. Si o rafali de vint

A dus-o in alti parte...

Un pescar a gésit-o intr-o primdvara timpurie

La o distantd de doud picioare de locul unde crestea.
Asadar, vd voi pune o intrebare:

Cit este de adincd aici

Apa din lac? -

Rezolvare

S4 notdm cu z (fig. 50) adincimea necunoscutd CD a
helesteului. Atunci, dupd teorema lui Pitagora, vom avea:

BD? — z?2 = BC(C?,
adica '
AP e o
‘x + 2’ x 22,
de unde

z2+x+%—x2=4,x=3

4
oo < < 3 ..
Adincimea necunoscutd este egala cu BZplcloare.

Pe malul unui riu sau al unui helesteu nu prea adine, veti
gisi intotdeauna o plantd acvaticd care vd va furniza ma-
terialul concret pentru o asemenea problema si veti putea
calcula adincimea bazinului in acest loc, fird a avea nevoie
de vreun instrument i chiar fird a vd uda pe miini.
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Fig. 50. Problema hindusd privitoare la floarea de lotus-

CERUL INSTELAT OGLINDIT iN RiU

Rtul §i in timpul noptii ii oferd geometrului probleme.

& amintiti cuvintele lui Gogol referitoare la Nipru: ,Ste-
lele lucesc si lumineazd lumea §i toate cite sint se oglin-
desc in Nipru. Pe toate le §ine Niprul la negru-i sin si nu
se intimpla s&-i scape vreuna, afari numai dacd pe cer se
stinge®“.

Intr-adevir, cind te afli pe malul unui riu mai lat, ti
se pare cd in oglinda apei se reflectd intreaga boltd instelati.

Oare aga stau lucrurile in realitate? Oare toate stelele
se oglindesc in riu?

S4 facem urméitorul desen (fig. 51) Fie 4 ochiul obser-
vatorului ce se afld pe malul abrupt al riului, M N suprafata
apei. Ge portiune a cerului instelat poate si vadd in oglinda
rfului un observator care se afli in punctul A?

Pentru a rdspunde la aceastd intrebare, si ducem din punc-
tul A perpendiculara AD pe dreapta MN si s-0 prelungim
pind in punctul A’ astfel incit si avem AD = A’D. Daci
ochiul observatorului s-ar afla in punctul A’, el ar putea
8d vadd numai acea portiune de cer instelat care se afli in
interiorul unghiului BA’C. Observatorul care priveste din
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punctul A are exact acelasi cimp vizual. Stelele ce se afl3
in afara acestui unghi nu sint vizibile pentru observator;
razele lor reflectate ii trec pe lingd ochi.

Cum ne convingem de acest fapt? Cum demonstrim ci
steaua S, de exemplu, care se afli in afara unghiului BA'C,
nu este vizutd de observatorul nostru in oglinda riului?

Sd urméirim raza care vine
de la ea sicade in apropiere
de mal, in punctul M ;ea se
va reflectd, conform legilor
fizieii dupd o directie care
face cu normala MP la su-
prafata apei un unghi egal
cu unghiul de incidentd
SMP si, prin urmare este
mai mic decit unghiul PM 4
(aceasta se poate demonstra
cu usurintd bazindu-ne pe
egalitatea  triunghiurilor
ADM si A'DM); asadar,
raza reflectatd trebuie si
treac# aldturi de punctul A. Fig. 561. Ce portiune a cerului instelat
Cu atit mai mult razele poate fi vazutd in oglinda riului.
stelei S care se reflectd in
puncte situate mai departe decit punctul M nu vor intra
in cimpul vizual al observatorului.

Prin urmare, descrierea lui Gogol este exagerati: in Nipru
nu se poate reflecta intreaga boltd cereascd.

DRUMUL PESTE RiU

Problemi

Intre punctele A si B se afli un riu (sau canal) cu maluri
aproximativ paralele (fig. 52). Trebuie si construim peste
riu un pod care sd formeze un unghi drept cu malurile sale.
Care este locul unde trebuie plasat podul, in aga fel incit
distanta de la A la B si fie minima?
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Rezolvare

"Ducind prin punctul 4 (fig. 53) o dreaptd perpendiculari
pe directia riului §i méisurind din 4 un segment AC egal cu
litimea riului, unim punctele C i B. Trebuie sd contruim
podul in punctul D, pentru ca drumul de la A la B si fie
cel mai scurt.

Fig. 52. Unde sd construim podul Fig. 63. Locul de constructic a
care sd formeze un unghi drept cu podului a fost ales

malurile riului, in asa fel ca

drumul dela A4 la B sd fie cel

inat scurt.

Intr-adevir, construind podul DE (fig. 54) si unind E
cu A vom obtine drumul AEDB, unde AE este paraleld
la CD (AEDC este un paralelogram, deoarece laturile lui
opuse AC si ED sint egale si paralele). Din aceastd cauzi,
drumul AEDB este egal ca lungime cu drumul ACB. Este
usor de demonstrat cd orice alt drum va fi mai lung decit
acesta. S3 presupunem ci un drum oarecare A MN B (fig. 55)
ar fi mai scurt decit AEDB, deci, mai scurt decit ACB.
Unind punctul'C cu N vedem cd CN = AM. Prin urmare,
drumul AMNB = ACNB. Insd CNB este evident mai mare
decit CB; asadar, ACNB este mai mare decit ACB, de unde
rezultd ci este mai mare si decit AEDB. In felul acesta,
drumul A MNB s-a dovedit a fi nu mai scurt, ci mai lung
decit drumul AEDB.

Acest rationament poate fi aplicat la orice pozitie a po-
dului ce nu coincide cu ED; cu alte cuvinte, drumul AEDR
este intr-adevir drumul cel mai scurt,
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§A CONSTRUIM DOUA PODURI

Problemi

S-ar putea si ne aflim in fata unui caz mai complicat, §1
anume cind trebuie sd gisim drumul cel mai scurt dintre
punctele A si B peste un riu pe care trebuie sé-1 traversim

Fig. 54. Podul a fost construit. Fig. 5§6. Drumul AEDB este in-
tr-adevdr cel mai scurt.

de doui ori sub unghiuri drepte la malurile sale (fig. 56).

In ce locuri de pe riu va trebui si construim podurile in
acest caz?

Rezolvare

Ducem din punctul 4 (fig. 56, dreapta) un segment AC
egal cu litimea riului in portiunea I §i perpendicular pe
malurile lui. Din punctul B sa ducem un segment BD, egal

e
e

e =
R —— s - =

Fig. 56. S-au construit doud poduri.



éu l3timea riului in porfiunea 17 gi care si fie perpendicular,
de asemenea, pe malurile lui. Punctele C si D le unim cu
o linie dreapti. In punctul E se va construi podul EF, iar
in punctul G, podul GH. Drumul AFEGHB este drumul
cdutat; el este cel mai scurt drum de la 4 la B.

Cititorul va intelege singur cum trebuie si demonstreze
aceasta, dacd va rationa in acest caz, ara dupd cum am
rationat in problema anterioara.



Capitolul 1

GEOMETRIA IN CIMP LIBER

DIMENSIUNILE VIZIBILE ALE LUNII

Ce mirime vi se pare cd are pe cer Luna plini? La aceastd
intrebare vom primi de la fiecare un alt rispuns.

Luna e mare ,cit o farfurie“, ,cit un méar“, ,cit un cap de
om“ si aga mai departe — aprecieri extrem de neprecise,
de vagi, care nu dovedesc decit c# aceia care au rdspuns nu
pricep in ce constd, in fond, intrebarea ce li s-a pus.

Un rdspuns exact la o intrebare, s-ar parea, atit de obig-
nuitd poate s dea doar acela care isi dd limpede seama ce
anume trebuie sid intelegem prin mairimea ,aparentd“ a
obiectului. Sint putini aceia care binuiesc ci aci este vorba
de mirimea unui anumit unghi, gi anume, a acelui unghi
pe care-1 formeazd doud linii drepte duse la ochiul nostru
de la punctele situate la extremititile obiectului examinat;
acest unghi se numegte ,,unghi vizual“ sau ,,mirimea unghiu-
lard a obiectului®“ (fig. 57). De aceea, cind méirimea Lunii
pe cer este apreciatd in comparatie cu dimensiunile unei
farfurii, sau ale unui méir, asemenea rdspunsuri ori nu au
nici un sens, ori trebuie sd insemne cd Luna se vede pe cer
sub acelagi unghi vizual ca o farfurie sau un méir. Dar, o
asemenea indicatie, ea singurd, nu este de ajuns: o farfurie
sau un mir, le vedem sub diferite unghiuri, in functie de
distanta care le desparte de noi: in apropiere le vedem sub
unghiuri mai mari, in depértare sub unghiuri mai mici.
Pentru ca rispunsul sd nu fie imprecis, trebuie si aritim de
la ce distan{d privim farfuria sau mirul.

Compararea dintre dimensiunile unor obiecte indepirtate
i dimensiunile altora, despre care nu se spune la ce distan{i
se afld, este un procedeu literar foarte obignuit, pe care
l-au folosit si mari scriitori. El produce, e drept, o anumita
impresie, datoritd apropierii sale de psihologia obisnuitd a
majoritdtii oamenilor, dar nu d& nagtere la o imagine clari.
Jatd un exemplu din Regele Lear de Shakespeare. E vorba
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de un fragment in care Edgard descrie panorama ce se

deschide inaintea ochilor de pe coasta inaltd a tarmului
mérii:

I'e-apucia spaima cind privesti in jos;
Sub noi e-un stol de ciori, ce par de-aici,
Un norisor de gize; colo-atirni,

La jumiatatea hidului de stinci,

Cit capul lui, un om care culege
Mirar-de-mare — cruntid meserie!
Pescarii care umbli-acum pe plaja

Par niste soricei, si mai departe,

Un bastiment la ancord-i mai mic
Decit o barcd-n ceatd, o pérere...

Iar barcile nici cd se mai zdresc...

Aceste comparatii ne-ar da o reprezentare precisé cu pri-
vire la distantd, dacd ar fi insotite de unele indicatii refe-
ritoare la gradul de depirtare al obiectelor comparate (muste,
capul omului, goareci, birei...). La fel, si in comparatia
care se face intre Lund si farfurie sau mar, sint necesare
indicatii privitoare la distanta la care trebuie sd se afle
aceste obiecte obignuite fatd de ochiul observatorului.

Si distanta aceasta se dovedeste mult mai mare decit se
crede de obicei. Tinind in mina intinsd un mdir, acoperi cu

Fig. §7. Ce este unghiul vizual,



el nu numai Luna, dar si o mare porfiune din cer. Atirnati
mirul de capitul unui fir de atd s1 depdrtati-vd treptat
de el, pind cind va acoperi exact discul Lunii pline; in
aceastd pozitie marul si Luna vor avea pentru dv. aceeasi
mérime vizibild. Misurind distanta de la ochiul dv. pin&
la mir, v# veti convinge ci ea este egali aproximativ cu
10 m. Iatd cit de departe trebuie si atirndm marul, pentru
ca el s pard, intr-adevir, de aceeasi mirime cu Luna de
pe cer! lar farfuria ar fi trebuit s-o depirtim cam la o
distantd de 30 m, adicid la 50 de pasi.

Aceste afirmatil pot s pard neverosimile oricui aude asa
ceva pentru prima dati, si totusi este vorba de realitdti
incontestabile, care rezultd din faptul ¢i noi vedem Luna
sub un unghi vizual nu mai mare decit aproximativ jumi-
tate de gradl. In viata de toate zilele aproape niciodati
n-avem prilejul sd apreciem unghiuri, de aceea majoritatea
oamenilor au o idee extrem de vagd despre méirimea unui
unghi de un mic numdir de grade — de pildd, un unghi de
1°, 2° sau 5° (nu m4 refer la geodezisti, desenatori tehnici si
alti specialisti care in practica lor mésoard in mod obignuit
unghiuri). Noi apreciem mai mult sau mai putin real numai
unghiurile mai mari, mai ales daci ne vine in gind si le
compardm cu unghiurile cunoscute dintre acele ceasornicului;
cdci tuturor le sint binecunoscute, desigur, unghiurile de
90°, 60°, 30°, 120°, 150°, pe care pind intr-atit ne-am obis-
nuit s le vedem pe cadranul ceasului (la ora 3, 2, la 1, la
4, la 5), incit chiar fird sd deosebim cifrele, ghicim timpul
dupd mirimea unghiulard dintre ace. Obiectele méarunte si
izolate le vedem, de obicei, sub un unghi mult mai miec si
din aceastd cauzd nu stim si apreciem, fie chiar aproximativ,
unghiurile vizuale.

UNGHIUL VIZUAL

Ca sd vedem dintr-un exemplu concret ce inseamnd un
unghi de 1°, si calculim la ce distanti trebuie si se depér-
teze de noi un om de staturd mijlocie (1,7 m), pentru ca si

! In realitate, diametrul aparent al Lunii, sau unghiul vizual sub
care o observam nu sint constante. Luna miscindu-se pe orbita sa,
distanta dintre ea si Pamint variazd intre 354 000 si 406 000 km.
Prin urmare, unghiul vizual se schimbd si el, fiind cuprins intre 33740""
si 29'24"" — Nota red. ruse,
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ne apard sub un astfel de unghi. Traducind aceastd problem3
in limbaj geometric, trebuie sd calculdm raza unui cerc,
al c#irui arc de 1° are o lungime de 1,7 m (la drept vorbind,
aceasta nu este lungimea arcului ci a coardei, dar pentru
unghiurile mici diferenta dintre lungimile arcului §i coar-
de1 este neinsemnatd). Vom judeca precum urmeazi: daci
arcul de 1° este egal cu 1,7, atunci cercul care are 360°,
va avea o lungime de 1,7 X 360 = 610 m; raza este de 2=«
ori mai micd decit lungimea cercului si dacd vom lua pentru

.22 . . o
numirul = aprox1mat1v7, atuncl raza va fi egald cu:

610:“74z98m

Asadar, vedem un om sub un unghi de 1° daci el se afld
la o distantd de noi egald cu aproximativ 100 m (fig. 58).
Dacd el se va indepirta la o distantd de doud ori mai
mare, adicd la 200 m, el se va vedea sub un unghi de jumé&-
tate de grad; daci se va apropia la o distantd de 50 m, un-
ghiul vizual va creste pind la 2° etc.

De asemenea, nu este greu si calculim cd o prdjind lunga
de 1 m trebuie sd ne apard sub un unghi de 1° la o distantd
de 360 :%z 57 m. Cam sub acelasi unghi vedem 1 cm

2l IR

EIE
Fuig. 58. O siluetd omeneascd se vede la o distantd de 100 m sub un
unghi de 1°,




de la o distantd de 57 cm, 1 km de la distanta de 57 km ete.
si, in general, orice obiect de la o distantd de 57 de
ori mai mare decit diametrul sdu. Dacd vom memora acest
numir 57, vom putea face intr-un mod simplu gi rapid
toate calculele necesare cu privire la méirimea unghiulard
a obiectelor. De exemplu, dacd dorim si stabilim cit de
departe trebuie si agezim un mir care are un diametru
de 9 cm pentru a-1 vedea sub un unghi de 1°, va fi suficient
sd inmultim 9 cu 57 si obtinem 513 cm sau aproximativ
5 m; de la o distantd de doud ori mai mare, el se vede sub
un unghi de doud ori mai mic, adicd de jumitate de grad,
deci, pare cam de mdirimea Lunii.

In acelasi mod, vom putea calcula distanta la care trebuie
s se afle orice obiect pentru a pédrea de aceeagi mirime cu
discul Lunii.

FARFURIA §1 LUNA

Problemi

La ce distantd trebuie sd dep#rtdm de noi o farfurie cu
diametrul de 25 cm pentru ca ea sd pard de aceeagl mérime
cu Luna, asa cum o vedem pe cer?

Rezolvare

26 X b7 X 2 ~28 m

LUNA §S1 MONEDELE DE ARAMA

Problemi

Efectuati acelagi calcul pentru o monedd de 1 leu (dia-
metrul de 25 mm) si pentru alta de 25 bani (22 mm).

Rezolvare




Dacd vi se pare de necrezut faptul c¢i ochiul vede Luna
nu mai mare decit o monedd de 25 bani privitd de la o
distantd de patru pasi, sau decit capdtul unui creion obis-
nuit de la o distantd de 80 cm, tineti creionul in mina
intinsd in fata discului Lunii pline: o va acoperi in intre-
gime. Si oricit de ciudat ne-ar parea, obiectul cel mai potri-
vit de comparatie pentru Lund, in sensul dimensiunilor
aparente, nu este nici farfuria, nici mérul si nici vigina, ci
un bob de mazire sau si mai bine, ,,gdmailia“ unui chibrit!
Comparatia cu o farfurie sau un mir presupune indepértarea
lor la o distantd neobisnuit de mare; mirul pe care-l tinem
in mind sau farfuria de pe masé le vedem de 10—20 de ori
mai mari decit discul Lunii. $i numai ,,gdmailia unui chi-
brit“, pe care o privim de la o distantid de 25 em de ochi
(,distanta vederii clare“), o vedem intr-adevir sub un unghi
de jumitate de grad, adici de aceeasi mérime cu Luna.

Faptul cd majoritatea oamenilor se ingald cu privire la
mirimea aparentd a discului Lunii, pe care o cred de 10—20
de ori mai mare decit este in realitate, este una din cele mai
interesante iluzii optice. Ea se datoreste, probabil, mai mult
strdlucirii Lunii: pe fondul cerului intunecat Luna plind
iese in evidentd mult mai puternic decit, in mediul incon-
jurdtor, farfuriile, merele, monedele si alte obiecte de com-
paratiel.

Aceastd iluzie este atit de greu de evitat i se impune
simturilor noastre cu atita fortd, incit chiar pictorii care se
deosebesc printr-un ochi foarte sigur, se lasd furati de ea,
ca §i ceilalti oameni si infitigeazd Luna plind in tablourile
lor mult mai mare decit ar trebui. Pentru a ne convinge
de accasta, este deajuns sd comparim un peisaj pictat de
un pictor cu altul fotografiat.

Cele spuse mai sus se referd si la Soare, pe care-1 vedem
de pe Pimint aproximativ sub acelasi unghi, de jumitate
de grad: desi diametrul real al globului solar este de 400 de
ori mai mare decit diametrul Lunii insd depdrtarea la
care se afla de Padmint este si ea mai mare de 400 de ori2.

1 Din aceeasi cauzdi, filamentul incandescent al unui bec electric
ne pare mult mai gros decit in stare rece, cind nu lumineazi.

? La distanta medie de la Pamint la Soare, diametrul unghiular
al Soarelui este de aproximativ 32" — Nota red. ruse.
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FOTOGRAFII DE SENZATIE

Pentru a limuri mai bine notiunea atit de importanti
de unghi vizual, si ne abatem putin de fa tema noastra di-
rectd — geometrie in cimp liber — si s3 citdm citeva exem-
ple din domeniul fotografiei.

Desigur ci ati vizut pe ecranul cinematografului scene
reprezentind catastrofe — de pildd, ciocnirea dintre doud
trenuri — sau asemenea imagini neverosimile ca automobilul
care merge pe fundul marii.

Amintiti-v filmul Coptii cipttanulut Grant. Ce impresie
puternicd — nu este agsa? — produce scena scufunddrii co-
ribiei in timpul furtunii sau priveligtea crocodililor ce l-au
inconjurat pe baiatul ritdcit in mlastinid. Desigur cd nimeni
nu crede ci astfel de fotografii au fost luate direct dupa na-
turd. Dar cu ajutorul cirui procedeu au fost obtinute?

Secretul ni se dezviluie in desenele aliturate. In figura 59
vedeti ,catastrofa“ unui tren-jucirie intr-un decor tot de
jucdrie, iar in figura 60 se vede un automobil-jucédrie, tras
cu o ad in spatele unui acvariu. Aceasta este ,natura“ dupi
care a fost filmat& pelicula cinematografici. De ce oare
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Fig. 59, Cum se filmeazd o catastrofa de cale feratd,
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vizind aceste scene pe ecran, avem iluzia ci in fata noastra
se afld un tren sau un automobil adevirat? Ciciaici, in ilus-
tratii, am observa imediat dimensiunile lor miniaturale,
chiardaci nu le-am putea compara cu mirimea altor obiecte.
Cauza este extrem de simpld: trenul §i automobilul-jucirie
au fost filmate pentru ecran de la o distantd extrem de mica;
din aceastd cauzi ele apar spectatorului aproximativ sub
acelasi unghi vizual sub care vedem, de obicei, automobilele
sivagoanele adevirate. In aceasta constd tot secretul iluziei.

Tatd si o scend din filmul Ruslan gt Ludmila (fig. 61).
Un cap gigantic crescut parcd din pdmint, i Ruslan, mult
mai mic, pe cal. Capul se afld agezat pe un cimp machetd
in apropierea aparatului de filmat, iar Ruslan cilare, la o
distanti apreciabild. In aceasta constd tot secretul iluziei.

Figura 62 reprezintd un alt model de iluzie, bazat pe ace-
lagi principiu. Vedeti aici un peisaj ciudat, ce amintegte
natura din cele mai
vechi epoci geologice:
arbori ciudati, ase-
ménitori cu ferigi gi-
gantice, iar pe el uri-
age picdturide apa si,
in prim-plan un mons-
tru uriag, care are insi
0 oarecare asemdinare
cu o ginganie inofen-
sivi — ciinele-babei.
Cu tot aspectul siu
neobignuit desenul a
fost executat dupi na-
turd: ceea ce se vede
nu este nimic altceva
decit un foarte mic
crimpei din solul unei
péduri, desenat insi
sub un unghi vizual
neobignuit. Niciodatd
nu vedem tulpinitele
ferigilor, picdturile de
apd, insectele etc.
sub un unghi vizual . ‘
atit d? mare, §i din Fig. 62. Un peisaj enigmatic reprodus dupd
aceastd cauzd, desenul naturd.




ne pare atit de striinsinecunoscut. In fata noastra se afli
un peisaj pe care l-am vedea asa numai daci ne-am micsora
pind la dimensiunile unei furnici.

In acelagi mod procedeazi si escrocii din redactiile anu-
mitor- ziare burgheze pentru confectionarea unor ,foto-re-
portaje“ false. Intr-un ziar din striinitate a apirut o dati

o notd continind reproguri la adresa administratiei oragului,
care lasd ca pe strizi si se adune munti urias1 de zdpadi.
Pentru incredintare era publicatd si fotografia unuia din
acesti munti, care ficea o impresie impundtoare (fig. 63,
stinga). La o cercetare ficutd mai indeaproape s-a constatat
cd pentru aceastd fotografie slujise drept model o movilitd de
zdpadd, fotografiatd de gsugubatul reporter de la o distantd
extrem de micd, adicd sub un unghi vizual neobisnuit de
mare (fig. 63, dreapta).

#Altd datd, acelasi ziar a reprodus fotografia unei mari cra-
paturi — o adeviratd vigiund — intr-o stincd din impreju-
rimile orasului; ea constituia, dupd cum afirma ziarul, in-
trarea intr-o subterand intinsd, unde a dispdrut fari urma
un grup de turigti imprudenti, care cutezaserd si pitrunda
in grotd. Detagamentul de voluntari care a fost trimis,
echipat ca pentru o expeditie riscantd, in ciutarea celor rati-
citi, a descoperit insd... cd ,vigduna“ fusese fotografiatd
dupa o fisurd abia vizibil4, latd doar de 1 cm, dintr-un perete
inghetat!
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GONIOMETRUL VIU

Nu este prea greu si confectiondm singuri un instrument
simplu pentru misurarea unghiurilor, mai ales dacd vom
folosi raportorul. Dar nici goniometrul confectionat de noi
nu-l putem avea totdeauna la indemind, in timpul unei
plimbéri in afara orasului. In asemenea cazuri ne putem
sluji de ,goniometrul viu“, pe care-1 avem intotdeauna la
noi. Este vorba de propriile noastre degete. Pentru a le folosi
in evaluarea aproximativd a unghiurilor vizuale, trebuie
doar si efectuiim in prealabil citeva calcule si méasurdtori.

In primul rind, trebuie si stabilim sub ce unghi vizual
vedem unghia degetului ardtdtor al miinii noastre intinse
inainte. Lidtimea obisnuitd a unghiei este de 1 cm, iar dis-
tanta ei de la ochi este, in aceastd pozitie, de circa 60 cm.
Din aceastd cauzi, o vedem sub un unghi de aproximativ 1°
(ceva mai putin, pentru ¢i unghiul de 1° ar corespunde unei
distante de 57 cm). La adolescenti unghia este mai mica,
dar si mina este mai scurtd, aga ¢ unghiul vizual pentru ei
este aproximativ acelasi, adicd tot de 1°. Cel mai bine va fi
dacd cititorul nu se va baza pe datele din carte si va efectua
pentru sine misurédtoarea si calculul corespunzitor, pentru a
se convinge dacd rezultatul nu se abate prea mult de 1°.
Daci diferenta este prea mare, trebuie si incercdm alt deget.

Cunoscind aceste date, dispuneti de un procedeu de apre-
ciere a unghiurilor vizuale mici, pur si simplu cu miinile
goale. Orice obiect depdrtat care este acoperit exact de
unghia degetului ardtitor al miinii intinse este -vdzut de
dv. sub un unghi de 1° si, prin urmare, se afld la o distanta
de 57 ori mai mare decit diametrul siu. Dacd unghia acopera
jumitate din acest obiect, inseamni ¢4 marimea lui unghiu-
lard este de 2°, iar distanta este egald cu 28 de diametri.

Luna plind acoperd doar jumé#tate din unghie, adica este
vazutd sub un unghi de jumitate de grad si, prin urmare,
se afld la o departare de noi egald cu 114 diametri ai sdi;
iatd o misuritoare astronomicd pretioasd, executati... cu
miinile goale!

Pentru unghiurile mai mari folositi falanga ce cuprinde
unghia degetului dv. mare, tinindu-1 indoit, cind mina este
intinsd. La un om adult lungimea (atentie: lungimea, nu
latimea) acestei falange este aproximativ de 3,5 cm, iar
distanta de la ochi a miinii intinse este cam de 55 cm.
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Este usor de calculat, ci mirimea unghiulari a falangei in
aceastd pozitie trebuie sa fie egald cu 4°. Aceasta oferd posi-
bilitatea de a calcula unghiurile vizuale de 4° (si deci gi
de 8°).

La acestea trebuie si mai addugdm incd doud unghiuri
care pot fi misurate cu ajutorul degetelor, gi anume acela
sub care vedem, cind tinem mina intinsd, distantele: 1) din-
tre degetul ardtitor si cel mijlociu, rasfirate cit mai mult si
2) dintre degetul mare si ardtitor, si ele risfirate intr-o
masurd cit mai mare. Este usor de calculat cd primul unghi
este de aproximativ 7—8°, iar cel de-al doilea de 15—16°.

In timpul plimbérilor pe un teren deschis se pot ivi o
multime de prilejuri de a folosi goniometrul dv. viu. S&
presupunem cd vedeti in departare un vagon de marfi, care
este acoperit de aproximativ jumitate din falanga degetului
mare al miinii intinse, adici se vede sub un unghi de aproxi-
mativ 2°. Cunoscind lungimea unui vagon de marfi (circa
6 m), veti gdsi cu usurintd ce distantd vd desparte de el:
6 X 28 =~ 170 m cu aproximatie. Desigur ci aceasti misu-
ritoare este foarte aproximativd, dar totusi, e mai sigurd
decit o apreciere lipsitd de orice bazi, ficutd doar din ochi.

S& ardtidm acum un mijloc de a trasa pe un teren unghiuri
drepte, folosind doar propriul nostru corp.

Daci trebuie si trasati printr-un punct oarecare o per-
pendiculard la o directie datd, atunci, stind in acest punct
cu fata indreptatd in directia acestei linii, intindeti mina
in mod liber spre partea in care doriti si trasati perpendi-
culara, fard si intoarceti deocamdatd capul. Dupd ce ati
facut aceasta, ridicati degetul mare al miinii intinse, intoar-
ceti capul spre el gi observati ce obiect — piatrd sau tufis
etc. — este acoperit de degetul mare, dacd-1 priviti cu ochiul
respectiv (adicd cu ochiul drept pentru mina dreaptd si cu
ochiul sting pentru cea stinga).

Nu v mai rimine decit sd trasati pe pimint linia dreapta
din locul in care v-ati aflat spre obiectul pe care 1-ati obser-
vat, si aceasta va fi perpendiculara cdutatd. Este un procedeu
care s-ar pdrea cd nu promite rezultate prea bune, dar dupd
citeva exercitii nu prea indelungate veti incepe si apreciati
serviciile acestui ,echer viu“, care nu este mai rdu decit
cel adevirat.

Folosind mai departe ,goniometrul viu“ vefi putea
mdsura, in lipsa oriciror alte instrumente, indltimea unghiu-
lard a astrilor deasupra orizontului, distanta dintre stele
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evaluatd in grade, dimensiunile vizibile a ciii de foc lisate
de un meteor. In sfirgit, stiind si trasati fira ajutorul instru-
mantelor unghiuri drepte pe un teren, veti putea si schitati
planul unei parcele nu prea intinse cu ajutorul procedeului,
a carui esentd reiese clar din figura 64; de exemplu, la ridi-
carea planului unui lac se masoard dreptunghiul ABCD,
precum si lungimile perpendicularelor coborite din punctele
mai proeminente ale malului i distantele dintre picioarele lor
gi extremititile dreptunghiului. Intr-un cuvint, aflindu-ne

Fig. 64. Ridicarea planului unui lac.

in situatia lui Robinson, stiinta de a folosi miinile noastre
proprii in vederea mésurdrii unghiurilor (si picioarele
noastre pentru méisurarea distantelor) ne poate fi de folos
in cele mai diverse imprejurdri. -

TOIAGUL LUI IACOB

Dacd doriti si aveti la dispozitie instrumente de mésurat
unghiurile mai exacte, decit ,,goniometrul viu“, descris mai
sus, puteti si vd confectionati un instrument simplu si
comod, care a servit cindva strdmosilor nostri. Acesta este
ntoiagul lui Iacob“, numit astfel dupd numele inventatorului
sdu si1 care reprezintd un instrument larg folosit de cétre
navigatori pind in secolul al XVIII-lea (fig. 65), cind a fost
inldturat treptat de instrumente mai comode si mai precise
(sextanti).

El constd dintr-o rigld lungd AB, de 70—100 cm, pe care
poate sd alunece o stinghie perpendiculard pe ea CD (un
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cursor); partile CO si OD ale stinghiei glisante sint
egale intre ele. Dacd doriti sd stabiliti cu ajutorul acestei
stinghii distanta unghiulard dintre stelele S si S’ (fig. 65),
duceti la ochi extremitatea A a riglei (unde s-a fixat, pentru
comoditatea observatiei, o placd gduritd) si indreptati rigla
in aga fel, ca steaua S’ si fie vizibild la extremitatea B a
riglei; apoi, migcati perpendiculara CD de-a lungul riglei

Fig. 65. Toiagul lut Iacob si schema lut de
utilizare.

pind cind steaua § se va vedea exact la extremitatea C
(fig. 65). Acum vi rimine doar si mdisurati distanta A0,
pentru ca — lungimea CO fiind cunoscutd — si calculati
marimea unghiului SAS§’. Cei ce cunosc trigonometria isi
vor da seama cd tangenta unghiului necunoscut este egald

Cco . . x PN .
curaportul — ; ,trigonometria noastrd de cimp*“, expusa in
A0

capitolul V, este de asemenea suficientd pentru efectuarea
acestui calcul: calculati, dupd teorema lui Pitagora, lun-

gimea AC, apoi gisiti unghiul, al ciruisinus este egal cu%-v

In sfirgit puteti afla unghiul necunoscut i pe cale grafici:
construiti triunghiul ACO pe hirtie la o scard oarecare, si
madsurati unghiul A cu raportorul, iar dacd nu aveti rapor-
tor — prin procedeul descris in cadrul ,trigonometriei
de cimp“ (Capitolul V).

Dar de ce ne trebuie a doua jumdtate a stinghiei trans-
versale? Pentru cazul in care unghiul misurat ar fi prea
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Mate $1 1-am reusi sd-1 masurdm in modul aritat mai sus.
Atunci, spre astrul S’ nu se mai indreaptd rigla AB, ci
dreapta A D, miscind stinghia in asa fel ca extremitatea ei C
sd acopere in acelasi timp astrul § (fig. 66). Desigur cid nu
va fi greu sd géisim mérimea unghiului SAS’, fie prin calcul,
fie pe cale grafica.

Pentru a nu fi nevoiti si facem calcule sau constructii de

s

—_

'\.\\
s’

Fig. 66. Calcularea distantei unghiulare "dintre stele cu ajutorul
totagulut lut ITacob.

unghiuri la fiecare masuritoare, putem si le efectudim dina-
inte, incd in timpul confectiondrii instrumentului si sa
insemndm rezultatele pe rigla AB; atunci, cind indreptdm
instrumentul nostru spre stele, vom putea citi doar insem-
narea ficutd la punctul O giaceasta va fi marimea unghiului
mésurat.

GONIOMETRUL iN FORMA DE GREBLA

Este si mai usor si confectiondm un alt instrument pen-
tru méisurarea mirimii unghiulare a obiectelor, §i anume
asa-zisul ,,goniometru in formi de grebld“ si care aminteste,
intr-adevir, prin forma sa de o grebli (fig. 67). Partea sa prin-
cipald este o scinduricd de orice formd, la extremitatea
cireia s-a fixat o placutd giuritd; deschiziitura ei o pune la
ochi observatorul. La extremitatea opusd a scindurelei se
infige un rind de ace cu gémailie, astfel ca distantele dintre
ace sd reprezinte a 57-a parte din distanta la care se afli ele
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de deschizitura plicii giuritel. Stim deja c# fiecare interval
dintre ele se vede sub un unghi de 1°. Putem aseza acele si
in alt mod, care d& un rezullat i mai exact; desendm pe
perete doud linii paralele, la o distantd de 1m una de alta
si, indepértindu-ne de perete pe o directie perpendiculari
pe el, pind la o distantd de 57 m, examindm aceste linii
prin deschizdtura pldcii gdurite; acele se infig in asa mod

Fig. 67. Goniometrul in formd de grebld.

in scinduricd, incit fiecare pereche de ace invecinate si se
suprapund pe liniile desenate pe perete.

Cind acele vor fi infipte, putem scoate unele dintre ele
pentru a obtine un unghi de 2°, 3°, 5°. Modul de utilizare
al acestui goniometru a fost fir3 indoiald inteles de cititori
si fard explicatiile noastre. Folosind acest dispozitiv putem
misura unghiurile vizuale cu o exactitate destul de mare,
nu mai putin de 1/4°.

TEODOLITUL ARTILERISTULUI

Un artilerist nu trage ,orbeste®.

Cunoscind indltimea la care se afld tinta, el calculeazd
indltimea ei unghiulard deasupra orizontului si stabilegte
distanta pind la aceastd tintd; in alte cazuri stabileste sub
ce unghi trebuie si intoarcd tunul pentru a trece focul de la
o tintd la alta.

1 1n locul acelor putem folosi o rami cu fire intinse pe ea.
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Fig. 68. Schema teodolitulut artileristului.

Probleme de acest fel el le rezolvd cu repeziciune in minte.
In ce fel anume?

Priviti figura 68. AB reprezintd un arc dintr-o circum-
ferintd curaza OA = D; ab este un arc dintr-o circumferinti
cu raza Oa =r.

Din asemé#narea celor doud sectoare AOB si aOb rezulti:

A_B__ ab
D r
sau
AB="D.
r

ab . o oy . . .
Raportul — caracterizeazi méirimea unghiului vizual

r
AOB; cunoscind acest raport, este usor si calculim AB
dupa D pe care-1 cunoastem sau pe D, dacd cunoastem A4B.

Artileristii isi usureazi calculul prin faptul cd nu impart
circumferinta in 360 de pirti, cum se obignuieste, ci in
6 000 de arcuri egale; atunci lungimea fiecdrei diviziuni

constitule aproximativ To00 din raza circumferintei.
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Intr-adevir, si presupunem, de exemplu, ci arcul ab
al unui cerc O al carui unghi dorim séi-1 misurdm (fig. 68)
reprezintd o unitate de diviziune; atunci lungimea intregii

) . . . . 6
circumferinte 2nr ~ 6r, iar lungimea arcului ab zm =
1

= ——7

1000

In artilerie, diviziunea obtinuti prin procedeul de mai
sus e numitd ,,miime*“. Prin urmare:

AB=2""p — 0,001 D.

r

Pentru a afla ce distantd A B corespunde pe teren unei divi-
ziuni a teodolitului (unui unghi de o ,,miime*) este suficient
ca in numérul D s& separim prin virguld trei cifre din
dreapta.

La transmiterea unui ordin sau a rezultatelor observatiilor
prin telefonul de cimp sau prin radio, numérul , miimilor*
se pronuntd ca un numdr de teleion, de exemplu, un unghi
de 105 ,,miimi“ se pronuntd: ,unu zero cinci“, §i se scrie:

1 —05;-

un unghi de opt ,miimi“ se pronuntd: ,zero zero opt“ si
se scrie:

0 — 08.

Acum veti putea rezolva ugor urméitoarea problemi de
artilerie.

Problemi

Un tanc este observat de pe pozitia tunului antitanc sub
un unghi de 0—05. S& se calculeze distanta pind la tanc,
considerind cd indltimea lui este egald cu 2 m.

Rezolvare

5 diviziuni de pe teodolit = 2 m,

1 diviziune a teodolitului = > =04 m.

v
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Intrucit o diviziune a teodolitului este a 1000-a parte
din distant#, intreaga distantd va fi, prin urmare, de
1000 de ori mai mare, adici

D = 0,4 - 1000 = 400 mn

Dacad comandantul sau cercetasul nu are la dispozitie
instrumente de md&surat unghiurile, el foloseste palma,
degetele sau orice alte mijloace aflate la indemini, asa cum
am ardtat in aceastd carte (vezi Goniometrul viu). Numai c&
artileristul trebuie =i cunoascd valorile obtinute nu in
grade, ci in ,miimi*.

lata valoarea aproximativd in ,miimi” a unor obiecte:
palma miinii ...... .. ... o ool 1—20
degetul mijlociu, aratator, sau inelar ........ 0—30
un creion rotund (grosimea).................. 0—12
o monedd de 25 bani (diametrul) ............ 0-—-40
un chibrit (in lungime) ........ ... ... ... 0—-75
' ' (in grosime) .................... 0—03

AGERIMEA VEDERII

Obisnuindu-vd cu notiunea de mérime unghiulars a obiec-
tului, veti putea intelege cum se mé#soard agerimea vederii
s1 chiar veti putea si efectuati singuri méasurdtori de
acest fel.

Desenati pe o foaie de hirtie 20 de linii negre egale, care
s& aiba lungimea unui chibrit (5 cm) si o grosime de 1 mm,
in asa fel ca ele sa acopere un
patrat (fig. 6Y). Fixind acest
desen pe un perete bine lumi-
nat, departati-vé de el pind cind
veti observa ci liniile nu se mai
disting una de alta, ci se con-
topesc intr-un fond cenusiu con-
tinuu. Masurati aceastd distanta
s1 calculati — stiti deja in ce
mod — unghiul vizual sub care
incetati s& mai distingeti dun-
gile cu o grosime de 1 mm. Daci Fig. 69. Pentru
acest unghi este egal cu L', ageri-  agerimii vazului.

mdasurarea
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mea vederii dv. este normald; daci unghiul este egalcu 3';
agerimea vederii dv. reprezintd 1/3 din cea normald
s.a.m.d.

-

Problémi

Liniile din figura 69 se contopesc pentru ochiul dv. la o
distantd de 2 m. Este normald agerimea vederii dv.?

Rezolvare

Stim cd de la o distantd de 57 mm o dungd de 1 mm ldtime
se vede sub un unghi de 1°, adicd 60’. Prin urmare, de la o
distantd de 2 000 mm ea se vede sub un unghi z, care se
calculeazd din proportia:

x : 60 = 57 : 2000,
z~ 1,7

Agerimea vederii este mai redusi decit cea normald si
reprezinti:

1 : 1,7 = aproximativ 0,6.

MINUTUL-LIMITA

Am ardtat mai sus cd liniile privite sub un unghi vizual
maimicde 1’ numaisint distinse izolat de un ochi normal.
Aceasta se referd la orice obiect: oricare ar fi contururile
obiectului observat, ele inceteazd si mai fie distinse de un
ochi normal dacd sint privite sub un unghi mai mic de 1'.
Orice obiect se transformd atunei intr-un punct ce abia se
mai desluseste, ,prea mic pentru vedere“ (Shakespeare),
intr-un fir de praf farid dimensiuni si forma. Aceasta este o
caracteristicd a ochiului omenesc normal: unghiul de 1’
este limita medie a agerimii sale. Cauza aceste1 stiri de
lucruri este o problema aparte, care tine de domeniul fizicii
si fiziologiei vazului. Noi vorbim aici doar despre latura
geometricd a fenomenului,

98



Cele spuse mai sus se referd in aceeasl masura si la obiec-
tele mari, dar prea indepértate si la cele apropiate, dar prea
mici. Noi nu distingem cu ochiul liber formele firelor de
praf care plutesc prin aer: iluminate de razele Soarelui, ele
ne apar ca puncte infime identice, cu toate cd in realitate
au forme extrem de diferite. Noi nu distingem detaliile
mairunte ale corpului unei insecte, tot datoritd faptului ci
le vedem sub unghi mai mic de 1’. Din aceeasi cauzi nu
vedem fird telescop detaliile de pe suprafata Lunii, a plane-
telor si a altor corpuri ceresti.

Daci limita vederii firesti ar fi mai indepirtatd, lumea
ne-ar pirea cu totul altfel. Un om la care limita agerimii

.. . . s 1 . .
vederii n-ar fi 1’, ci, de pild3, e ar vedea lumea inconjuri-

toare mai adinc si mai departe decit o vedem noi. Cu deose-
bitd plasticitate este descrisii aceastd insugire a ochiului
ager in nuvela Stepa de Cehov.

,Privirea lui (a lui Vasea—N.R.) era surprinzitor de agera.
Pentru el, stepa mohoritd si pustie era totdeauna plini de
miscare s de viatd. Era destul sd-si atinteascd privirea in
depirtare ca si vadd o vulpe, un iepure, o dropie sau orice
altd sdlbdticiune din cele care se feresc de oameni. Nu e mare
lucru sd vezi un iepure rupind-o la fugé sau o dropie zburind.
Oricine a umblat prin stepd a avut prilejul sd surprinda
asemenea privelisti. Dar nu e dat oricui s vadd s#lbiticiu-
nile in viata lorde toate zilele, cind nu aleargi, nu se ascund
$i nu se uitd cu spaimi in toate partile. Iar Vasea vedea si
cum se joacd vulpile, si cum isi spald iepurii botul cu 1ibu-
tele si cum isi netezesc dropiile penele, si cum isi aleg «tinta»
spircacii. Datoritd vederii lui atit de ascutite, Vasea cunos-
tea si o altd lume decit aceea pe care o cunosc ceilalti oa-
meni, o lume a lui, la care altii nu puteau ajunge si fird
indoiald neinchipuit de frumoasd, deoarece de cite ori o
privea pirea atit de fermecat, incit ar fi fost greu si nu-l
pizmuiesti“:

Pare ciudat gindul cd pentru o schimbare atit de uimi-
toare este de ajuns ca limita vizibilitatii sd fie redusi de la

’

1" la % sau aproximativ atit...
Actiunea miraculoasd a microscopului §i telescopului este
conditionatd de acelasi factor. Rostul acestor aparate este

de a modifica directia razelor ce pornesc de la obiectul
examinat, in asa fel ca ele sa intre in ochi intr-un fascicul
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de raze mai divergente; datorita acestui fapt, obiectul ni
se va prezenta sub un unghi vizual mai mare. Cind se spune
cd microscopul sau telescopul méaresc de 100 de ori, aceasta
inscamnd ca multumitd lor vedem obiectele sub un unghi
de 100 de ori mai mare decit cu ochiul liber. $i atunci, ama-
nuntele care, in mod obisnuit, rimin ascunse ochiului liber
sub limita de agerime a vederii devin accesibile ochiului.
Luna plind o vedem sub un unghi de 30'; si deoarece diame-
trul Lunii este egal cu apr0x1matlv 3 500 km, fiecare por-

500
tiune a Lunii care are un diametru de? 20 »adica de aproxi-

mativ 120 km, se contopeste pentru ochiul neinarmat intr-un
punct abia vizibil. Printr-o lunetd care méreste de 100 de

ori vom putea distinge portiuni mult mai mici, cu un dia-

120 . . , <
metru de o0 = 1,2 km, iar printr-un’telescop care méareste

de 1 000 de ori, vom distinge o portiune cuo latime de 120 m.
De aici rezulba printre altele, cd dacd pe Luni ar exista
astfel de constructll ca de exemplu marile noastre uzine
sau vapoarele transoceamce, noi le-am putea vedea ‘prin
telescoapele moderne!.

Regula minutului-limitd are o mare importanta si pentru
observatiile noastre obisnuite de fiecare zi. Datoritd acestor
particularitdti ale vederii noastre, orice obiect aflat la o
distantd de 3 420 (adicd 57 X 60) de diametri ai sdi nu mai
poate fi distins de noi in contururile sale si se contopeste
intr-un punct. De aceea, dacd cineva va incerca sa va con-
vingd ¢a a recunoscut cu ochiul liber trasdturile unui om
de la o distantd de 1/4 km, nu-1 credeti, decit dacd poseda
o vedere fenomenald. Céci distanta dintre ochii unui om
este doar de 3 cm; prin urmare, ambii ochi se contopesc
intr-un singur punct la o dlstanta de 3 x 3 400- cm, adicd
100 m. Artileristii folosesc aceastd particularitate pentru a
aprecia din ochi distantele. Dupd regulile lor, dac& ochii
unui om par din departare doud puncte izolate, atunci dis-
tanta pind la el nu este mai mare de 100 de pasi (adicid 60—

1 Cu conditia unei transparente si omogeneitdti absolute a atmos-
ferei noastre. In realitate, aerul nu este omogen si nici pe deplin
transparent; din aceasta cauza dacd obiectul este mirit prea mult,
imaginea se denatureaza si se 1ncet.oseazd Aceasta limiteaza folosirea
aparatelor de mérit prea puternice si face ca astronomii sd-si cons-
truiascd observatoarele in aerul limpede de pe virfurile inalte ale
muntilor. N
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70 m). Noi am obtinut o distantd mai mare, adicd 100 m:
aceasta dovedeste cd criteriul militarilor are in vedere cea
mai redusd (cu 309%,) agerime a vizului.

Problemi.

Poate oare un om cu vederea normali si deosebeascd un
cdldret aflat la o distantd de 10 km, folosind un binoclu
care mireste de trei ori?

Rezolvare

Iniltimea unui ciliret este de 2,2 m. Silueta lui se trans-
formd intr-un punct la o distantd de 2,2x3 400 =~ 7 km,
aceasta avindu-se in vedere ochiul liber; iar printr-un binoclu
care mireste de trei ori, la o distantd de 21 km. Prin urmare,
printr-un astfel de binoclu (daci aerul este suficient de trans-

parent) putem distinge un cédldret aflat la o distantd de
10 km.

LUNA §I STELELE LA ORIZONT

Chiar si cel mai neatent observator stie cd Luna plini,
cind se afld jos, la orizont, are dimensiuni considerabil
mai mari, decit atunci cind se afli sus in inaltul cerului.
Diferenta este atit de mare incit este greu sd nu o observim.
Acelasi lucru se poate spune si despre Soare; se stie cit de
mare este Soarele la asfintit sau la rdsdrit in comparatie cu
dimensiunile lui atunci cind se afld sus pe bolta cereasci,
de exemplu, atunci cind Soarele striluceste printre nori.

Pentru stele aceastd particularitate se manifestd prin
faptul cd distantele dintre ele se miresc, atunci cind ele
se apropie de orizont. Cel ce a vizut iarna frumoasa conste-
latie Orion (sau vara pe cea a Lebedei) sus pe cer §i jos in
apropierea orizontulul nu a putut si nu se mire de uriasa
diferentd dintre dimensiunile constelatiei in ambele pozifii.

Toate acestea sint cu atit mai ciudate, cu cit atunci cind
privim astrii in momentul risdritului sau in acela al apusu-
lui, ei nu sint mai apropiati, ci, dimpotrivd, se afld mai
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depértati de noi (cu o distantd egald cu raza terestrd).
Aceasta reiese clar din figura 70: la zenit observdm astrul
din punctul A, iar la orizont din punctele B sau C. Atunci
de ce se miresc la orizont Luna, Soarele si constelatiile?
— ,,Din cauzd ci totul e o iluzie“, — asa s-ar putea ris-
punde. Este, intr-adevir, o iluzie opticd. Cu ajutorul gonio-

Fig. 70. Soarele, aflindu-se la orizont este la o distan{d mal mare
de observator decit atunci cind se afld la zenit.

metrului in formd de grebld sau a unui teodolit va fi usor
sd ne convingem cd discul Lunii se vede in ambele cazuri
sub acelasi unghi vizual' de jumitate de grad. Folosind
goniometrul in forma de greblad sau ,toiagul lui Iacob“, ne
putem convinge ci nici distantele unghiulare dintre stele
nu se modificd, oriunde s-ar afla constelatia: la zenit sau
la orizont. Prin.urmare, mérirea dimensiunilor este o iluzie
opticd pe care o au toti oamenii, fard exceptie.

Cum se explici o iluzie optici atit de puternici si de gene-
rald? Dupi datele cunoscute de noi, stiinta incd nu a dat
la aceastd intrebare un rispuns de valoare incontestabils,
cu toate cd incearcd si o rezolve incd de acum 2 000 de ani,
de pe timpul lui Ptolemeu. Aceastd iluzie trebuie pusd in
legaturd cu faptul ci intreaga boltd cereascd ne apare sub
forma unui segment de sferd si nu ca o emisferd in sensul
geometric al cuvintului, iar indltimea acestui segment de
sferd este de 2—3 ori mai mici decit raza bazei. Aceasta se
intimpld din cauzd cd la o pozitie obisnuitd a capului i a
ochilor, distantele aflate pe o linie orizontald sau apropiata
de ea sint apreciate de noi ca mai mari in comparatie cu cele
verticale: in linie orizontald noi examindm obiectul cu ,,0

1 Miasuritorile efectuate cu instrumente mai precise arati ca dia-
metrul vizibil al Lunii este chiar mai mic, atunci cind Luna se afld
in apropiere de orizont, datoritd faptului ca refractia turteste intrucitva
discul Lunii. -
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privire directd", iar in orice altd directie privim obiectul
cu ochii ridicati, in sus sau coboriti, in jos. Daci observim
Luna stind in pozitie orizontald, fiind culcati pe spate,
atunci ea din contri, ne va pirea mai mare cind va fi la zenit,
decit atunci cind se va afla jos deasupra orizontuluil.
Explicarea faptului de ce dimensiunea vizibild a obiectu-

Fig. 71. Influenta tur-
tiree boltit ceresti asu-
pra dunensiunilor apa-
rente ale astrilor

lui depinde de orientarea ochilor nogtri rdmine o sarcing
a fiziologilor stwa psihologilor.

In ceea ce priveste influenta turtirii aparente a boltii
ceregti asupra mirimii astrilor aflati in diferite parti ale
boltii, ea devine pe deplin inteleasd din schema reprezen-
tatd in figura 71. Pe bolta cereascd discul Lunii se vede
intotdeauna sub un unghi de jumitate de grad, indiferent
dacd Luna este la orizont (la o indl{ime de 0°) sau la zenit
(la o in#ltime de 90°). Insi ochiul nostru raporteazi acest
disc la aceeasi distantd: Luna la zenit este raportat3 de noi
la o distantd mai micd decit la orizont si din aceastd cauzi,
mirimea ei ne apare ca fiind diferitd, adicid in interiorul
aceluiagi unghi, cercul inscris mai aproape de virf este mai
mic decit cel inscris mai departe de virf. In partea stingi
a aceleiasi figuri se aratd modul in care, datoritd acestei

1 Explicatia acestui fenomen propusd aici a fost introdusid in
Geometria distractivd de citre redactorul acestei carti, incepind cu
editia a VII-a. In editiile anterioare ale acestei carti, 1.I. Perelman
explica mirirea aparentd a Lunii la orizont prin faptul ci la orizont
noi o vedem alituri de alte obiecte indepartate, iar pe bolta cereasca
o vedem singuri. Insd, aceeasi iluzie se observi si la orizontul marii,
pe care nu se afld si alte obiecte, aga cd explicafia propusd mai inainte
a efectului descris trebuie consideratd ca nefiind satisficdtoare. —
Nota red. ruse.

103



cauze, distantele existente intre stele parcd se maresc cu cil
se apropie de orizont: aceleasi distante unghiulare existente
intre ele ne par atunci ca fiind diferite.

Meritd sd scoatem in evidentd si un alt aspect instructiv.
Admirind discul enorm al Lunii in apropiere de orizont,
ati observat oare pe el micar o singura trasiturd noud, fie
cit de neinsemnatd, pe care n-ati putut s-o distingeti cind
Luna se afla sus pe bolta cereasca? Nu. Dar dacé in fata dv.
se afld discul ei marit, de ce nu se vad detalii noi? Din cauzd
cd aici nu existd acea marire care se obtine, de exemplu,
cu ajutorul unui binoclu: aici nu se mdreste unghiul vizual
sub care ne apare obiectul. Numai maérirea acestui unghi
ne ajutd si deosebim detalii noi; orice altd ,,marire” este
pu;lgi simplu, o iluzie opticd, cu totul nefolositoare pentru
noil,

CE LUNGIME AU UMBRA LUNII §1 UMBRA UNUI STRATOSTAT

1]

Am gisit o aplicatie destul de neasteptatd a unghiului
vizual la problemele privitoare la calculul lungimii umbrei
pe care o lasd unele corpuri aflate in spatiu. Luna, de
exemplu, lasd in spatiul cosmic un con de umbri care o in-
soteste pretutindeni.

Cit de departe se intinde aceastd umbra?

Pentru a calcula cu aproximatie lungimea umbrei, nu
este nevoie ca, bazindu-ne pe asemdinarea triunghiurilor,
sd formdm o proportie in care si intre diametrii Soarelui
$i Lunii, precum si distanta dintre Lund si Soare. Calculul
poate fi efectuat intr-un mod mult mai simplu. Imaginati-va
cd ochiul dv. se afld in acel punct unde se termind conul de
umbrd al Lunii, in virful acestui con si de acolo priviti
spre Lund. Ce veti vedea? Cercul negru al Lunii care acopera
Soarele. Si presupunem cé unghiul vizual sub care vedem
discul Lunii (sau Soarelui) este egal, in acest caz, cu o jumé-
tate de grad. Stim insd ¢d un obiect pe care-l vedem sub
un unghi de jumitate de grad se aflifatd de observator la
odistantide 2x 57 =114 diametri ai sdi. Prin urmare,
virful conului de umbri al Lunii se afld fatd de Luni la

1 Mai amidnuntit vezi in cartea aceluiasi autor 3aunmarenpHas
Pnanka (Fizica distractiod), partea all-a, cap. IX, ®. M., Mockna, 1959,
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’ v v , . .o . : . .
o distan(d egafd cu 114 dramelrr ai Lunii. De aici, fuo-
gimea umbrei Lunii este egald cu:

3500 x 114 =~ 400 000- km

Rezultd, deci cd lungimea umbrei Lunii este mai mare
decit distanta medie de la Pamint la Lun#; tocmai din
aceastd cauzd se pot produce eclipse totale de Soare (pentru
locurile de pe suprafata terestra care se afli cufundate in
aceastd umbra).

De aici mai reiese ca rezultatul calculelor pe care le-am
efectuat nu vine in contradictie cu realitatea.

In acele cazuri, cind si de pe Pimint vedem Luna si Soa-
rele exact sub un unghi de jumitate de grad (vezi notele
de la subsolul pp. 59, 60), virful conului umbrei Lunii se
afld pe suprafata Pamintului; atunci, lungimea calculatd
a umbrei Lunii indic# aproximativ distanta de la Pdmint
la Luni in acel moment.

Nu ne va fi greu si calculdm si lungimea umbrei Pdmintu-
lui in spatiu, presupunind ci unghiul de la virful conului
de umbri este acelagi, adicd de jumitate de grad: ea va fi
de tot de atitea ori mai mare decit umbra Lunii, de cite ori
diametrul Pamintului este mai mare decit diametrul Lunii,
adicd de aproximativ patru ori.

Acelasi procedeu poate fi folosit si pentru un calcul apro-
ximativ al lungimilor umbrelor lisate in spatiu de obiecte
mai mici. S3 afldm, de exemplu, cit de departe se intindea
in aer conul de umbrid lisat de stratostatul ,SOAH-1“ in
acel moment cind invelisul lui se umfla devenind o sferi.
_Intrucit diametrul sferei stratostatului era egal cu 36 m,
lungimea umbrei lui (presupunind si in acest caz, ci unghiul
de la virful conului de umbri este de'jumadtate de grad) este
egald cu

36 X 114~ 4 100 m,

sau aproximativ 4 km.
Desigur, in toate cazurile examinate era vorba de lungi-
mea umbrei totale si nu a penumbreil.

1 Pentru unghiurile « mici de la virfurile conurilor de umbri lisat
de unele corpuri se poate folosi o formuli aproximativi:
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CIT DE SUS SE AFLA NORUL DEASUPRA PAMINTULUI?

Amintiti-vi cit de mult v-a uimit aceastd cirdruie lungi
i albd cind ati vdzut-o pentru prima datd sus, pe cerul
senin si albastru. Acum stiti, desigur, cd aceastd panglicd
de nori reprezintd un original ,autograf“ al unui avion
reactiv, care l-a lisat ,ca amintire“ spatiului aerian, ca
semn cd s-a aflat pe acolo.

Intr-un aer rece, umed si bogat in firicele de praf, se for-
meazd cu ugurintd ceatd.

Un avion care zboard azvirle neincetat in aer particule
marunte — produsele activititii motorului — si aceste par-
ticule reprezintd acele puncte in jurul cdrora se adung vapo-
rii de ap¥; in felul acesta ia nagtere nourasul.

Dacd am stabili indltimea la care se afli acest nouras
inainte ca el sd dispard, am putea calcula cu aproximatie
si indltimea la care s-a ridicat indrdznetul pilot cu avionul
sdu.

Problemid

Cum si calculdm la ce iniltime pluteste un nor, dacd
el nu se afld nici micar deasupra capului nostru?

.. unghiul « in radiani este egal cu

trul Soarelui, d — diametrul corpului, L — reprezintd distanta dintre
Soare si acel corp (vezi figura I).

Cind d este foarte mic in com-
paratie cu D, corpul se afli in
apropiere de virful conului de
umbrd si L se deosebeste foarte
putin de indltimea H a conului
total de umbra. Neglijind numa-
rul d siinlocuind L cu H, vom
obtine:

D~-d .
7’ unde D este diame-

D
H

o~
Daci vom considera cit virful conului de umbri se afld pe suprafata
Pamintului, atunci H =~ 150-10%, D = 4-10% si « ~ 0,009 (rad) =~
2 30°. — Nota red. ruse.
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Rezolvare

Pentru calcularea inil{imilor mari trebuie s recurgem la
un obisnuit aparat fotografic, aparat destul de complicat,
dar care in timpurile noastre este foarte rispindit si iubit
de tineret.

In cazul de fat# sint necesare dou# aparate fotografice cu
distante focale egale (distanta focald este, de obicei, inscrisa
pe marginea obiectivului aparatului fotografic).

Ambele aparate fotografice sint agezate pe doud iniltimi,
mai mult sau mai putin egale.

In cimp deschis acestea pot fi trepiedele aparatelor, iar
in oras acoperigurile a doud case. Distanta dintre iniltimi
nu trebuie s3 fie prea mare: un observator sd-1 poatd vedea
pe celdlalt direct sau cu ajutorul unui binoclu.

Aceastd distantd (baza) este misuratd sau stabilitd cu aju-
torul hirtii sau planului terenului. Aparatele fotografice
sint aranjate in asa fel, incit axele lor optice si fie paralele.
De exemplu, ele pot si fie orientate spre zenit.

Cind norul pe care-1 fotografiem se va afla in cimpul
vizual al obiectivului fotografic, un observator di un sem-
nal celuilalt — de exemplu, fluturd o batistd — si, cu aju-
torul acestui semnal, ambii observatori fotografiazd in ace-
lagi timp.

Pe copiile fotografice, care trebuie sa fie de dimensiuni
riguros egale cu cligeele, se traseazd dreptele YY si XX, care
unesc mijloacele laturilor opuse ale fotografiilor (fig. 72).

Z
~ W

22 @‘,%: 7 5
et =A% Z

—

Fig. 72. Reprezentarea a doyd clisee ale unui nor.
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Apoi se noteazd pe fiecare fotografie acelagi punct de
pe nor si se calculeazd distanta lui (in milimetri) la drep-
tele YY si XX! Aceste distan{e se noteazd respectiv cu
literele z,, y, pentru o fotografie si z,, y, pentru cealalti.

Dacad punctele insemnate pe fotografii se vor afla in pirti
diferite in raport cu dreapta Y'Y (ca in fig. 72), indltimea H.
la care se afld norul se calculeazi dupi urmitoarea formul:

H=0.—"—,
O
unde b este lungimea bazei (in metri), iar F — distania
focald, in milimetri.
Dac4 insd punctele insemnate pe fotografii se vor afla de
aceeasi parte a dreptei Y'Y, atunci indltimea norului se va
calcula dup4i altd formuld si anume:

H=1b.—"
Xy — Xy
In ce priveste distantele ¥, si y,, nu avem nevoie de ele
pentru a calcula indltimea H, dar, comparindu-le, putem
stabili exactitatea fotograflel
Dacéd plicile fotografice s-ar afla in casete agezate strins
1 simetric, atunci y, va fi egal cu y,. Desigur insd ¢4, prac-
tic ele vor fi intrucitva diferite.
S& presupunem, de exemplu, ci distantele de la dreptele
YY si XX pind la punctul insemnat de pe nor pe originalul
cliseelor vor fi urmaitoarele:

z; = 32 mm, ¥y, = 29 mm,
T, = 23 mm,  y, = 25 mm.

S& presupunem cd distanta focald a obiectivelor F =
= 135 mm si distanta dintre aparatele fotografice! (baza)
b = 937 m.

! Dupd experienta descrisd in cartea IlpnaoseHne maremariuec-
KOr0 aHAJM3a K pelieHHI0o npakTuyeckux samay (dplicarea analizet
matematice. pentru rezolparea problemelor practice), de N. F. P 1a-
tonov. In articolul Indlfimea norilor, autorul arati cum se deduce
formula pentru calcularea inaltimii H descrie alte pozitii posibile
ale aparatelor fotografice in scopul fologlal‘wlu norului si dit o serie
de sfaturi practice.
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Folografiile ne arafd ed penfru a stabili inal{imea fa
tare se afld norul trebuie si folosim formula:

iH=p.1
a4,

]

133 . .
H = 937 m . _7;093 ~z 2 300 mm, adicd norul fotografiat
se afla la o indltime aproximativd de 2,3 km de pimint.

Cei ce doresc s inteleagd mai bine cum a fost dedusi for-
mula pentru calculul indltimii norului pot si foloseasca
schema reprezentatd in figura 73.

I
VAN
T A
b
Y fY
C. Cy
X TA—X X 2, X
I n, [ )
Y 4

Fig. 73. Schema de representare a punctului de pe nor pe
cliseele a doud aparate fotografice orientate spre zenit.

Desenul reprezentat in figura 73 trebuie sd ni-1 imagindm
in spatiu (imaginatia spatiald se elaboreazi in cursul stu-
dierii acelei parti a geometriei care se numeste stereometrie).

Figurile I si II reprezintd cliseele fotografice; F; si F,
sint centrele optice ale obiectivelor aparatelor fotografice;

109



N — punctul observat de pe nori; n, si n, — reprezentiri
ale punctului N pe cligeele fotografice; a,A; gi a,4, — per-
pendicularele duse din mijlocul fiecirui cligeu fotografic
pind la nivelul norului; A;4, = a;a, = b (dimensiunea
bazei).

Dacd din centrul optic F; ne deplasdm in sus pini la
punctul A,, apoi din pynctul A,, de-a lungul bazei, pini la
un astfel de punct C, care sd fie virful unghiului drept 4,CN,
si in sfirgit, din punctul C in punctul N, atunci segmentelor
F,A,, A,C si CN vor corespunde in aparatul fotografic seg-
mentele Fia, = F (distanta focald), a,¢;, = z, §i ¢,n; = ;.

Constructiile efectuate pentru cel de-al doilea aparat
fotografic stnt analoge.

Din asemé#narea triunghiurilor rezultd urmatoarele propor-
ii:

4 _ AFy _ CFy, _ CN

Ty F Fiey Y1
A,C A.F, CF, CN
—_— = = —— = —=

T2 F, Foey Ya-

Comparind aceste proportii si avind in vedere egalitatea
evidentd A,F, = A,F,, aflim intii cd y, = y, (semn al
unei fotografieri exacte) si in al doilea rind ca:

A6 _ AL,
Ty h Ty ’
ins#, din figurd rezultd 4,C = A,C -- b, prin urmare
AC  AC—b,
i LA i LN

T Ty

de unde

si, in sfirgit,

AF, =b. ~ H.

Iy — X

Daci n, si n, — reprezentdrile pe clisee ale punctului ¥
— s-ar afla de o parte si de alta a dreptei Y'Y, aceasta ar
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arita cd punctul C se afld intre punctele 4, §i A,, si atunci
A,C = b — A,C,, iar indltimea necunoscutd ar fi:

F
z, + T,

H=5b-.

Aceste formule se referd numai la acele cazuri, cind axele
optice ale aparatelor fotografice sint indreptate spre zenit.
Dacd norul se afld departe de zenit §i nu ajunge in cimpul
vizual al aparatelor, atunci putem si aranjim aparatele
fotografice si intr-o altd pozitie (pistrind paralelismul axe-
lor optice), de exemplu, si le indreptdm orizontal — per-
pendicular pe bazi sau in lungul bazei.

Pentru fiecare pozitie a aparatelor fotografice este necesar
sd facem, in prealabil, desenul respectiv §i sd deducem for-
mulele pentru calcularea indltimii norului.

Tatd, ,ziua-n amiaza mare* s-au ivit pe cer nori cirus §i
altostratus, albiciosi, distincti. Determinati indl{imea lor
de 2—3 ori la anumite intervale de timp. Daci veti vedea
cd norii au coborit, acesta va fi un indiciu de inrdutitire a
timpului: peste citeva ore puteti agtepta ploaie.

Fotografiati un aerostat sau stratostat aflat in aer gi cal-
culati inaltimea la care se afl4.

INALTIMEA TURNULUI CALCULATA DUPA O FOTOGRAFIE

Problemi

Cu ajutorul unui aparat fotografic se poate stabili nu
numai iniltimea unui nor sau a unui avion aflat in zbor,
dar si indl{imea unei constructii de pe pimint: turn, catarg,
turld ete.

Figura 74 reprezintd un motor de vint instalat in Crimeea
lingd Balaklava. La baza turnului se afld un patrat; presu~
punem ci lungimea laturii lui va este cunoscutd; 6 m.

Efectuati pe fotografie méisuritorile necesare si calculati
indltimea kb a intregii instalatii a motorului de vint.
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Rezolvare

Fotografia turnului si contururile lui reale sint asemenea
din punct de vedere geometric. Prin urmare, de cite ori
imaginea iniltimii este mai mare decit imaginca laturii

(1S

- N\
e e SR

P
paN

FTSA TS

74

v, .
AV AN
D5

NS
28
”“—.\' -

R - B v

Iig. 74. Motorul de vint de lu Balaklava (Crimeea).

-sau diagonalei-bazei, de atitea ori s1 indltimea turnului in
naturd este mai mare decit latura sau diagonala bazei lui.

Dimensiunile imaginii: lungimea diagonalei, cel mai
pputin deformatd, a bazei este egald cu 23 mm, iar indltimea
intregii instalatii este egals cu 71 mm,
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Deoarece lungimea laturii péatratului de la baza tur-
nului este de 6 m, rezultd cd diagonala bazei este

162 62 =6 )2 = 8,48... m.

Prin urmare,

de unde

23
Se intelege cd nu ne poate fi de folos orice fotografie, ci

numai una in care proportiile nu sint denaturate, asa cum
se intimpla la fotografii cu prea putina experienta.

PENTkU EXERCITII INDEPENDENTE

Si acum cititorul si aplice singur cunogtintele extrase din
acest capitol pentru rezolvarea urmitoarelor probleme.

Un om de indltime mijlocie (1,7 m) se vede din depirtare
sub un unghi de 12’. Si se afle distanta pind la el.

Un cavalerist célare (2,2 m) se vede de departe sub un
unghi de 9'. S4 se afle distanta care ne desparte de el.

Un stilp de telegraf (8 m) se vede sub un unghi de 22’. Si
se afle distanta pind la stilp.

Un far cu o indltime de 42 m se vede de pe vapor sub un
unghi de 1°10’. La ce distanta de far se afld vaporul?

Globul terestru se vede de pe Luni sub un unghi de 1°54".
Sd se calculeze distanta la care se afld Luna fatd de Pamint.

De la o distantd de 2 km o constructie se vede sub un
unghi de 12’. S se afle indltimea constructiei.

Luna se vede de pe Pidmint sub un unghi de 30’. Stiind
cd in acest moment distanta pind la Luni este egald cu
396 000 km, si se calculeze diametrul ei.

Cit de mari trebuie sa fie literele de pe tabla din c]asa
pentru ca elevii, sezind in hinci, si le vadi tot atit de clar
ca literele din c;'u't,ile lor (la o distantd de 25 cm de ochi)?
Distanta de la binci pind la tabld este de 5 m.
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Un microscop méireste de 50 de ori. Putem oare vedea
prin el globulele singelui omenesc, al cidror diametru este
de 0,007 mm?

Dacd pe Luni s-ar afla oameni de indltimea noastrd, de
.cite ori ar trebui s méareascd un telescop pentru a-i putea
distinge de pe Pamint?

Cite ,,miimi“ sint intr-un grad?

Cite grade sint intr-o ,miime*“?

Zburind perpendicular pe linia noastri de observatie, un
avion parcurge in 10’’ o distantd pe care o vedem sub un
unghi de 360 ,miimi“. S& se calculeze viteza de zbor a avio-
nului, dacid distanta pind la el este de 2 000 m.



Capitolul IV

GEOMETRIA IN MARS .

ARTA DE A MASURA CU PASII NOSTRI

Daci ne afldm in timpul unei plimbdéri in afara oragului,
pe terasamentu ciii ferate sau pe o sosea, putem si efectudim
o serie de exercitii geometrlce mteresante

Inainte de toate, si folosim goseaua pentru a masura lungi-
mea pasului si viteza mersului nostru. Aceasta ne va da
posibilitatea de a misura distantele cu pasii nostri — de-
prindere care se capitd destul de usor dupd citeva exercitii
nu prea indelungate. Principalul este sd ne obisnuim sd
facem totdeauna pasi de lungime egald, adic# sd ne deprm-
dem cu un mers ,,masurat®.

Pe sosea, la distante de cite 100 m se afld cite o piatra
albd; dupd ce am parcurs aceastd distantd cu obisnuitul
nostru pas,misurat®, socotind numirul de pagi, putemsi
ne gisim cu usurintd lungimea medie a pasului. Aceastd
misurdtoare trebuie si fie repetatd in fiecare an, de exemplu
in fiecare primivard, deoarece, mai ales la oamenii tineri,
lungimea pasului nu riamine neschimbata.

S4 mentiondm aici o relatie curioasd, descoperitd in cursul
unor repetate misurdtori: lungimea medie a pasului unui
om adult este aproximativ egali cu jumditatea indltimii
sale, socotind pind la nivelul ochilor. Daci, de exemplu,
indltimea omului pind la ochii lui este egald cu 140 cm,
lungimea pasului sdu va fi de aproximativ 70 cm. Este
interesant si verificdm la prima ocazie aceastd regula.

In afard de lungimea pasului, este util sd cunoastem, de
asemenea, si viteza mersului nostru, adicd numdrul de kilo-
metri parcursi intr-o ord. Uneori ne folosim pentru aceasta
de urmitoarea reguld: parcurgem intr-o ord atitia kilometri
citi pasi facem in 3 s. De exemplu, dacd in 3 s facem
patru pasi, atunci intr-o ord parcurgem 4 km. Dar aceastd
reguli se poate aplica numai la o anumitd lungime a pasu-
lui. Nu este prea greu si stabilim la ce lungime anume:
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) ¢ . . ' ¢ X oo =
insemnind lungimea pasului in metrl, eu 2, rar namérul
de pasi facuti in 3 s, cu n, obtinem urmatoarea proportie:

3 600
= n

x = n-1000,

de unde 1200 z = 1000 si =« =%m, adicd aproximativ

80—85 cm. Este un pas relaliv mare; astfel de pasi fac
oamenii de staturd inalti. Dacd pasul nostru nu are
80—85 cm, trebuie si efectudim masurdtoarea vitezei mersu-
lui nostru cu ajutorul altui procedeu, calculind, pe ceas,
in cit timp parcurgem 4 m — distanta dintre doi 'stilpi
de pe marginea soselei.

APRECIEREA DIN OCHI A DISTANTELOR

Este pldcut si util totodata si stim nu numai s& misurim
distantele fira a folosi lantul de m#surat, cu ajutorul pasi-
lor, dar s& si le apreciem din ochi, fird misuritoare. Aceasta
deprindere se poate cistiga numai prin exercitiu. In anii
de scoald, cind faceam vara excursii cu un grup de prieteni
in afara orasului, asemenea exercitii erau un lucru obisnuit.
Ele luau forma unui sport original, inventat de noi — aceea
a unui concurs: cine apreciazd mai precis din ochi. Iesind
pe drum, alegeam un copac oarecare de lingid drum sau alt
obiect depirtat si concursul incepea.

— Citi pasi sint pind la copac? — intreba unul dintre
participantii la joc.

Ceilalti spuneau numdirul de pasi parcurs si apoi cu totii
impreund numdram pasii, pentru a vedea care din ei apre-
ciase mai bine distanta: acesta era cigtigdtorul. Atunci
venea rindul lui sd aleagd obiectul a cirui departare trebuia
s-o apreciem din ochi.

Cine aprecia distanta mai precis decit ceilalti obtinea un
punct. Dupd 10 aprecieri se socoteau punctele: cel care obti-
nea cel mai mare numir de puncte se considera cistigdtorul
competitiei.

Mi-aduc aminte cd la inceput cu totii apreciam distantele
cu greseli destul de grave. Dar foarte curind — mult mai
curind decit ne-am fi putut inchipui — ne-am perfectionat
atit de mult in arta de a evalua distantele din ochi, incit
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greseam foarte putin. Numai la o schimbare brusci de
decor, de exemplu, la trecerea de pe un cimp pustiu intr-o
rariste sau intr-o poiand plind de mérdcinis, sau la reintoar-
cerea in strizile inguste si pline de praf ale orasului, precum
si noaptea, la lumina ingeldtoare a Lunii, ne mai prindeam
unii pe altii facind erori grave. Pe urma insi, ne-am obis-
nuit sd ne adaptam repede la orice situatie, {inind seama
de ea in gindul nostru in timp ce evaluam dlstanta din ochi.
In cele din urma , grupul nostru a ajuns la o asemenea perfec-
tiune in ceea ce privea aprecierea din ochi a distantelor, ci
a trebuit sd renuntdm cu totul la acest sport: toti ajunseseré
la fel de iscusiti in aceastd privinta si competltule isi pier-
dusers interesul. In schimb, cxstxgasem deprmderea de a
aprecia exact din ochi dlstantele, deprindere ce ne-a fost
de folos in timpul peregrinéri]or noastre in afara orasului.

Este interesant cd aprecierea din ochi a distantelor pare
sé nu depinda de agerimea védzului. In grupul nostru era un
bidiat miop, care nu numai cd nu riminea in urma celorlalti
in ce priveste exactitatea aprecierii din ochi a distantei,
dar uneori chiar iesea si invingitor in competitii. Din contrd,
alt biiat, cu o vedere complet normald, nu putea si deprindd
de loc arta aprecierii din ochi a distantelor. Ulterior, am
observat acelasi lucru si cind era vorba de aprecierea din
ochi a indltimii arborilor: efectuind cu studentii exercitii
de acest fel — de astd datd nu ca o joacd, ci pentru nevoile
impuse de viitoarea profesiune — am observat cd miopii
reuseau si-si insuseascd aceastd artd nu mai riu decit cei-
lalti. Aceasta poate fi 0 consolare pentru miopi: fird a avea
o prea mare agerime a vizului, sint totusi capabili sa-gi
dezvolte deprinderea de a aprecia distantele intr-un mod
pe deplin satisficitor.

Exercitiile de apreciere din ochi a distantelor pot fi efec-,
tuate in orice anotimp al anului si in orice situatie. Mergind
pe strizile orasului, putem sd ne punem problema de apre-
ciere din ochi a distantelor, ciutind s ghicim citi pasi sint
pind la cel mai apropiat felinar sau pind la un alt obiect
oarecare din drumul nostru. In felul acesta, pe vreme rea,
timpul in care stribatem strdzile pustii va trece pe nesimtite.

Militarii dau multi atentie aprecierii din ochi a distante-
Jor: deprinderea de a aprecia exact distantele este necesard
atit cercetasului, cit si puscasului si artileristului. Este
interesant si cunoastem acele criterii pe care le folosesc el
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in practica aprecierii din ochi a distantei. Iati citeva obser-
vatii dintr-un manual de artilerie:

»Distantele pot fi apreciate din ochi in doud feluri: fie
dupi gradul de claritate cu care se viid obiectele situate la
depirtari diferite de locul unde se giseste observatorul, fie
luind drept termen de comparatie o distantd de 100—200 de
pasi cu care ochiul este deprins §i care pare cu atit mai mic§,
cu cit se afld mai departe de observator.

La aprecierea distantelor dupd gradul de claritate al

obiectelor vizibile, trebuie s& avem in vedere c obiectele
luminate sau care ies mai tare in evidentd datoritd culorii
lor, fatd de terenul sau apa ce le inconjurd, creeazi impresia
cd se afld la o distantd mai mic# ; de asemenea, par mai apro-
piate si obiectele ce se afld la o inidltime mai mare decit
celelalte, precum s§i grupuri de obiecte, in comparatie cu
obiectele izolate, si, in genere, obiectele cu dimensiuni
mai mari.
. Ne putem c#lduzi dupd urmaitoarele criterii: ping la 50 de
pasi putem deosebi in mod clar ochii si gura oamenilor;
pind la 100 de pasi ochii par doud puncte distincte ; pind la
200 de pasi se mai pot distinge nasturii si amédnuntele uni-
formei; la 300 de pasi se mai vede fata omului; la 400 de
pasi se mal observd miscarea p1c1oarelor la 500 de pasi se
mai vede culoarea uniformei®.

In asemenea aprecieri un ochi mai experimentat face o
eroare de cel mult 109, din distanta apreciatd. ,

Se pot ivi, totusi, cazuri cind eroarea ficutd in aprecierea
din ochi a dlstantelor este mult mai insemnatd. In primnul
rind, aceasta se poate intimpla la aprecierea distantelor de
pe o suprafatd netedd si de aceeasi culoare. Pe suprafata
unui riu sau a unui lac, pe un teren neted si nisipos sau pe
un cimp cu iarbd deasd, distanta ne pare intotdeauna mai
micd decit cea reali — de doud ori mai mici sau chiar mai
mult. In al doilea rind, sint pe deplin posibile erori atunci
cind se apreciazd distanta pind la un obiect a cdrui bazj este
ascunsid de terasamentul ciii ferate, de un deal, de o con-
structie sau, in general, de o inil{ime. In astfel de cazuri
considerdm fird si vrem cd obiectul nu se afld in spatele
acestei indltimi, ci deasupra ei si, prin urmare, facem din
nou o eroare in sensul micgordrii distantei apreciate (fig. 75
gi 76).
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76. Urcindu-te pe deal, vezi c¢a pind la arbore

mai este o distand egald cu cea parcursd.
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[n astfel de cazuri este riscant si ne bazim pe aprecicred
din ochi gi trebuie sd recurgem la alte metode de apreciere
a distantelor, despre care am mai vorbit $i vom mai vorbi
si mai departe.

PANTELE

De-a lungul terasamentului ciii ferate putem observa, in
afard de stilpii ce indicd kilometrii, si alti stilpi nu prea
inalti, purtind inscriptii care rimin neintelese pentru multi
s1 care se pot citi pe niste scindurele bitute oblic, de felul
celor ce se vid in figura 77.

Acestia sint ,indicatori de panti“. La cel dintii, de exem-
plu, numirul aflat in partea superioard a inscriptiiei, adica
0,002 aratd cd panta ciii ferate (pozitia scindurelei ne indica
directia pantel) este acolo egald cu 0,002: calea feratd urcd
sau coboard cu 2 mm la fiecare 1000 mm. Numérul 140, care
se afld in partea de jos a inscriptiei, aratd cd aceastd panta
se intinde pe o distantd de 140 m, dupa care urmeazi un alt
indicator cu insemnarea noii pante. Cea de-a doua scinduric§,
cu inscriptia 0—’50—5%, aratd cd pe o distantd de 55 m calea
feratd urcd sau coboard cu 6 mm la fiecare metru.

Cunoscind semnificatia indicatorilor de pantd, putem
calcula cu ugurintd diferenta de indltime ce existd intre doua
puncte ale ciii ferate, unde se afld aceste semne. In primul
caz, de exemplu, diferenta de indltime este egald cu
0,002 140 = 0,28 m, iar in cel de-al doilea va fi egald cu
0,006 x55 = 0,33 m.

0002 0,006
140 55

Fig. ©7. Indicatori de panta.

Dupd cum se vede, in practica feroviarilor panta ciii
ferate nu se socoteste in grade. Este insd usor sd transfor-
mim indicatiile caracteristice cdii ferate, in grade. Daca
AB (fig. 77) va fi linia de cale feratd, iar BC — diferenta
de indltime dintre punctele A si B, inclinarea liniei de
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cale feratd AB fald de linia orizontald AC va [i reprezen-
tatd pe stilp prin proportia f-;; Intrucit unghiul A este

foarte mic, putem considera AB si AC ca raze ale unui
cerc al cdrei arc este BC'. Atunci calcularea unghiului 4,
dacd se cunoaste raportul BC:AB nu va prezenta nici o
dificultate. Cind avem o inclinare, de exemplu, reprezen-
tatd prin 0,002, vom rationa in felul urmitor: cind avem
lungimea unui arc egala cu 1/57 din razi, unghiul va fi
de 1° (vezi p. 83); ce unghi va corespunde arcului de 0,002
din razd? Aflim marimea lui 2 din urmitoarea proportie:

I =

z:1°=0,002: =,

(1}
<1

de unde z = 0,002 x 57 = 0,11°,

adicd aproximativ 7' .

La ciiile ferate se admit numai pante extrem de mici. In
U.R.S.S. se admite o pantd maximi egald cu 0,008, adici
in grade aceasta ar fi 0,008 x 57 si reprezintd mai putin de
jumdtate de grad ; aceasta este panta maximi. Numai pentru
calea feratd din Transcaucazia se admit, sub form# de excep-
tie, pante ce merg pind la 0,025, care corespund, in grade,
aproape cu 1 1/,°. Pante atit de neinsemnate nici nu le obser-
viam. Un pieton incepe sd simtd inclinarea terenului de sub
picioarele sale doar atupci cind panta trece de 1/,,, ceea ce,

. < (57 .y . .
in grade inseamna (Z) » adicd aproximativ 2'/,°.

Dupi ce am parcurs citiva kilometri pe calea ferati si am
notat indicatiile de pantd observate, vom putea calcula cu
cit am coborit sdu am urcat in acest rastimp, cu alte cuvinte,
care este diferenta intre iniltimea punctului inifial §i a
celui terminal.

1 Unor cititori le va pirea, poate, inadmisibil sii considere linia
inclinatii 4 B egald cu orizontala AC. kste instructiv si ne convingem
cit de mica este diferenta dintre lungimea AC si AB, cind BC repre-
zintd, de exemplu, 0,01 din A B. Dupa teorema lui Pitagora, avem:

AC = VA B — (A_Bf = 10,0999 ABE — 0,99995 AB
100

Diferenta de lungime reprezinti doar 0,00005 din 4B. Desigur cd
pentru calcule aproximalive o asemenca eroare estc admisibila.
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Problemi

Ne-am inceput plimbarea de-a lungul terasamentului ciii

ferate de la un stilp cu un indicator de pantd (urcare) de
M’-gi am intilnit mai departe urmitoarele semne:

153
orizontal®  urcare urcare orizontal  coborire
0,000 0,0017 0,0032 0,000 « 0,004
60 86 121 PR 210

Ne-am terminat plimbarea la indicatorul de pant urmai-
tor. Ce distantd am parcurs si ce diferentd este intre inil-
timea primului §i a ultimului indicator?

Rezolvare

In total s-au parcurs:
153 + 60 + 84 + 121 445 4210 = 673 m
Ne-am urcat cu
0,004 x 153 40,0017 x 84 40,0032 x 121 =~ 1,15 m,
§i am coborit cu

0,004 x 210 = 0,84 m

Prin urmare, ne aflim, fatd de punctul initial, la o inil-
time mal mare cu

1,55 — 0,84 — 0,31 m — 31 cm.
GRAMEZI DE PIETRIS

Grimezile de pietris aflate la marginea soselelor reprezinta,
de asemenea, un obiect demn de atentia celui care se ocupa
cu ,geometria in aer liber“. Puneti-vd intrebarea ce volum
are grimada aflatd in fata dv., s1 astfel aveti o problema
geometricid destul de complicati-pentru un om obignuit
sd biruie dificultatile matematicii numai pe hirtie sau pe
tabla din clasd. Va trebui si calculati volumul unui con,
ale cdrui indl{ime i razd sint inaccesibile pentru o mésura-

1 Semnul 0,000 reprezintd un sector orizontal de cale ferati.
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toare directd. Dar nimic nu v3 impiedicd sd stabiliti m&ri-
mea lor intr-un mod indirect. Veti afla raza masurind cu
ruleta sau cu un snur circumferinta bazei si impartind?!
lungimea ei la 6,28.

Problema este mai dificild in ce priveste indl{imea: va
trebui (fig. 78) s méisurati lungimea generatoarei AB, asa

Fig. 78. La problema referitoare la grimada de pietris.

cum procedeazd brigadierii de cale ferat, si mdsurati deo-
datd lungimea ambelor generatoare ABC (aruncmd panglica
de misurat peste virful gramezii), apoi, cunoscind raza bazei
sd calculati BD dupd teorema lui Pitagora. Si analizim
un exemplu.

Problemi

Circumferinta bazei unei gramezi conice de pietris este de
12,1 m; lungimea celor doud generatoare care formeazd
conul este 4,6 m. Ce volum are gramada?

Rezolvare

Raza bazei grimezii este egala cu
12,1 x 0,159 (in loc de 12,1 : 6,28) = 1,9 m.

t in practicd, aceastd operatie este inlocuitd prin inmuliirea cu
numirul invers 0,318, dacd vrem si aflam diametrul i cu 0,159,
daca vrem si calenlim raza.
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Insltimea este egald cu

V2,32 —=1,92 ~ 1,3 m,

de unde volumul grimezii este de

%‘x 304 x 1,9 x 1,3 ~.4,9 md.

UN ,MINDRU DEAL"

Cind privesc gramezile conice de pietris sau de nisip imi
‘amintesc vechea legendd orientald pe care ne-o povesteste
Pugkin in Cavalerul avar:

Am citit cindva,

Ca-n vremuri de demult un imparat ceru
Ostenilor si-aduca fiecare

O mind de pdmint intr-o grimadi

Si-un mindru deal s-a inil{at — iar imparatul
Putea privi din virf cu bucurie.

Si vaile cu corturile albe

$i marea strabdtutd de cordbii.

Aceasta este una dintre acele putine legende care, cu toati
aparenta lor veridicitate, nu contin nici un grdunte de adevar.
Se poate dovedi, cu ajutorul calculelor geometrice, ca dacd
un oarecare despot din vechime ar fi dorit sd realizeze un
astfel de proiect, el s-ar fi descurajat in fata rezultatului
mizer: in fata luis-ar fi indltat o gramé&joar atit de neinsem-
natd de pidmint, incit nici o imaginatie n-ar fi putut s-o
umfle pind la acel legendar ,mindru deal“ despre care vor-
beste poetul.

53 facem un calcul aproximativ. Citi osteni putea sa aibd
un impdrat din vechime? Armatele din vechime nu erau
atit de numeroase ca in timpurile noastre. O armati de
100 000 de oameni era extrem de insemnatd ca numdr. S&
ne oprim la aceastd cifri. Sd presupunem astfel ca dealul
s-a format din 100 000 de pumni de pdmint. Luati un pumn
de piamint cit puteti cuprinde si turnati-] intr-un pahar:
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nu-1 vet1 umple. Noi vom presupune ca pumnuli osteanului
din vechime era egal ca volum, cu 1/5 1 (dm3). De aici se
calculeazd volumul dealului:

L % 100 000 = 20 000 dm® = 20 m?

Prin urmare, dealul reprezenta un con cu un volum ce nu
depigea 20m3 . Acest volum modest e de ajuns ca si ne dez-
amigeascd. Sd continudm insd calculele, pentru a stabili
indltimea dealului. Pentru aceasta trebuie si stim ce unghi
formeazd generatoarele conului cu baza lui. In cazul nostru
il putem presupune egal cu unghiul format de panta natu-
rald, adicd de 45°: nu putem admite inclindri mai abrupte,
deoarece pamintul ar fi inceput si se risipeascd (si mai
verosimil ar fi chiar si ludm o inclinare §i mai lind, de
exemplu, de 1 : 1,5). Oprindu-ne la unghiul de 45°, deducem
cd indltimea unui astfel de con este egald cu raza bazei sale;
prin urmare:

3
de unde
3150,
= '/ﬁz 2,7 mm.
™

Trebuie s& ai 0o imaginatie foarte bogatd pentru ca si poti
numi o grdmadi de padmint de 2,7 m (1!, din in#ltimea unui
om) ,un mindru deal“. Ficind calculul pentru cazul unei
pante si mai line, am gési un rezultat si mai modest.

Atila avea oastea cea mai numeroasd pe care a cunoscut-o
lumea anticd. Istoricii o apreciazi ca fiind de 700 000 de
oameni. Dacd toti acesti osteni ar fi participat la iniltarea
dealului, s-ar fi format o grimad4 mai inalt decit cea cal-
culatd de noi, dar nu cu prea mult, deoarece volumul ei ar
fi fost de sapte ori mai mare decit al dealului nostru, asa ci
indltimea lui ar fi fost mai mare decit indltimea gramezii
doar de [//7, adic de 1,9 ori. Ea ar fi fost egald cu 2,7x
x1,9 == 5,1 m. Este indoielnic faptul ci o movila de aceste
dimensiuni ar fi satisficut ambitiile lui Atila.

Desigur cd de la aceastd indltime neinsemnatd era usor
sd vezi ,cimpul acoperit de corturi albe“, dar s& privesti
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marea ar fi fost posibil numai daci lucrurile s-ar fi petrecut
nu prea departe de tirm.

Cit de departe se poate vedea de la o indltime sau alta
vom ardta in capitolul VI.

LA CURBURA DRUMULUI

Nici soseaua, nici calea feratd nu cotesc prea brusc, ci
au treceri line de la o directie la alta — treceri fird linii
frinte, ci in form& de curbd. Aceastd curbi este, de obicei,
o parte dintr-o circumferintd situatd in asa fel, incit segmen-
teledrepteale drumuluisint drepte tangente laea. Deexemplu
in figura 79, segmentele drepte AB si CD ale drumului sint
unite prin curba BC in aga fel, incit AB si CD sint tangente

la aceastd curbd in punctele B si C; AB formeazi un unghi
drept cu raza OB, iar €D tot un unghi drept cu raza OC.
Aceasta se face, desigur, pentru ca drumul si treacd lin de la
partea dreaptd in portiunea curbatd si invers.
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De obicei, se ia o razd de curburi a drumului foarte mare —
la cdile ferate nu mai micd de 600 m; dar raza cea mai obis-
nuitd pentru curbele de pe principalele artere de cale ferata
este de 1 000 si chiar 2 000 m.

RAZA DE CURBURA

Stind in apropierea uneia din aceste curbe putem oare s
stabilim maérimea razei sale? Lucrul nu este atit de simplu,
ca aflarea razei unui arc de cerc desenat pe hirtie. Intr-un
desen, lucrul este simplu: ducem dou# coarde oarecare si
din mijlocul lor ridicdm perpendiculare; in punctul lor de
intersectie se afld, dupd cum se stie, centrul arcului; distan-
ta lui pind la un punct oarecare de la linia curbi este lungi-
mea necunoscutd a razei.

Ar fi insd, desigur, foarte incomod si facem o asemenea
constructie pe teren, cici centrul curbei se afli la o distanti
de 1—2 km de drum, adesea intr-un loc inaccesibil. S-ar
putea efectua aceastd constructie pe un plan, insd ridicarea
planului curbei nu este nici ea o treabd prea ugoara.

Toate aceste dificultiti pot fi in-
ldturate daci recurgem nu la con-
struirea, c¢i la calcularea razei.
Pentru aceasta putem folosi urmé-
torul procedeu. S& completim in
gind arcul AB al curbei pini se
formeazd cercul intreg (fig. 80).
Unind doud puncte oarecare C si D
de pe arcul curbei, misurdm coarda
CD, precum i ,sdgeata“ EF (adici
indltimea segmentului CED). Dupi
aceste date nu va fi greu si calcu- Fig. 80. La calculul razei
lim lungimea necunoscuti a razei. de curburd.
Considerind dreptele CD si diame-
trul cercului drept coarde secante, notdm lungimea coardei
cu a, lungimea sdgetii cu 2 §i raza cu R; vom avea:

i‘;-‘=h(21% — k),
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de unde
% = 2Rh — R?

si raza necunoscutd va fil

R TR
8h

- De exemplu, cind avem o sigeatd de 0,5 m si coarda de
48 m, raza necunoscutd va fi

- 48% 4 4 x 0,5°

R = ~ 580 m.
8 X 0,5

Acest calcul poate fisimplificat, daca considerdm 2R —h =
= 2R — aproximatie pe care ne-o putem permite, deoarece
h este extrem de mic in comparatie cu R (cdci R repre-
zintd sute de metri, iar 2 doar unitdti). Atunci obtinem
o formuld aproximativd extrem de comodd pentru calcule:

Dacd o aplicim in cazul examinat mai sus, obtinem
aceeasi dimensiune:

R =~ 580.

Calculind lungimea razei de curburd si cunoscind, in
afar3 de aceasta, ci centrul curbei se afld pe o perpendicu-
lard la mijlocul coardei, putem insemna, in mod aproxima-
tiv, si locul unde trebuie si fie situat centrul pirtii curbe
a drumului.

Daci pe terasamentul de cale feratd sint gine, atunci afla-
rea razel de curburd se simplifici. Intr-adevir, intinzind o

1 Acelasi rezultat ar putea fi obtinut si pe o altd cale, si anume
din triunghiul dreptunghic COF, unde OC =: R,CF —= —,OF = R -- h.
Dupi teorema lui Pitagora

' R = (R-w+ (1)

3

ral:

de unde
R = R'~’—2Rh+h"’-+%.

a2 + hh2
R
sh
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sfoard care si fie tangentd la gina interioar¥, obtinem o
coardd a arcului format de sina exterioard a cirei sigeatd &
(fig. 81) este egald cu litimea cdii ferate, adicd cu 1,52 m.

Fig. 81. La caleulul razei de curburd a cdii ferate.

Raza de curburd in acest caz (daci a este lungimea coardei)
va fi aproximativ egald cu
a? a?
Tex 152 12,2
Dacd a = 120 m, raza de curburd va fi egald cu 1 200 m?.

FUNDUL OCEANULUI

De la curbura drumului la fundul oceanului este un salt
care poate s pard prea neasteptat sau, in orice caz, este mai
greudeinteles din capul loculul. Geometria leagd insd ambele
teme intr-un mod extrem de firesc.

! In practicd, acest procedeu are neajunsul ci din cauza razei prea
mari de curburi, sfoara pentru coardd trebuie si fie foarte lunga.
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Aici este vorba despre curbura fundului oceanului, gi
anume de forma pe care o are aceastd curburd: concavi,
plani sau convexd. Fird indoiald cd multora le va pirea
neverosimil faptul cid oceanele, cu toati adincimea lor
imens#, nu reprezintd de fel depresiuni pe suprafata globului
terestru; dupd cum vom vedea acum, fundul lor nu numai
cd nu este concav, dar e chiar convex. Considerind oceanul

B

Fig. 82. Este oare fundul ocea-
nulut plan?

ca fiind ,fird fund si fird tir-
muri“, noi uitim c# ,nemirgi-
nirea“ lui este de multe sute
de ori mai mare decit imensa
lui adincime, c& stratul de
apd al oceanului se intinde pe
mari depdrtiri si, desigur, re-
petd curbura planetei noastre.

S ludm, de pildd, Oceanul
Atlantic. Litimea lui in apro-
piere de ecuator constituie
aproximativ a gasea parte din
circumferinta totald. Daci cer-
cul din figura 82 este ecuatorul,
atunci arcul ABC reprezintd
suprafata Oceanului Atlantic.

Dacd fundul lui ar fi plan, atunci adincimea ar fi egali cu
CD, sigeata arcului ACB. Stiind ci arcul' AB = 1/6 din
circumferintd si, prin urmare, coarda 4B este latura unui
hexagon regulat inscris (care, dupd cum se stie, este egald
cu raza R a cercului), putem calcula CD din formularezul-
tatd anterior pentru curbura drumului:

2
R=%,
8h
de unde
e 2
8R

Stiind c8 a = R, obtinem in cazul de fata:

h=

R

Cum R = 6400 km, vom avea:
h = 800 km,
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Asadar, pentru ca fundul Oceanului Atlantic si fie plan,
adincimea Iui maximi ar trebui si atingd 800 km. In reali-
tate insd, ea nu atinge nici 10 km. De aici rezultd o conclu-
zie directd: fundul acestui ocean reprezintd, in ce priveste
forma sa generald, o convexitate doar ceva mai putin curbata
decit convexitatea suprafetei sale.

Aceasta se referd si la alte oceane: fundul lor reprezinti
pe suprafata terestrd un loc de curburd redusé, aproape fira
a contraveni formei ei sferice generale.

Formula noastrd pentru calcularea razei de curburd a
drumului aratd cd cu cit un bazin de api va fi mai mare,
cu atit fundul lui va fi mai convex. Examinind formula

a’ . : % 5 < oy
h = R’ vedem imediat cd pe misurd ce creste ]itimea a

a oceanului sau a mirii, adincimea lui & trebuie — pentru
ca fundul si fie plan — sd creascd extrem de repede, pro-
portional cu pitratul ldtimii a. Cu toate acestea, la trecerea
de la bazine de apd mai putin intinse la altele mai mari,
adincimea nu cregte de fel intr-o progresie atit de vertigi-
noasi. Oceanul este mai lat decit o mare oarecare, si pre-
supunem, de 100 de ori, dar nu este mai adinc decit ea de
100 x 100, adicd de 10 000 de ori. Din aceastd cauzi, bazi-
nele relativ mici au fundul mai concav decit oceanele. Fun-
dul Mirii Negre, intre Crimeea §i Asia Micd, nu este convex,
ca la oceane, nu este nici mdcar plan, ci putin concav.
Suprafata apelor acestel méiri reprezintd un arc de aproxi-

. . 1 . . . I .
mativ 2° (mai exact, de o din circumferinta Pdmintului).

Adincimea Mirii Negre este destul de uniformi si egald cu
2,2 km. Egalind in cazul de fati arcul cu coarda, vom afla
cd marea cu fund plan ar trebui si aibd adincimea cea mai
mare de:

= 20000 _ 44 km.
1702 X 8R
Prin urmare, intr-adevir, fundul Marii Negre se afli cu
mai bine de 1 km (2,2—1,1) mai jos decit suprafata plani
imaginatd dusd prin punctele extreme ale {irmurilor ei opuse,
adicd reprezintd o concavitate si nu o convexitate.
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EXISTA OARE MUNTI DE APA?

Formula rezultatd anterior pentru calculul razei de curburg
aunui drum ne va ajuta si rispundem la aceastd intrebare.

Problema anterioari ne-a pregitit deja pentru acest ris-
puns. Munti de apa existd, dar nu in sensul fizic, ci in cel
geometric al acestor cuvinte. Nu numai ci fiecare mare, dar
chiar fiecare lac reprezinti, in oarecare misurd, un munte
de apd. Cind ne aflim pe malul unui lac, convexitatea
apei ne separd de punctul opus al malului, inil{imea conve-
xitatii fiind cu atit mai mare cu cit lacul este mai lat.
Aceastd indltime poate fi calculatd: din formula R =:—h
avem valoarea sdgetii & = é‘%; aici a este distanta dintre

maluri in linie dreaptd, care poate fi egalatd cu litimea
lacului (coarda egalatd prin aproximatie cu arcul). Dacd
aceastd litime este, si presupunem, de 100 km, atunci
indltimea ,,muntelui“ de apd va fi:

10000
T8 x 6400

Un munte de apd de o indltime respectabild!

Chiar un lac nu prea intins cu o litime de 10 km, inalts
virful convexititii sale, la o iniltime de 2 m, deasupra li-
niei drepte ce-i uneste
malurile, adici la o indl-
time mai mare decit
aceea a omului.

Avem ins3 dreptul si
numim aceste suprafete
convexe de api ,,munti“?
Desigur, in sens fizic,
nu: ele nu se inaltd dea-
supra orizontului, prin
urmare sint suprafete

o plane. Ar fi gresit sd
Fig. 83. ,Muntele de apd‘. considerdm cd dreapta
AB (fig. 83) este o
linie orizontald (in reprezentarea unui om ce se afld in punc-
tul A), deasupra cireia se inaltd arcul ACB. Linia ori-
zontald nu va fi AB, ci ACB, ce coincide cu suprafata liberd
a apei linistite. Dreapta ADB va fi oblicd la linia ori-

= circa 200 m.
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zontului: 4D merge oblic ,in jos“, sub suprafata terestrd,
pind la punctul D, care este punctul ei cel mai adine si
apoi ,se ridicd in sus“ din nou, iesind deasupra marii (sau
de sub apd) in punctul B. Dacd de-a lungul dreptei AB
ar fi instalate niste tevi atunci o bild situatd in punctul
A, nu s-ar mentine aici, ci s-ar rostogoli (dacd peretii tevii
sint netezi) pina la punctul D si de aici, in virtutea inertiei,
»ar urca“ pind la punctul B; dar ea n-ar reusi si se mentini
aici si s-ar rostogoli inapoi la D, apoi ar fugi pind la A,
dupé care din nou s-ar rostogoli in jos s.a.m.d. O bild ideal
de netedd pe o teavid perfect netedd (3i in absenta aerului
ce impiedicd miscarea) s-ar rostogoli astfel incolo §i incoace
la infinit...

Asadar, cu toate cd ochiului ii pare (fig. 83), cd ACB
este un munte, in semnificatia fizicd a cuvintului, aici este
un loc neted. Muntele — dacid doriti — existdi numai in
sensul geometric.



Capitolul VvV

TRIGONOMETRIE DE MARS FARA FORMULE §I TABELE

CALCULAREA SINUSULUI

In acest capitol se va arita cum se pot calcula laturile
unui triunghi cu o exactitate de pind la 29si unghiurile
cu o precizie de pind la 1°, folosind numai notiunea de
sinus i fard a recurge la tabele sau formule. O astfel
de trigonometrie simplificatd care ne poate fi de folos
in timpul unei plimbéari in afara oragului, cind n-avem la
indemind tabele, iar formulele trigonometrice aproape ci
le-am uitat. Robinson ar fi putut si foloseascd cu succes
aceastd trigonometrie pe insula sa.

Asadar, imaginati-vd cd incd nu ati studiat trigonometria
sau cd ati uitat-o in intregime, — situatie pe care unii din-
tre cititori gi-o pot inchipui, probabil, cu usurinti. S& facem
din nou cunostintd cu ea. Ce inseamna sinusul unui unghi
ascutit? Acesta este raportul dintre cateta opusd unghiului
respectiv si ipotenuza triunghiului format prin intersectia
unghiului cu o perpendiculard la una din laturile sale. De

.. . . . . ED
exemplu, sinusul unghiului « (fig. 84) va fi 2% sau £2 sau
AB AD
- cr - 5
DE” sauBY . Este ugor de observat cd, in urma asemé-
AD’ AC’

nirii triunghiurilot care s-au format aici, toate aceste
rapoarte sint egale intre ele. Cu ce vor fi egale sinusurile
diverselor unghiuri de la 1 pind la 90°? Cum si aflim
aceasta, dacd nu avem tabele la indemina? Extrem de simplu:
ne vom alcitui singuri tabelul de sinusuri. De aceasta ne
vom ocupa acum in cele ce urmeazi.

Vom incepe cu acele unghiuri ale céror sinusuri ne sint
cunoscute din geometrie. Vom considera inainte de toate
unghiul de 90°, al cdrui sinus este evident egal cu 1. Apoi
unghiul de 45°, al c#rui sinus este usor de calculat dupd

teorema lui Pitagora; el va fi egal cuL?, adici cu 0,707.

Mai cunoastem si valoarea sinusului de 30°; deoarece cateta
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ce ge opune unul astfel de unghi este egdld ctt jumitatea
ipotenuzei, rezultd sin 30° = 1/2.

Asadar, cunoastem smusurlle (care se noteazd cu sin) a
trei unghmn

sin 30° = 0,5,
sin 45° = 0,707,
sin 90° = 1.

Desigur cd aceasta nu este suficient pentru rezolvarea
problemelor de geometrie; este necesar si cunoastem sinu-

8 E E'" ¢’

Fig. 84. Ce este sinusul unui unght ascutit?

surile tuturor unghiurilor intermediare, cel putin din grad
in grad. Pentru unghiurile foarte mici la calcularea sinusu-
rilor putem lua, in locul raportului dintre catetd si ipote-
nuzd, raportul dintre arc gi razd fard a face o eroare prea

mare: din figura 84 (dreapta) se vede cd raportul f% diferd

foarte putin de raportul —B Iar ultimul raport este usor

de calculat. De exemplu, pentru un unghi de "1°, arcul

BD = 2%%, unde = = 3,14159... si, prin urmare, sin 1°

il putem considera egal cu:

2R T 0,0175.
360R 180

In acelagi mod aflim: -
sin 2° = 0,0349,
sin 3° = 0,0524,
sin 4° = 0,0698,
sin 5° = 0,0873.
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Trebuie si vedem insd cit de departe putem continua
acest tabel fird a face o eroare prea mare. Daci am calcula
dupa acest procedeu pe sin 30° am obtine 0,524 in loc de
0,500: dlferenta ar fi deja in zecimala a doua §1 eroarea

ar fi de500 » adicd aproximativ 59%,. Aceasta este o eroare

prea grosoland chiar pentru nepretentioasa trigonometrie
de mars. Pentru a gési limita

8 pind la care este admisibil
1 sd ducem calculul sinusurilor
dupd procedeul aproximativ
ardtat, si ne strdduim si
aflam, in mod exact, sin 15°.
1 Pentru aceasta sa folosim
=D urmitoarea constructie nu
Fig. 805. Cum se calculeazd prea complicatd (fig. 85). Sa
sin 15°7 presupunem ci sin 15° =—§—E-
S# prelungim BC pe o distanti egalé cu ea pind in punctul D.
Unind A4 cu D obtinem doud triunghiuri egale 4 DC si ABC,
in care unghiul BAD = 30°. Si ducem pe AD perpendicu-

lara BE; se va forma triunghiul dreptunghic BAE, cu un-

ghiul BAE egal cu 30°, deci BE ==A—2B- Calculam AE

din triunghiul ABE dupd teorema lui Pitagora:
AB r: 3 4B,
2

AE? = ABZ—(

AE = l,3 = 0,866 AB.
Prin urmare, ED = AD — AE = AB — 0,856 AB =
= 0,134 AB. Acum, din triunghiul BED calculim BD:
BD:—= BE* + ED?* = (if-*)z + (0,134 AB)® = 0,268 AB,

BD =]0,268 AB* = 0,518 AB.
Jumitate din BD, adicd BC, este egald cu 0,259 A B, prin
urmare, sinusul necunoscut va fi:
BC 0,259 AB — 0’259.
AB AB

Aceasta este valoarea din tabele a lui sin 15°, dacd ne
limitdm la trei cifre. Iar valoarea lui aproximativa, pe care

sin 15° =
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am gésit-o cu ajutorul procedeului anterior, era egald cu
0,262. Comparind valorile:

0,259 si 0,262,
vedem cd, limitindu-ne la doud cifre, vom obtine:
0,26 si 0,26,

adicd rezultate identice.

Eroarea care s-a produs la inlocuirea unui rezultat mai
exact (0,259) prin unul aproximativ (0,26) este de 1/1 000,
adicd aproximativ de 0,4%,. Aceasta este o eroare admisi-
bild pentru calculele efectuate in mars si, prin urmare, sinu-
surile unghiurilor de la 1 pind la 15° pot fi calculate dupii
metoda noastrd aproximativa.

Pentru intervalul dintre 15 si 30° putem calcula sinusurile
cu ajutorul proportiilor. Si rationdm in modul urmitor.
Diferenta dintre sin 30° si sin 15° este 0,50—0,26 = 0,24.
Prin urmare, putem admite ci la fiecare crestere a unghiului

cu 1° sinusul lui creste aproximatjv 1/15 din aceastd dife-
24

o - 0, . . .
rentd, adicd cu = 0,016. Riguros vorbind, lucrurile
nu stau chiar aga, insd abaterea de la regula aritati
se manifestd abia in zecimala a treia pe care o neglijim.
Asadar, adiugind succesiv mirimea 0,016 la sin 15°, obti-
nem sinusurile unghiurilor de 16°, 17°, 18°:

sin 16° = 0,26 + 0,016 = 0,28,
sin 17° = 0,26 + 0,032 = 0,29,
sin 18° = 0,26 + 0,048 = 0,31,

sin 25° = 0,26 + 0,16 = 0,42 etc.

Toate aceste sinusuri sint exacte pind la primele dous
zecimale, adicd au o exactitate suficientd pentru scopurile
noastre: ele diferind de sinusurile reale cu mai putin de
jumitate din valoarea ultimei cifre.

Aceeasi metodd se intrebuinteazi la calcularea sinusurilor
unghiurilor din intervalul dintre 30° $i 45°. Avem sin 45° —
— sin 30° = 0,707 — 0,5,= 0,207. Impartind aceastd dife-
rentd la 15, vom cdpdta 0,014. Aceastd valoare o vom adiuga
succesiv la sin 30°; atunci vom obfine:

= 0,5+ 0,014 = 0,51,
sin 82° = 0,5 + 0,028 = 0,53,

sin 40° = 0,5 4+ 0,14 = 0,64 etc,
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Rimine doar si aflim sinusurile unghiurilor ascutite
mai mari de 45°. Pentru aceasta ne vom sprijini pe teorema
lui Pitagora. Sa presupunem c& vrem si aflim sin 53°,

adici (fig. 86) raportul j—z Deoarece unghiul B = 37°,

sinusul lui il putem calcula dupi metoda de mai sus: el va

fi egal cu 0,5 +7 x 0,014 = 0,6. Pe de altd parte, stim

cd sin B = Q.Agadar, — = 0,6,
AB AB

de unde AC = 0,6 x AB. Cu-

noscind AC, este usor si calculim
BC. Acest segment va fi egal cu
37° JAB*— AC*=|AB*— (0,6 AB)?=
= ABJ1—0,36=0,8 AB.

In general, calculul nu este greu,
insd este necesar sa gtim sa extra-
gem riddcinile patrate.

B

53° .
A ! ¢  EXTRAGEREA RADACINII PATRATE
Fig. 86. Calculul wunui ..
unghi ascugit dupd si- Modul de extragere al radécinilor
nusul lui. péitrate expus in cursurile de alge-

bra se uitd repede. Ne putem insa
lipsi de el. In manualele mele de geometrie am expus un
procedeu simplificat, din antichitate, pentru extragerea
radacinilor pédtrate cu ajutorul impartirii. Aici voi ardta
alt procedeu vechi, de asemenea, mai simplu decit cel
analizat in cursurile de algebra.
Presupunem ci trebuie si calculim )13. El este cu-
prins intre 3 si 4 si, prin urmare, este egal cu 3 plus o frac-
tie, pe care s-o0 notim cu z.

Asadar,
V13 =3 + 2,
de unde
13 =9 462 + 22.

Patratul fractiei = este o fractie micd, pe care o putem
neglija in primd aproximatie. Atunci vom avea:

13 = 9 + 0z,
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de unde .

6z = 4 si z=%=0,67.

Prin urmare, aproximativ, V13 = 3,67. Daci dorim s%
determindm valoarea rid&cinii intr-un mod si mai exact,

vom scrie ecuatia }/13 = 3% + y, unde y este o fractie
121 | 22 .
g tT3Y+v-

Neglijind y?, gdsim cd y este aproximativ egal cu — 52; =

micd, pozitivd sau negativid. De aici, 13 =

= — 0,06. Prin urmare, in a doua aproximatie J/13 = 3,67 —
— 0,06 = 3,61. A treia aproximalie se face cu ajutorul
aceluiasi procedeu.

Cu ajutorul procedeului obisnuit aritat in cursurile de
algebri am fi obtinut)/13, cu o precizie ptni la 0,01 — de
asemenea 3,61.

SA AFLAM UNGHIUL cuU A]UTéRUL SINUSULUI

Asadar, avem posibilitatea de a calcula sinusul oricirui
unghi de la 0 pind la 90° cu doud zecimale. Prin urmare,
necesitatea unui tabel gata intocmit cade de la sine. Pentru
calculele aproximative, putem totdeauna si ne alcdtuim,
dacd dorim, un astfel de tabel.

Pentru rezolvarea problemelor de trigonometrie trebuie
sd stim insa s&d efectudm gi operatia inversd, adicd s3 cal-
culam unghiurile fiind dat sinusul. Operatia nu este prea
complicatd. Si presupunem cd trebuie si gidsim un unghi
al carui sinus este egal cu 0,38. Deoarece sinusul dat este
mai mic decit 0,5, unghiul necunoscut este mai mic de 30°.
Insi el este mai mare de 15°, pentru ci sin 15°, dupd cum
stim, este egal cu 0,26. Pentru a afla acest unghi, care se
afla in intervalul dintre 15 si 30°, proceddm dup4 indicatiile
date la p. 137:

0,38 — 0,26 = 0,12,

012 - .
- k] Al

0,016
15° +7,5° = 22,5°,
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Prin urmare, unghiul necunoscut este aproximativ egal
cu 22,5°

Alt exemplu: si aflim unghiul al c#rui sinus este egal
cu 0,62:

0,62 — 0,50 = 0,12,

0,12
—_— = 8160$

0,014

30° + 8,6° = 38,6°.

Unghiul necunoscut este aproximativ egal cu- 38,6°.

In sfirsit, al treilea exemplu: si aflim unghiul al cirui
sinus este egal cu 0,91.

Deoarece sinusul dat se afld intre 0,71 si 1, unghiul necu-
noscut se va afla in intervalul dintre 45 si 90°. In figura 87,
BC este sinusul unghiului 4, dacd BA = 1. Cunoscind BC,
este usor si aflim sinusul unghiului B:

AC? =1 — BC*=1—0912 =1 — 0,83 = 0,17,
8 CAC =)0,17 = 0,42.

Acum vom afla valoarea unghiului

B, al cédrui sinus este egal cu 0,42;

dupd aceasta ne va fi usor si aflim

unghiul 4, egal cu 90° — B. Intrucit

0,42 este cuprins intre 0,26 si 0,5,

091 unghiul B se va afla in intervalul

dintre 15 si 30°. El se determind in
modul urmator:

0,42 — 0,26 = 0,16,

L 0,16
) — 1 0
A (4 0,016 o,
Fug. 87. Calculul sinu- X B = 15° +10° = 25°.
sulut unut unght mai .
mare de 45°. Prin urmare, unghiul 4A=90°—B=
= 90° — 25° = 65°.

Sintem deci pe deplin inarmati in vederea rezolvirii in
mod aproximativ a problemelor de trigonometrie, deoarece
stim sd aflim sinusurile in functie de unghiuri si unghiurile
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cu ajutorul sinusurilor, cu o exactitate suficienti pentru
nevoile excursiei.

Este oare sinusul suficient pentru rezolvarea acestor pro-
bleme? Oare nu vom avea nevoie si de celelalte functii tri-
gonometrice, ca cosinus, tangenti etc.? In cele ce urmeazs,
vom aréta, printr-o serie de exemple, c& pentru trigonometria
noastrd simplificatd ne putem limita pe deplin numai la
sinus.

INALTIMEA SOARELUI

Problemi

Umbra BC (fig. 88) liasatd de o prijind verticalda AB
de 4,2 m in#l{ime, are o lungime de 6,5 m. La ce indltime
se afld Soarele deasupra orizontului in acest moment, adica
cit de mare este unghiul C?

Rezolvare

Din figura 88 se vede usor cd sinusul C este egal cu

AC = VABE ¥ BC? = V4,28 16,5 = 7,74.

Din aceastd cauzi, si- N
nusul necunoscut va fi N

egal cu f—") = 0,55. -~
/y P
Dupd procedeul aritat 7
mai sus, aflim cd un-
ghiul respectiv este de S
33°. Iniltimea Soarelui s
deasupra orizontului este -
deci in conditiile pro- ¢
blemei noastre, de 33°, (,‘//\‘r

cu o e:Eactltate de pind Fig. 88. Determinarea indltimii Soa-
la jumitate de grad. relui deasupra orizontului.

B
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DISTANTA PINA LA INSULA

Problemi

Ritacind cu o busold in apropierea unui riu, ati observat
pe el (fig. 89) insulita A si doriti s& calculati distanta de la
ea pind la punctul B situat pe mal. Pentru aceasta, stabi-

A
V4
s 'ﬂ( ’ y
;‘,’."/1( v Wi ‘ r
L 47 "7//;35 187 m ’
A A

Fig. 89. Cum sd calculdm distanfa pind la insuld?

liti cu ajutorul busolei mirimea unghiului ABN, format
de dreapta BA cu directia sud-nord (SN). Apoi méisurati
lungimea segmentului BC si determinati valoarea unghiului
NBC dintre el gi SN. In sfirgit, faceti acelasi lucru in punc-
tul C pentru dreapta CA. Sa admitem ci ati obtinut urma-
toarele date:

directia BA deviazd de la SN spre est cu 52°

3 BC “ 13 SN “ 13 3 1100
K3 cAd « « SN ¢  vest « 97°

Lungimea BC = 187 m.
Cum s3 calculim dupi aceste date distanta BA?

Rezolvare

In triunghiul ABC cunoagtem latura BC. Unghiul
ABC = 110° — 52° = 58°; unghiul ACB = 180° — 110° —
— 27° = 43°. S4 ducem in acest triunghi (fig. 89, dreapta)

ingl{imea BD. Avem sin C = sin 43° =f—£—- Calculind
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sin 43° prin procedeul aritat mai sus, obtinem pentru el
0,68. Prin urmare:

BD = 187 x 0,68 = 127.

Acum, in triunghiul A BD cunoastem cateta BD; Unghiul
A = 180° — (58° + 43°) = 79° si unghiul ABD = 90° —
— 79° = 11°. Sinusul unghiului de 11° il putem calcula:

el este egal cu 0,19. Prin urmare, j—? = 0,19. Pe de altd
parte, dupd teorema lui Pitagora:
AB?* = BD* + AD2.

Inlocuind AD cu 0,19 4B, iar BD cu 127, vom obtine:
AB? = 127% 4 (0,19 AB)?,

de unde AB ~ 129.

Asadar, distanta necunoscut pind la insuld este de apro-
ximativ 129 m.

Cred ci cititorului nu i-ar fi greu sd calculeze, dacd ar
fi nevoie, §i latura AC.

LATIMEA LACULUI

Problemi

Pentru a calcula litimea 4 B a lacului (fig. 90), ati gésit
cu ajutorul busolei ci dreapta CA deviazi spre vest cu 21°,
iar CB — spreest cp22°. Lungimea CB=68 m, CA=35 m.
Si se calculeze dupd aceste date litimea lacului.

Rezolvare

In triunghiul A BC cunoagtem unghiul de 43° §i lungimile
laturilor care-1 formeazi, adici 68 m §i 35 m. Si ducem
(fig. 90, dreapta) indltimea AD; avem sin 45° = —%g
Calculim, independent de aceasta, sin 43° si obtinem 0,68.
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Prin urmare: %: 0,68, AD = 0,68 x 35 = 24. Apoi,
calculdm CD:
CD* = AC* — AD® = 35% — 24 = 649, CD = 25,5;
BD = BC — CD = 68 — 255 = 42,5.

S Fig. 90. Determinarea lagimii lacului.
In triunghiul ABD avem:
AB? = AD? + BD* = 24% + 425 = 2 380;
AB =~ 49.

Deci, litimea necunoscutd a lacului este de aproxima-
tiv 49 m.

Dacé in triunghiul ABC trebuie si 8alculém si celelalte
doud unghiuri, stiind cd AB = 49, proceddm astfel:

sin B =42 _ 2% _ 049, deunde X B = 29°.
AB 49

Cel de-al treilea unghi A4 il aflim scézind din 180° suma
unghiurilor de 29° si 43°; el ‘va fi egal cu 108°.

S-ar putea intimpla, ca in cazul examinat de rezolvare a
triunghiului (dupd doud laturi §i unghiul cuprins intre
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ele) unghiul dat s3 nu fie ascutit, ci obtuz. Daci, de exem-
plu, in triunghiul ABC (fig. 91) se cunosc unghiul obtuz
A si doud laturi, AB si AC, atunci ordinea calculelor
pentru aflarea celorlalte ele-
mente ale triunghiului va fi:
se duce indltimea BD, se
calculeazd BD si AD din
triunghiul BDA; apoi, cu-
noscind DA + AC, se afla p

> )

F————-

BC si sin C, calculind ra- A c
portul-@- Fig. 91. La rezolvarea triun-
BC ghiulut obtuzunghi.

PARCELA TRIUNGHIULARA

Problemi

In timpul unei excursii am m#surat cu pasii laturile unei
parcele triunghiulare si am aflat cd ele sint egale cu 43, 60
si 54 de pasi. Ce unghiuri are acest triunghi?

Rezolvare

Acesta este cel mai complicat caz de rezolvare a triun-
ghiului: cind se cunosc cele trei laturi. El poate fi totusi
rezolvat fiard ajutorul altor

functii, in afard de sinus. B
Ducind (fig. 92) indltimea :
BD la latura cea mai lungid !
AC, vom avea: '
|
BD? = 43* — AD?, |
BD?* = 54% — DC?, !
A L
de unde D 60 c
432 — AD? — 542 — DC? Fig. 92. Sa se afle unghiurile

acestut triunghi: 1) prin calcul

DC*~AD*=54"--43*=1070; 2) cu ajutorul raportorului.
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insd
DC? — AB?* = (DC + AD) (DC — AD) = 60 (DC — AD),
prin urmare
60 (DC — AD) =1070 si DC — AB = 178.
Din doud ecuatii:
DC — AD =178 si DC + AD = 60
obtinem:
2DC = 77,8, adicd DC = 38,9.
Acum este ugor si calculim indltimea:
BD = |/542 — 38,92 = 37,4,
de unde aflim
BD 37,4

sin A = T i 0,87; 3X A= aproximativ 60°;
sin ¢ = B2 374 _ 0,69; X C = aproximativ 44°.
BC 54

Cel de-al treilea unghi B = 180 — (A + C) = 76°.

Daci in cazul de fatd am fi ficut calculele cu ajutorul
tabelelor, dupd toate regulile trigonometriei ,adevirate®,
am fi obtinut unghiuri exprimate in grade si minute. Dar
acestea ar fi fost de la bun inceput gresite, deoarece laturile
misurate cu pagii contin o eroare de cel putin 2—39,.
Prin urmare, pentru a nu ne ingela, ar fi trebuit ca mari-
mile ,exacte“ ale unghiurilor, obtinute astfel si le fi ro-
tunjit cel putin pind la grade intregi. Si atunci am fi obti-
nut acelasi rezultat la care am ajuns recurgind la procedee
simplificate. Utilitatea trigonometriei noastre ,de mars®
apare aici in mod extrem de limpede.

DETERMINAREA MARIMII UNUI UNGHI DAT FARA
NICI UN FEL DE MASURATORI

Pentru misurarea unghiurilor pe teren ne trebuie cel
putin o busold, dar citeodatd ne ajung degetele miinii sau
o cutie de chibrituri. S-ar putea, ins&, si fim nevoiti sd
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mdsurdm un unghi desenat pe hirtie, pc un plan sau pe o
harta.

Fireste, daci avem la indemind un raportor, problema
se rezolvd ugor. Dar daci
nu avem raportor, ca in con- 8
ditiile de mars? Un geome-
tru nu trebuie si-si piardd
capul nici in aceastd impre-
jurare. Cum ati rezolva dv.
urmétoarea problema?

Problemi

Fie reprezentat unghiul
AOB (fig. 93), mai mic de Fig. 93. Cum se determind valoa-

o X -4
180°. Sa -Sev dvet’errpmev V& req unghiului AOB reprezentat aici
loarea lui fird masurdtori. numai cu ajutorul compasului?

Rezolvare

Dintr-un punct oarecare de pe latura BO putem si ducem
o perpendiculard pe latura AO si in triunghiul dreptun-
ghic obtinut, si m#surdm catetele gi ipotenuza, sd gisim
sinusul unghiului si, dup4 aceea, si valoarea lui (vezi p. 139).
Dar o astfel de rezolvare nu ar satisface conditia strictd, gi
anume si nu misurdm nimic!

Recurgem la solutia propusd in anul 1946 de cdtre Z. Ru-
peika din Kaunas.

Din virful O, ca centru, cu o deschidere oarecare a com-
pasului descriem un cerc. Punctele de intersectie C si D
ale acestuia cu laturile unghiului le unim printr-un segment
de dreaptd.

In continuare, din punctul C ducem cu ajutorul compa-
sului, mereu in aceeasi directie, coarda CD, pini cind picio-
rul compasului va coincide din nou cu punctul C.

Ducind aceste coarde, trebuie si numdirdm de cite
ori va fi inconjurat in acest timp cercul si de cite ori
ducem coarda,
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S% presupunem ci am inconjurat de n ori cercul si ci
in acest timp am purtat coarda CD de S ori. In acest caz,
unghiul cautat va fi:

360°n
¥ A0B ===

Intr-adevir, si presupunem ci unghiil dat are x grade;
ducind coarda CD de S ori, este ca §i cum am miri unghiul
z° de S ori, dar intrucit in acest fel cercul a fost inconjurat
de n ori, inseamnd cd unghiul va fi de 360° - r, adici
z° - § = 360° - n, de unde

o __360°n
S

x

Pentru unghiul din desen, n = 3, § = 20 (verificati!),
prin urmare ¥ AOB = 54°. In lipsa unui compas, cercul
poate fi descris cu ajutorul unui ac si al unei buciti de hir-
tie; coarda poate fi dusd si ea cu ajutorul aceleiagi hirtii.

Problemi

Determinati cu ajutorul procedeului ardtat mai sus unghiu-
rile triunghiului din figura 92.



Capitolul VI

UNDE CERUL SE UNESTE CU PAMINTUL

ORIZONTUL

Pe mare sau pe cimp neted ne vedem pe noi ingine in
centrul unui cerc care margineste suprafata terestré accesi-
bild ochilor nostri. Acesta este orizontul. Linia orizontului
este inaccesibild: cind mergem spre ea, se indepédrteazd de
noi. Desi, inaccesibild, ea existd totusi in realitate, nu
este o iluzie opticd sau un miraj. Pentru fiecare punct de
observatie existd o anumitd limitd a suprafetei terestre
vizibile din acel punct, si distanta pind la aceastd limitd
nu este greu de calculat. Pentru ca si ne fie clare relatiile
geometrice in legdturd cu orizontul, si privim figura 94,
care reprezintd o parte a globului terestru. In punctul C
se afl¥ ochiul observatorului, situat la iniltimea CD dea-
supra suprafetei terestre. Cit de departe poate sd vadd in
jurul siu acest observator aflat pe un loc neted? Evident,
numai pind la punctele M, N, unde raza vizuald atinge
suprafata terestrd; mai departe, Pdmintul se afld mai jos
de raza vizuald. Aceste puncte M si NV (si altele, ce se afld
pe cercul MEN) reprezintd limita p&rtii vizibile a suprafe-
tei terestre, adicd formeazd linia orizontului. Observatorului
trebuie sd i se pard cd aici cerul se sprijind pe Pdmint, pen-
tru cd in aceste puncte el vede in acelasi timp si cerul si
obiectele terestre.

Poate ni se va pirea cd figura nu ne dd un tablou exact
al realitdtii, céci in realitate orizontul se afli intotdeauna
la nivelul ochilor, pe cind in figurd cercul se afli evident
mai jos de observator. Intr-adevir, avem intotdeauna im-
presia cd linia orizontului este situatd la acelasi nivel cu
ochii si chiar urcd impreund cu noi, atunci cind ne suim pe
o indlfime. Dar aceasta este o iluzie opticd. In realitate,
linia orizontului este intotdeauna mai jos de ochi, asa cum
se aratd in figura 94, dar unghiul format de liniile drepte
CN s1 CM cu dreapta CK, perpendiculard la razi in punctul
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C (acest unghi se numeste ,depresiunea orizontului®),
este extrem-de mic gi nu poate fi observat fir3 instrumente.

S& relevim totodatd si un alt fapt curios. Am spus ci
atunci cind observatorul se ridicd deasupra suprafetei te-
restre, de exemplu intr-un aeroplan, linia orizontului ii

Fig. 94. Orizontul.

pare cd rimine la nivelul ochilor, adicd parci s-ar ridica
impreund cu observatorul. Dacd insd el se ridicd suficient
de sus, i se va pirea ci terenul de sub aeroplan se afld mai
jos de linia orizontului. Cu alte cuvinte, pdmintul ii va
apdrea parcd concav, in forma unei cesti, ale cérei margini
vor fi linia orizontului. Acest fenomen este foarte bine des-
cris de Edgard Poé in fantastica Aventurd a unui anume Hans
Pfaall:

,Ceeace m-a uimit cu deosebire in aspectul lucrurilor
de sub mine — povesteste eroul-aeronaut al lui Poé — a
fost aparenta concavitate a globului.

Cu destuld nesocotinti md asteptam ca, de indatd ce
m-ag fi indltat, reala lui convexitate si devind viditd ochi-
lor mei. Dar a fost de ajuns si m4 gindesc numai nitel, ca
sd mid dumiresc asupra acestei nepotriviri.

O perpendiculard dusd din locul unde mi aflam pind la
pidmint ar fi alcdtuit indltimea unui triunghi dreptunghic,
a ciirui bazi s-ar fi intins de la unghiul drept pind la ori-
zont, iar ipotenuza, de la orizont si pind la locul unde m3i
aflam.
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Dar aceastd indl{ime era o nimica toatd fati de tntinde-
rile pe care le cuprindeam cu privirea. Cu alte cuvinte, in
ceea ce mi privea, baza §i ipotenuza presupusului triunghi
erau asa de lungi, in comparatie cu inil{imea lui, incit
primele doud ar fi putut fi considerate ca paralele. In
chipul acesta, pentru aeronaut, orizontul apare intotdeauna
la acelagi nivel cu nacela. Dar de vreme ce punctul aflat
chiar dedesubtul lui pare a fi si chiar este la 0 mare depir-
tare, acest punct ni se infitiseazd, desigur, ca si cum s-ar
gési la o mare adincime sub orizont. De aici §i impresia
de concavitate. Iar aceastd impresie va ddinui pind in clipa
in care indltimea, in raport cu perspectiva, se va afla intr-o
astfel de proportie, incit paralelismul aparent dintre bazi
i ipotenuzd si dispard“.

Fig. 95. Ce vede un ochi care obserod un sir de stilpi de telegraf.

In completare la aceasti explicatie, si adiugim urmi-
torul exemplu. Imaginati-vd un sir drept de stilpi de tele-
graf (fig. 95). Pentru un ochi care se afli in punctul 5, la

151



nivelul bazei stilpilor, girul 1a aspectul, notat cu cifra 2.
Pentru un ochi aflat in punctul a, la nivelul virfului stil-
pilor, sirul ia insd aspectul 3, adicd terenul pare ci se
ridicd la orizont.

O NAVA LA ORIZONT

Cind observim de pe malul mairii sau al unui lac mare

o navi ce apare de dupi orizont, ni se pare ci vedem vasul
nu in acel punct (fig. 96) unde se afld in realitate, ¢i mult
mai aproape, in punctul B, unde linia vederii noastre alu-
necd pe suprafata convexi a mirii. Cind observdm cu ochiul
liber este greu sd evitdm impresia cd vasul se afld in punc-
tul B, si nu mai departe dincolo de orizont (comparati
cele expuse mai sus cu cele povestite in capitolul IV cu
privire la influenta unei ridicdturi asupra aprecierii din
ochi a distantei). Dacd insd privim printr-o lunetd, aceastd
distantd diferitd a vasului este perceputd mult mai bine.
Luneta nu ne arati la fel de limpede obiectele apropiate si
cele indepirtate: intr-o lunetd focalizatd pentru distanta
-mare, obiectele aflate in apropiere se vdd neprecis, si
invers, cind este focalizati pentru obiectele apropiate,
luneta ne aratd depdrtdrile ca prin ceatd. Din aceastd cau-
z4, dacd indreptim o lunetd (cu un suficient grad de mai-
rime) asupra orizontului apei si o regldm in aga fel ca supra-

Fig. 96. O navd dincolo de orizont.

fata apei sd se vadd in mod clar, atunci nava ne va apéirea
cu contururi neprecise, dovada ci se afld la o distantd mai
mare de observator (fig. 97, sus). $i invers, reglind luneta
in aga fel ca sd se vadd in mod limpede contururile navei,
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dscuhse pe jumdtate la orizont, vom observa ci suprafata
apei la orizont gi-a pierdut claritatea de mai inainte $i ne
apare de astd datd ca prin ceatd (fig. 97, jos).

T DE DEPARTE
ORIZONTUL?

Ci
E
Cit de departe se afla
insd linia orizontului
fatd de observator? Cu
alte cuvinte, cit de mare
este raza acelui cerc in
centrul cdruia ne vedem
atunci cind ne aflam pe
o suprafatd netedd? Cum
sd calculam distanta la
care se afld orizontul
dacd cunoagtem inilti-
mea la care se afld ob-
servatorul deasupra su-
prafetei terestre?
Aceastd problemd se
reduce la calcularea lun-
gimii segmentului CN
(fig. 98), adicd a unei
tangente duse de la
ochiul observatorului la
suprafata terestrd. Dup4
cum stim din geometrie,
patratul tangentei este
egal cu produsul dintre
segmentul exterior 4 al
secantel i toatd lungi-
mea acestei secante, Fig. 97. O navod situatd dincolo de linia
adicd cu & + 2R, unde ©'%sontului, observatd printr-o lunetd.
R este raza globului
terestru. Iniltimea la care se giseste ochiul observatorului
deasupra Pamintulii este insi, de obicei, extrem de micd
in comparatie cu diametrul globului terestru (2R), repre-
zentind, de exemplu, pentru indl{imea cea mai mare la
care se afld un avion, aproximativ 0,001 din diametru;
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Fig. 98. Problema privitoare la distania la care se afld
orizontul.

atunci, 2R + k il putem presupune ca fiind egal cu 2R
i atunci formula se simplifici:
CN?=h.- 2R.

Prin urmare, depdrtarea la care se afli orizontul o putem
calcula dupd o formuld extrem de simpli:

depirtarea orizontului = J2Rh,
unde R reprezintd raza globului terestru (aproximativ
6 400 km)?, iar & este indltimea la care se afld ochiul ob-
servatorului fatd de suprafata terestra.

Intrucit }/6 400 = 80, formula poate fi pusd sub urmi-
toarea forma:

depirtarea orizontului = 80 J/2k = 113 'z,
unde % trebuie numaidecit sd fie exprimat in parti
dintr-un kilometru. '

Acesta este un calcul pur geometric, simplificat. Dacd
vrem sd-1 precizim luind in consideratie factorii fizici ce
influenteaza asupra depértdrii orizontului, va trebui si
avem in vedere aga-numita ,refractie atmosferica“. Refractia
(fringerea) razelor de lumind in atmosferd méreste distanta
la care se afld orizontul aproximativ cu 1/15 din distanta
calculatd (cu 69,). Numéirul acesta (6%) este un numar
mediu. Distanta la care se afld orizontul se méreste sau
scade intrucitva in dependentd de multe conditii §i anume

se mdregte scade
la presiune atmosferici mare, la presiune atmosfericd joas#,
in apropierea suprafetei terestre, la indltime,
pe vreme rece, pe vreme <ilduroasi,
dimineata §i seara, ziua,
pe timp umed, pe timp uscat,
deasupra marii. deasupra uscatului.

1 Mai precis 6 371 km.
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Problemi

Cit de departe poate si observe pimintul un om ce se
afld pe o cimpie?

Rezolvare

Considerind c& ochiul unui om adult se afli la 1,6 m sau
0,0016 km deasupra terenului, vom avea:
depirtarea orizontului = 113 }/0,0016 = 4,52 km.
Dupa cum s-a ardtat maisus, inveligul de aer al Pamintului
curbeazd drumul razelor, in urma céirui fapt orizontul se
indepédrteazd in medie cu 69, fatd de distanta ce rezultd
din formuli. Pentru a tine seama de aceastd corectie, tre-
buie sd inmultim 4,52 km cu 1,06; vom obtine:

4,52 x 1,06 =~ 4,8 km.

Asadar, un om de indltime medie vede de pe un loc neted
la o distantd ce nu trece de 4,8 km. Diametrul cercului ac-
cesibil este doar de 9,6 km, iar suprafata de 72 km?2. Este
mai putin decit cred, de obicei, oamenii care descriu prive-
listea departirilor nemérginite ale cimpiilor.

Problemi

Pind la ce depdrtare vede marea un om ce se afld intr-o
barca?

Rezolvare

Dacd vom presupune cd ochiul omului din barcd este
la 1 m sau 0,001 km deasupra nivelului apei, distanta la
care se afld orizontul va fi

113 /0,001 = 3,58 km

sau dacd ludim in consideratie refractia atmosfericd medie,
aproximativ 3,8 km. Din obiectele care se afld la o distanti
mai mare se viid numai pértile lor de sus, pe cind bazele lor
sint ascunse dincolo de orizont.
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Atunci cind ochiul se afld mali jos, orizontul se ingusteazi;
de exemplu, pentru o indltime de 0,5 m, orizontul se ingus-
teazd pind la 2,5 km. Dimpotrivi, cind il observim de pe
puncte aflate la indltime (de pe un catarg), distanta la care
se afld orizontul creste; de exemplu, pentru o inidltime de
4 m, el creste pind la 7 km.

Problemi

Cit de departe se intindea in toate pértile pimintul pentru
aeronautii care-l observau din nacela stratostatului
»SOAH-1¢, cind el se afla in punctul cel mai inalt al ascen-
siunii sale (adici la o indltime de 22 km)?

Rezolvare

Intrucit balonul s-a ridicat la o iniltime de 22 km, dis-
tanta la care se afla orizontul pentru observatorii din balon
era

113 /22 = 530 km,

iar luind in consideratie refractia — 560 km.

Problemi

Cit de sus trebuie si se ridice un aviator pentru a vedea
in jurul sdu pind la o distantd de 50 km?

Rezolvare

Din formula distantei la care se afli orizontul avem in
acest caz urmitoarea egalitate:

50 = J2Rh,
de unde
n=20_289 _ 09 km
2R 12 800

156



Prin urniare, este suficient si se ridice numai la 200 m.
Pentru a lua in consideratie si corectia, scidem 69, din

47 2200

2R 12800

50 km: vom obtine 47 km; mai departe & =

= 0,17 km, adicd 170 m (in loc de 200 m).

In punctul cel mai inalt de pe Colinele lui Lenin din
Moscova a fost construitd cladirea cu 32 de etaje a Univer-
sitdtil, marecentrustiintific si de invdtdmint, care se inaltd
la 242 m deasupra nivelului riului Moscova (in&ltimea ei
este de 32 etaje). )

Prin urmare de la ferestrele etajelor celor mai de sus ale
Universitdtii se deschide o panoramé cu o razid de peste
55 km.

TURNUL LUI GOGOL

Problemi

Este interesant de stiut, ce creste mai repede: indltimea
ascensiunii sau depdrtarea la care se afla orizontul? Multi
isi inchipuie cd atunci cind observatorul se ridic3 mai sus,
orizontul creste extraordinar de repede. Asa credea, printre
altii, si Gogol, care in articolul Despre arhitectura epocii
noastre scria urméitoarele: ,,Un orag are nevoie de turnuri
imense, colosale... Noi ne multumim, de obicei, cu o inil-
time care permite si se vadd numai pind la marginea ora-
sului, in timp ce pentru o capitald este necesar s se poatd
vedea la cel putin o suti cincizeci de verste! in toate direc-
tiile, si pentru aceasta poate, cu un etaj sau doud in plus,
totul s-ar schimba. Pe m#surd ce creste indltimea, distanta
la care se poate vedea sporeste intr-o progresie neobisnuita“.

Oare asa stau lucrurile in realitate?

Rezolvare

Este suficient sd privim formula urmétoare
depirtarea orizontului = |'2Rh,

pentru a ne apirea dintr-o daté, in mod limpede, inexac-
titatea afirmatiei cd ,Jlargimea orizontului“ creste extrem

1 Adica 160 km.
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de repede atunci cind observatorul urci mai sus. Dim-
potrivd, distanta la care se afld orizontul creste mai
incet decit indltimea ridicdrii: ea este proportionald
cu riddicina pitratd a indltimii. Cind indl{imea la
care se afld observatorul se mireste de 100 de ori, orizontul
se l3rgeste numai de 10 ori; cind indl{imea devine de 1 000
de ori mai mare, orizontul se lirgeste numai de 31 de ori.
Din aceastd cauzd este gresit s afirmim c& ,,cu un etaj sau
doud in plus, totul s-ar schimba“. Dacd la o casd cu opt
etaje vom construi incd doud etaje, depértarea orizontului
va creste cu }/10/8, adici de 1,1 ori, deci doar cu 109%.
O asemenea addugire este prea putin perceptibila.

In ce priveste ideea de a construi un turn din care s-ar
putea vedea ,cel putin la 150 de verste“, adicd la 160 km,
ea este absolut irealizabili. Gogol, desigur, nu binuia cd
un_astfel de turn trebuie si aibd o indltime uriagi.

Intr-adevir, din ecuatia:

160 = J2Rh
obtinem
ho— 1602 =25 600 — 2 km.
2R 12 800

Aceasta este indltimea unui munte destul de mare.

COLINA LUI PUSKIN

O greseald aseminétoare face si Puskin, spunind in Cava-
lerul avar despre orizontul indepirtat ce se deschidea din
virful acelui ,,mindru deal“:

............................ iar impéaratul
Putea privi din virf cu bucurie

Qi viile cu corturile albe

$i marea stribdtutd de corabii...

Noi am vizut cit de modestd era indltimea acestui ,,min-
dru deal“: chiar ogtirile lui Atila n-ar fi putut si inalte in
modul amintit o movild mai inaltd de 5 m. Acum putem
sd completim calculele, stabilind cu cit lirgea aceastd
movild orizontul unui observator aflat in virful ei.

Ochiul unui observator s-ar fi indltat deasupra terenului
cub + 1!/, m, adici cu 6,5 m §i prin urmare distanta la
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care s-ar fi aflat orizontul ar fi fost |2 x6 400X 0,0065~
~ 9 km. Aceasta inseamnd doar cu 4 km mai mult decit
putem vedea stind pe un teren neted.

UNDE SE INTILNESC SINELE

Problemi

Desigur cd de multe ori ati observat cum se ingusteazi
in depértare o cale feratd. Dar vi s-a intimplat vreodatd
sd vedeti acel punct unde ambele gine se intilnesc, in sfirgit,
una cu alta? Este oare posibil sd vedem un astfel de punct?
Avem acum destule cunostinte pentru a rezolva aceastd
problema.

Rezolvare

S& ne amintim c# orice obiect se transform& pentru o
vedere normald intr-un punct, atunci cind este privit sub
un unghi de 1’, adicd atunci cind se afld la o distanti egald
cu 3 400 de diametri ai sii. L#timea cdii ferate este in
U.R.S.S. de 1,52 m. Prin urmare, distanta dintre sine tre-
buie s& se confunde cu un punct la o depéirtare de 1,52 X
X 3 400 = 5,2 km. Asadar, daci am putea urmdri cu pri-
virea sinele pe o distantd de 5,2 km, atunci am vedea cum
se intilnesc intr-un punct. Pe un teren neted, orizontul se
afld insd la o distantd mai micd de 5,2 km si anume doar
la 4,8 km. Prin urmare, un om cu o vedere normald, stind
pe un loc neted, nu poate sd vadd punctul de intilnire al
sinelor. Acesta ar putea fi observat doar dac# ar exista una
din urmitoarele conditii:

1) agerimea vederii sale sa fie scdzutd, asa incit obiectele
s& se contopeascd pentru observator intr-un punct la un
unghi vizual mai mare de 1';

2) calea ferati si nu fie onzontala

3) ochiul observatorului sa se inalte deasupra piamintului
mai mult decit cu

5,22 27

2R 12 800

= 0,0021 km,
adicd 210 cm,
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PROBLEME PRIVITOARE LA UN FAR

Problemi

Pe mal se afld un far al cédrui virf se inaltd la 40 m dea-
supra suprafetei apei. .

De la ce distantd va fi vizibil acest far pentru o navi,
dacd marinarul-observator (,matrozul-gabier”) se afld pe
,gabia“ navei la o indltime de 10 m deasupra suprafetei
apei?

Rezolvare

Din figura 99 se vede cd problema se reduce la calcularea
lungimii segmentului de dreaptd AC, care este formata
din alte doud segmente, AB si BC.

Segmentul 4 B reprezintd distanta la care se afla orizontul
farului, inalt de 40 m, iar BC este distanta la care se afld
orizontul ,matrozului-gabier®, aflat la o in&ltime de 10 m.
Prin urmare, distanta necunoscutd va fi egald cu

113 J0,04 + 113 }0,00 = 113 (0,2 +0,1) = 34 km.

I
Problemi -

A cita parte din acest far
o va vedea acelagi ,matroz-
gabier* de la o distantd
de 30 km?

Rezolvare

Din figura 99 reiese cu Fig. 99. La problemele privitoare
claritate modul de rezol- la far.
vare al problemei: trebuie,
inainte de toate, si calculdm lungimea BC, apoi si sci-
dem rezultatul obtinut din lungimea totald AC, adici din
30 km, pentru a afla distanta AB. Cunoscind AB, vom cal-
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cula in&ltimea de la care distanta pind la orizont este
egald cu AB. Dar si efectudm toate aceste calcule:

BC = 113 }0,01 = 11,3 km,
30 — 11,3 = 18,7 km
18,7 350

Inidltimea = ="~ = = 0,027 km.
2R 12 £00 '

Asadar, de la o distantd de 30 km nu se vede o portiung
de 27 m din indl{imea farului; rimine vizibilda doar o
portiune de 13 m.

FULGERUL

Problemi

Deasupra capului nostru, la o indl{ime de 1,5 km a ful-
gerat. Pind la ce distantd de locul unde ne aflim se poate
vedea acest fulger?

Rezolvare

Trebuie s# calculim (fig. 100) depirtarea orizontului
pentru indltimea de 1,5 km. Ea va fi egald cu

113 V1,5 = 138 km.

Prin urmare, dacd terenul este neted, fulgerul poate fi
vdzut de un om al cdrui ochi se afld la nivelul terenului la
o distantd de 138 km (iar cu 6%, adaos — la o distantd
de 146 km). In punctele aflate la o distantd de 146 km, omul
ar vedea fulgerul chiar pe linia orizontului. Iar intrucit
sunetul nu ajunge de la o asemenea distanta, el 1-ar observa
ca un fulger indepédrtat, fird tunet.
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Fig. 100. La problema privitoare la fulger.

NAVA CU PINZE

Problemi

Stdm pe malul unui lac sau al unei méri, chiar la margi-
nea apei si observdm o nava cu pinze ce se indepéirteazi de
noi. Stim c& virful catargului se afld la 6 m deasupra nive-
lului marii. La ce distantd de noi va incepe nava si se cu-
funde in apd (adicd dincolo de orizont) si la ce distantd
va dispirea definitiv?

Rezolvare

Nava cu pinze va incepe sd coboare ,sub orizont* (vezi
fig. 96) in punctul B, la depidrtarea obisnuiti a orizontului
pentru un om de staturd mijlocie, adicd la 4,8 km. Ea se
va ascunde cu totul ,,sub orizont“ in punctul a cirui distantd
fatd de B va fi

113 /0,006 = 8,7 km.
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Prin urmare, nava cu pinze va dispirea ,sub orizont“
la o distantd de noi egald cu

48 +8,7 = 13,5 km.

ORIZONTUL PE LUNA

Problemi

Pind acum toate calculele noastre se refereau la globul
terestru. Cum s-ar modifica insd depértarea la care se afld
orizontul, dacd observatorul ar ajunge pe o alti planets,
de exemplu, pe una dintre ,cimpiile* de pe suprafata
Lunii?

Rezolvare

Aceastd problemd se rezolvd dupid aceeasi formuld: de-
pirtarea la care se afli orizontul este egald cu [2RE, insi
in cazul de fatd pentru 2R trebuie si punem nu lungimea
diametrului globului terestru, ci pe aceea a diametrului
Lunii. Intrucit diametrul Lunii este egal cu 3 500 km, atunci,
dacd ochiul se inaltd deasupra terenului la o distantd de
1,5 m, vom avea:

depirtarea orizontului = {3500 x 0,0015 = 2,3 km.
Pe cimpia de pe Lund am putea sd vedem doar pind la
o distantd de 2 km.

INTR-UN CRATER LUNAR

Cercetind Luna printr-o lunetd chiar de dimensiuni mo-
deste, vedem pe suprafata el un numéir mare de asa-numite
cratere circulare, formatii de un gen cum nu se giseste pe
Pimint. Unul dintre cei mai mari munti circulari este
»,Craterul Copernic*, care are un diametru exterior de 124 km
$i un diametru interior de 90 km. Punctele cele mai inalte
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ale peretelui circular se inalta pina la 1500 m deasupra
terenului depresiunii interioare. Daca insd ne-am afla in
partea de mijloc a depresiunii interioare, am vedea noi
oare de acolo peretele circular?

Rezolvare

Pentru a raspunde la aceastd intrebare, trebuie sd calcu-
lam distanta orizontului pentru partea cea mai inaltd a
craterului, adicd pentru iniltimea de 1,5 km. Ea va fi
egalid pe Luni cu }/3 500 x 1,5 = 73 km. Adiugind la aceasta
departarea orizontului pentru un om de staturd mijlo-
cie, vom obtine distanta la care partea cea mai inaltd a
craterului circular ar dispdrea sub orizontul observato-
rului:

73 +2,3 =75 km.

Intrucit centrul craterului se afld la 45 km depértare de
marginea lui, este pe deplin posibil s vedem partea cea
mai inaltd din centrul depresiunii’. '

PE JUPITER

Problemi

Care va fi departarea orizontului pe Jupiter, al cirui dia-
metru este de 11 ori mai mare decit diametrul Pamintului?

Rezolvare

Dacad Jupiter este acoperit de o scoartd solidd si are o
suprafatd netedd, un om aflat pe o cimpie de pe aceasta
planetd ar putea vedea la o distantd de:

JTT X 12 800 x0, 0016 = 14,4 kn.

! Vezi cartea aceluiasi autor Astronomia distractiva, cap. 11, arti-
colul Peisaje lunare, aparutd in Editura Tineretului, Bucuresti, 1959.
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PENTRU EXERCITII INDIVIDUALE

S4 se calculeze depirtarea orizontului pentru periscopul
unui submarin care se inaltd pind la 30 cm deasupra supra-
fetei linistite a marii.

La ce indltime trebuie si se inalte un pilot deasupra la-
cului Ladoga, pentru a vedea deodatd ambele maluri ale
acestui lac, intre care se afld o distantd de 210 km?

La ce indltime trebuie si se inalte un pilot intre Lenin-
grad si Moscova, pentru a vedea dintr-o datd ambele orage?
Distanta Leningrad-Moscova este de 640 km.



Capitolul VI

GEOMETRIA ROBINSONILOR
(Citeva pagini din Jules Verne)

GEOMETRIA CERULU!I iNSTELAT

De stele-o beznd s-a deschis
Si-i fard fund al ei abis.

Lomonosov

A fost o vreme cind autorul acestei cérti se pregitea pen-
tru o profesiune nu prea obisnuitd: pentru cariera unui om
care a suferit un naufragiu. Vorbind pe scurt, mi gindeam
sd devin un Robinson. Dacé aceasta s-ar fi realizat, cartea
de fatd ar fi fost, poate, alcdtuitd intr-un mod mai intere-
sant decit acum, dar s-ar putea, si fi i rdmas nescrisi. Nu
mi-a fost dat sd devin un Robinson, fapt pe care acum nu-1
mai regret. In adolescentd insi, credeam fierbinte in che-
marea mea de Robinson si mi pregidteam pentru aceasta cu
toatd seriozitatea. Cidci chiar Robinsonul cel mai mediocru
trebuie si posede multe deprinderi $i cunostinte care nu
sint obligatorii pentru oamenii de alti ,profesiune”.

Ce va trebui sd facd, inainte de. toate, un om aruncat
de naufragiu pe o insuld nelocuitd? Desigur, si stabileascd
pozitia geograficd a locului unde se afld domiciliul sdu ne-
dorit, adicd latitudinea si longitudinea. Despre aceasta,
spre regretul meu, sé vorbeste prea pe scurt in cele mai multe
istorii despre Robinsonii vechi si noi. In editia completd
a veritabilului Robinson Crusoe, veti gisi referitor la aceasta
doar un singur rind, dar si acela in paranteze: ,La acea
latitudine unde se afld insula mea (adicd, dupd calculele
mele, la 9° si 22’ la nord de ecuator)...“.

Acest laconism supdrdtor md aducea la desperare pe vre-
mea cind cdutam sd acumulez cunostintele necesare pentru
viitoarea mea carierd imaginard. Eram gata deja sd renunt
la rolul de unic locuitor al unei insule pustii, cind secretul
s-a deschis in fata mea in Insula misterioasd a lui Jules Verne.

Nu-mi pregdtesc cititorii sd devind Robinsoni, insd cred
totusi cd nu va fi de prisos sd ne oprim aici asupra celor
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mai simple procedee de determinare a.latitudinii geografice.
Aceastd deprindere poate fi de folos nu numai locuitorilor
unor insule necunoscute. La noi mai existd incd atitea
puncte locuite care nu sint insemnate pe hirti (3i oare intot-
deauna avem la indemin& o hartd amé&nuntiti?), incit pro-
blema stabilirii latitudinii geografice se poate ivi inaintea
multora dintre cititorii mei. Este adevirat ¢d acum noi nu
mai putem afirma, ca odinioard Lermontov, cd

Nu totdeauna pe harta generala
Gasesli Tambovul insemnat cu-n cerculet;

dar si azi, dacd nu Tambovul, in orice caz un numdr in-
semnat de ordsele si sate nu sint insemnate pe hértile gene-
rale. Nu trebuie neapirat si ne lansdm in aventuri marine
ca sd ne aflim in rolul lui Robinson, care determina pentru
prima datd pozitia geograficd a locului unde-si gdsise ada-
post.

In fond acesta este un lucru relativ simplu. Observind
intr-o noapte senind, instelata, cerul, veti vedea ca stelele
descriu incet pe bolta cereascd cercuri inclinate, de parcd
toatd bolta cereascd s-ar roti lin in jurul unei axe invizibile
fixatd oblic. Desigur cd in realitate noi insine rotindu-ne
impreund cu Pamintul, descriem cercuri in jurul axei lui
in sensul invers. In emisfera noastri boreald, unicul punct
care rimine nemiscat este acela pe eare se sprijind prelungi-
rea 1maginatd a axei terestre. Acesta este ,Polul Nord al
universului“, care se afla nu prea departe de stridlucitoarea
Stea polard. Giasind-o pe cerul nostru boreal veti gisi tot-
odatd si pozitia Polului Nord al universului. Nu este greu s-o

Ursa micd
Q\ ﬁ' -
i ‘4}3}\“ _ -
| Polul % __-=~
A -l -
% =77 Steaus polari
o xe”
Ursa mare
Fig. 101. Gasirea Stelei polare.

giisiti, dacd vetidetermina mai intii pozitia constelatiei bine-
cunoscute de toti a Ursel mari: duceti o linie dreaptd prin
cele doud stele aflate la extremitatea ei, asa cum se arata
in figura 101; prelungind aceasti dreaptd pe o distanti
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aproximativ egald cu lungimea intregii constelatii, veti da
de Steaua polari.

Acesta reprezintd unul din acele puncte de pe sfera ce-
reascd, de care vom avea nevoie pentru determinarea lati-
tudinii geografice. Cel de-al doilea punct — asa-numitul
»zenit® — este punctul care se afld pe cer drept deasupra
capului dv. Cu alte cuvinte zenitul este punctul de pe cer
prin care trece prelungirea imaginatd a acelei raze a Pamin-
tului care a fost dusa in locul ocupat de dv. Distanta in
grade pe arcul de pe cer dintre zenitul dv. si Steaua polard
este in acelasi timp distanta in grade a locului pe care va
aflati fatd de polul terestru. Daci zenitul dv. se afld fatd
de Steaua polard la o distantd de 30°, atunci vi aflati la
o distantd de 30° de polul terestru, prin urmare la o distanti
de 60° fatd de ecuator; cu alte cuvinte, vd aflati pe para-
lela 60. .

Prin urmare, pentru a gdsi latitudinea unui loc oarecare
trebuie doar sd méisurdm in grade (si fractiunile lui) ,dis-
tanta zenitali“ a Stelei polare; apoi, nu ne mai rimine
decit sd scidem aceastd valoare din 90° si am determinat
latitudinea. In practici putem proceda altfel. Intrucit arcul
cuprins intre zenit si orizont are 90°, dacd scddem din 90°
distanta zenitald a Stelei polare, obtinem lungimea arcului
de pe cer cuprins intre Steaua polard si orizont; cu alte
cuvinte, ,indltimea“ Stelei polare deasupra orizontului. De
aceea latitudinea geograficd a unui punct oarecare este egald
cu indltimea Stelei polare deasupra orizontului acelui punct.

Acum veti intelege ce trebuie si faceti pentru determi-
narea latitudinii. Asteptind o noapte senind, gisiti pe cer
Steaua polard si misurati indltimea ei unghiulard deasupra
orizontului; rezultatul obtinut va reprezenta latitudinea
necunoscutd a punctului unde va aflati. Dacd doriti ca
rezultatul si fie mai exact, trebuie sd aveti in vedere ca
Steaua polard nu coincide in mod exact cu polul universului,
ci se afld la o distantd de 1°25’ de acest pol. Steaua polara
nu rimine cu totul nemigcatd. Ea descrie in jurul polului
ceresc imobil un mic cerculet, situindu-se ba mai sus, ba
mai jos, ba in stinga, ba in dreapta cu 1°25’. Determinind
iniltimea Stelei polare in pozifia ei cea mai inaltd si cea
mai joasd (un astronom ar spune: in momentele de ,culmi-
natie® superioard si inferioard), luati media rezultati din
ambele masuritori. Aceasta va fi indltimea reald a polului
si, prin urmare, latitudinea necunoscuti a locului.
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Dar daca lucrurile stau astfel, nu e nevoie s alegem nu-
maidecit Steaua polard. Putem sd ne oprim asupra oricirei
stele care nu apune si misurind indltimea ei in cele dou3
pozitii extreme deasupra orizontului, sd luim media aces-
tor misurdtori. Ca urmare, vom obtine indltimea polului
deasupra orizontului, adicd latitudinea locului respectiv.
In cursul acestor misuritori este insd necesar si stim si
prindem momentul pozitiei celei mai inalte §i celei mai
joase a stelei alese, ceea ce complicd lucrurile; si nu totdea-
una este posibil s observim aceste pozitii in cursul unei
singure nopti. Iatd de ce pentru primele misurdtori aproxi-
mative este mai bine si ne folosim de Steaua polari, l14sind
la o parte departarea ei neinsemnatd fatd de pol.

Pind acum ne-am inchipuit cd ne gisim in emisfera bo-
reald. Se pune intrebarea: cum ati proceda oare daci v-ati
afla in emisfera australd? Exact la fel, cu unica deosebire
cd va trebui sd determinati indltimea nu a Polului Nord,
ci a Polului Sud al universului. In apropierea acestui pol,
din pécate, nu existd o stea strdlucitoare cum este Steaua
polard din emisfera noastri. Renumita Cruce a Sudului
striluceste destul de departe de Polul Sud si daca mai doriti
sd folositi stelele acestel constelatii pentru a stabili latitu-
dinea, atunci va trebui sd luati mediaa doud mésuritori: in
pozitia cea mai inaltd i cea mai joasd a stelei.

Asa au procedat si eroii lui Jules Verne pentru a stabili
latitudinea Insulei misterioase: au folosit tocmai aceastd
frumoasd constelatie a cerului austral.

Este instructiv si recititi acel pasaj din roman unde se
descrie intreaga procedurd. Totodat#, s& luim cunostintd
si de modul in care'noii Robinsoni au rezolvat problema in
fata cdreia se aflau, fird a avea un instrument de méisurare
a unghiurilor.

LATITUDINEA INSULElI MISTERIOASE

,Era ora 8 seara. Luna nu apiruse incd, dar orizontul
luminos incepuse s& striluceascd in culorile palide-argin-
tii, care vesteau rasaritul ei. La zenit scinteiau stelele circum-
polare ale emisferei australe. Crucea Sudului, pe care cu citeva
zile mai inainte inginerul o admirase de pe virful muntelui
Franklin, le intrecea pe toate in strdlucire. Cyrus Smith
privi citva timp minunata constelatie.

169



— Herbert spuse el dupd oarecare gindire — dacd nu ma
ingel sintem in 15 aprilie?

— Da raspunse Herbert.

— Ei bine, in cazul acesta miine este una din cele patru
zile ale anului, cind Soarele va trece in dreptul meridianului
chiar la orele doudsprezece dupd ora noastral. Cu alte cuvinte
va fi una din zilele in care timpul mijlociu indicat de ceasor-
nice va, corespunde cu timpul adevirat, indicat de calculele
astronomice. Dacd vremea va fi frumoasd, sper sid obtin
longitudinea insulei, cu aproximatie de citeva grade.

— Far3 instrumente si fard sextant?

— Chiar aga! $i fiindcd noaptea este senind — urm# ingi-
nerul — voi incerca sa aflu chiar in astd seara latitudinea
la care ne aflim, misurind indltimea Crucii Sudului, adici
a Polului Sud deasupra orizontului, iar miine la amiazi
voi incerca si aflu longitudinea insulei.

Daci inginerul ar fi avut un sextant, instrument cu aju-
torul céruia se méisoard cu precizie distanta unghiulara a
obiectelor reflectate, operatia ar fi fost usoarid. Masurind in
seara aceea iniltimea polului, a doua zi de dimineatd, cind
Soarele trecea la meridian, el ar fi obtinut coordonatele
insulei, latitudinea si longitudinea. Pentru c& ii lipsea insi
aparatul acesta, inginerul era silit sa procedeze in alt fel.

Cyrus se intoarse deci la cdmin. La lumina focului ciopli
doui rigle plate, pe care le uni la un cap, in asa fel incit
formau un fel de compas, care'se putea inchide si deschide,
In loc de surub, inginerul folosi un ghimpe mare de salcim,
cules de pe lemnele de foc.

Cu acest instrument, Cyrus Smith se inapoie pe plaji.
El trebuia si mésoare indltimea polului deasupra orizon-
tului conturat in mod precis, adicd deasupra nivelului méarii.
Inginerul hotiri, deci, sd-si facd observatiile pe platoul
Grande Vue, urmind si tind seama in calculele sale de
fniltimea acestuia deasupra nivelului mérii. A doua zi,
printr-un procedeu geometric simplu, inginerul avea si
calculeze §i indltimea platoului.

! Timpul indicat de ceasornicele noasire nu coincide exact cu
timpul solar: intre ,,timpul solar adevirat® si acel,,timp mijlociu“, pe
care ni-1 arata ceasurile exacte, existd o diferentd egald cu zero numai
in patru zile din an: cam la 16 aprilie, 14 iunie, 1 septembrie si
24 decembrie (vezi lucrarea lui I. Pere¢lman Astronomia dis-
traetivd, aparuta in Lditura Tineretului; Bucuresti, 1959).
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Acest orizont, luminat de rasaritul Lunii ce nu se aritase
incd, se desprindea cu limpezime pe cerul intunecat, asa
cd putea sd fie vizat cu oarecare precizie.

In clipa aceea, Crucea Sudului sé prezenta observatorului
intr-o pozitie rdsturnatd, astfel cd steaua « reprezenta baza
ei, sau partea cea mai apropiatd a Polului Sud.

Aceastd constelatie este agezatd mai departe de Polul Sud
decit este Steaua polard fatd de Polul Nord. Steaua « este
cu 27° mai depirtatd de pol, asa cd Cyrus Smith trebuia
sd tind seama de aceastd diferentd in calculele sale. Pentru
a simplifica operatiile, se ingriji de asemenea sd observe
clipa in care ea trecea la meridian, dincolo de Polul Sud.

Inginerul indreptd unul din picioarele compasului spre
orizontul mirii in pozitia orizontald, iar celdlalt spre steaua o
din constelatia Crucii Sudului, astfel ci deschizdtura dintre
cele doud laturi ale compasului ii didu distanta unghiulara
egalid cu indltimea stelei deasupra orizontului. Ca si fixeze
acest unghi in mod definitiv, el intepeni, cu ajutorul unor
spini de salcim, cele doud betfisoare ale aparatului séu pe
un al treilea betisor, asezat de-a curmezigul, ob}inind astfel
un unght fix.

Nu-i mai rdminea acum decit si socoteascd unghiul obti-
nut, reducind totul la nivelul mérii, lucru pentru care era
absolut necesar sd cunoascd in#ltimea platouluil. Unghiul
astfel obtinut avea sd reprezinte indltimea stelei «, prin
urmare indltimea polului deasupra orizontului, adicd lati-
tudinea insulei, deoarece se stie cd latitudinea unui punct
oarecare al globului este intotdeauna egald cu indl{imea
polului deasupra orizontului acelui punct.

Efectuarea acestor calcule fu ldsatd pentru a doua zi“.

Cum s-a efectuat misurarea indltimii platoului, cititorii
stiu deja din pasajul pe care l-am citat in primul capitol
al acestei cdrti. Lisind la o parte acest pasaj din roman,
sit urmdrim in continuare activitatea inginerului:

! Intrucit masuritoarea a fost efectuali de citre inginer nu la
nivelul marii, ci de pe un platou inalt — linia dreaptd, dusd de la
ochiul observatorului la linia orizontald, nu coincidea in mod exact
cu perpendiculara la raza terestrd, ci forma cu ea un anumit unghi.
Dur acest unghi era atit de mic, incit in cazul de fald putea fi neglijat
cu totul (la o indltime de 100 m el constituie de-abia a treia parte
dintr-un grad); din aceastd cauza Smith, mai exact Jules Verne, nu
ajvv.}) nevoie si complice calculul prin introducerea acestei corectii.—
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»Cyrus Smith relud apoi instrumentul pe care-1 fabricase
in ajun. Se stie cd departarea la care fixase cele doui rigle,
reprezenta distanta unghiulari a stelei « din constelatia
Crucii Sudului pind la orizont. Inginerul m&suri, cit se poate
de exact, acest unghi, folosindu-se de o circumferinti pe
care o impértise in 360 de parti egale. Unghiul astfel misu-
rat avea 10°. Addugind la cifra obtinuti cele 27° care despir-
teau steaua « de Polul Sud si tinind seama de indlfimea
platoului pe care isi ficuse observatiile, inginerul obtinu
cifra 37. Deci, Cyrus Smith trase concluzia ci insula Lin-
coln se afla la 37° latitudine sudicid sau, tinind seama de
instrumentele rudimentare pe care le folosise, intre paralela
35 s1 paralela 40.

Mai rdminea si obtind longitudinea insulei, ca si aibi
coordonatcle ei complete. Longitudinea putea s-o afle in
aceeasi zi, la amiazi, in clipa cind Soarele avea s treacd
la meridian®.

DETERMINAREA LONGITUDINII GEOGRAFICE

,Cum va constata oare Cyrus Smith trecerea Soarelui la
meridianul insulei, fird nici un instrument? Iatd un lucru
pe care Herbert nu poate sa si-1 inchipuie.

Intre timp, Cyrus Smith se pregiti pentru observatiile
sale astronomice. El alese pe plajd un loc neted, pe care
marea in retragere il nivelase cu desdvirgire. Prijina, care
avea o lungime de 6 picioare si se afla infiptd in acel loc,
era perpendiculard pe acest teren.

Herbert incepu si inteleagd ce avea de gind s facd ingi-
nerul, casd constate trecerea Soarelui la meridianul insulei,
¢u alte cuvinte, ca s stie cind e miezul zilei in acel punct
al globului. Voia sa afle aceasta cu ajutorul umbrei pe care
o proiecta bitul pe nisip si, in lipsa altor instrumente, avea
sd obt{ind cu aproximatie rezultatul dorit.

Intr-adevir, in clipa in care aceastd umbrd va fi cea mai
scurtd, va fi ora 12 fix; va fi deajuns sd se urméreascé extre-
mitatea umbrei, ca sd se cunoascd clipa in care, dupé ce a
scdzut, ea va reincepe si creasci. Umbra bastonului repre-
zenta astfel acul unui cadran.

Cind socoti ¢ a sosit momentul, Cyrus Smith ingenunchie
pe nisip §i incepu sd misoare micgorarea umbrei cu ajutorul
unor mici tdrugi, pe care-i infigea in nisip.
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Reporterul (unul dintre inso§itorii inginerulul) finea cro-
nometrul sau in min&, gata si anunte ora cind umbra va fi
de lungime minim4i. In afard de aceasta, deoarece Cyrus
Smith facea aceste operatii in ziua de 16 aprlhe, adici o zi
in care timpul mijlociu se confundd cu timpul adevirat,
ora pe care avea s-0 anunte reporterul dupa cronometrul sau
avea sd fie chiar ora Washingtonului (locul de unde au ple-
cat calatorii).

Intre timp, soarele inainta incet. Umbra bitului scidea
mereu §i in clipa in care lui Cyrus Smith i se paru ci ea
creste din nou, intreba:

— Cit e ora?

— Cincli §1 un minut, rdspunse reporterul

Observajia era terminatd. Nu-i mai raminea dec1t s
faca calculele, ceea ce nu-i era prea greu.

Observatia a stabilit cd intre meridianul pe care se afla
Washingtonul i meridianul insulei Lincoln exista o dife-
rentd de aproape 5 ore. Aceasta insemna cd atunci cind pe
insuld era amiazd, la Washington era deja ora 5 dupi amiazi.
Soarele in migcarea lui circulard parcurge in jurul globului
terestru 1° in 4 min, iar intr-o ord va parcurge 15°. 15° inmul-
tite cu 5 (numdrul de ore) dau 75°.

Asadar, Washingtonul, aflindu-se la 77°3'11"’ longitudine
vesticd, masurate de la meridianul din Greenwich — in ra-
port cu care americanii, ca si englezil, méasoara longitudinea
— insula Lincoln urma sa aiba cu 75° mai mult, adica sd se
afle la 152° longitudine vestica.

Avindu-se in vedere erorile care s-ar fi putut strecura la
aceastd observatie, se putea totugi afirma ca insula Lincoln
se afla agezatd intre paralele 35 §i 40 latitudine sudicd si
intre 150 §i 155 de grade la vest de Greenwich*.

Vom mentiona, in incheiere, cd existd mai multe pro-
cedee pentru determinarea longitudinii geografice;
procedeul folosit de eroii lui Jules Verne este doar unul
dintre ele (cunoscut sub denumirea ,,procedeul de transport
al cronometrelor*). Tot astfel existd si alte procedee de sta-
bilire a latitudinii, mai precise decit cel ce a fost descris
aici (g1 care este inaplicabil, de exemplu, in navigatie).



Partea a doua

INTRE ACTIVITATE SERIOASA
S| GLUMA IN GEOMETRIE

Obiectul matematicii este atit de serios, Incit
este util sd nu pierdem ocazia pentru a-1 face
putin mai distractiv.
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Capitolul VII

GEOMETRIE IN BEZNA

iIN FUNDUL CALE!

De la aerul curat al cimpiilor §i mirii si ne mutidm intr-o
cald intunecoasi §i strimtd a unei cordbii vechi, unde un
tindr erou al unuia dintre romanele lui Maine Red a rezolvat
cu succes o problemd geometricd intr-o situatie, in care,
desigur, nici unuia dintre cititorii mei nu i-a fost dat si se
ocupe de matematici. In romanul Bdiatul-marinar (sau
In fundul calei), Maine Red povesteste despre un tinir ama-
tor de aventuri, care, neavind mijloace pentru a-gi pliti
cidldtoria, s-a strecurat in cala unei cordbii necunoscute
i aici s-a trezit inchis pe neasteptate pentru tot timpul
cilitoriei sale. Rdscolind bagajele care se aflau in inchisoa-
rea sa, el a dat peste o ladd cu pesmeti i un butoi cu api.
Biiatul chibzuit intelegea cad trebuie sd fie cit mai econom
cu aceastd rezervd limitatd de alimente si apd; de aceea a
hot#rit s-o impartd in ratii zilnice.

Nu i-a fost prea greu sd numere pesmetli, insd cum si
stabileascd ratiile de apd, fird si cunoasci rezerva intreagi?
Iatd problema care se afla in. fata tindrului erou al lui Maine
Red. S3 vedem cum a dus-o el la bun sfirgit.

MASURAREA BUTOIULUL

»Irebuia sd stabilesc ratia zilnicd de apd. Pentru aceasta
trebuia si aflu citd api contine butoiul si apoi s-o impart
in ratii.

Spre norocul meu, la gcoala sdteascd invdtdtorul ne-a
predat, in cursul lectiilor de aritmeticd, unele notiuni ele-
mentare de geometrie: eu aveam unele cunostinte privitoare
la cub, piramidd, cilindru, sferd; mai stiam de asemenea
cd butoiul poate fi considerat drept doud trunchiuri de con,
cu bazele mari aldturate. Pentru a stabili capacitatea buto-
iului, trebuia s cunosc indltimea lui (sau, de fapt, jumétate
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din aceastd indltime), apoi circumferin{a unuia dintre fun-
duri si circumferinta sec{iunii transversale, in partea cea
mai groasd a butoiului. Cunoscind aceste trei date puteam
sd stabilesc cu exactitate, cite unitdti cubice contine butoiul.

.Imi raminea doar si misor aceste valori, insi tocmai in
aceasta consta intreaga dificultate.

Cum si efectuez aceastd méasurdtoare?

Nu era greu s aflu indl{imea butoiului: el se afla in fata
mea; in ceea ce priveste circumferintele, nu puteam si ma
apropii de ele. Eram prea mic de staturd pentru a ajunge
pind sus; afard de aceasta, m3 impiedicau si lizile care se
aflau in jurul butoiului.

Mai exista incid o dificultate: nu aveam nici o linie, nici
o sfoard pe care le-as fi putut folosi in vederea méasurétorilor;
cum asg fi putut sii calculez valorile, dacd nu aveam nici un
fel de unitate de misurd? Totusi, m-am hot&rit s& nu renunt
la planul meu pind nu-l voi judeca sub toate aspectele”.

RIGLA GRADATA
(Problema lui Maine Red)

»Tot gindindu-m& la butoi, pe deplin hotarit si-1 masor,
am descoperit dintr-o datd ceea ce-mi lipsea. Imi va fi de
folos o vergea care sd aibd o astfel de lungime, incit sd poata
trece prin butoi in regiunea grosimii lui maxime. Daca voi
introduce vergeaua in butoi si o voi sprijini in peretele opus,
voi afla lungimea diametrului. Imi va rimine doar s inmul-
tesc lungimea vergelei cu trei, pentru a obtine lungimea
circumferintei. Aceasta n-ar fi fost o valoare absolut precisd,
insd era pe deplin satisfdcdtoare pentru maisuritorile obis-
nuite. Iar intrucit deschizitura pe care o ficusem mai inainte
in butoi se afla in partea lui cea mai latd, introducind
prin ea vergeaua puteam sd aflu diametrul de care aveam
nevoie.

Unde si gdsesc vergeaua? Acest lucru nu era prea greu.
M-am hotirit si folosesc o scindurd de la lada cu pesmeti
i imediat m-am apucat de lucru. Este adevirat c¢i scindura
avea 0 lungime de numai 60 cm, iar butoiul avea o latime
de doud or1 mai mare. Aceasta nu putea constitul insi o
dificultate. Trebuia doar si confectionez trei betisoare pe
care sd le leg impreund, pentru a obtine o vergea de lungimea
corespunzatoare.
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I'dind scindura de-a lungul fibrelor lemnoase, am confec-
tionat trei betisoare rotunjite si bine netezite. Cu ce s le
leg insd intre ele? Pentru aceasta am folosit sireturile de la
ghetele mele, care aveau o lungime de aproape 1 m. Legind
betisoarele, am obtinut o vergea de o lungime satisfdcétoare,
adicd de aproximativ 1,5 m.

Eram gata si incep mdsurdtoarea, dar s-a ivil o noud
piedicd. Era imposibil sd-mi introduc vergeaua in butoi.
Gura lui era prea sltrimtd. Nu puteam nici sd indoi vergeaua,
cici, desigur, s-ar {i rupt.

Curind am gisit modul in care sd pot introduce in butoi
vergeaua mea de misurat: am desficut-o in pérti, am intro-
dus prima parte i abia atunci am legat de capatul ei partea
a doua a vergelei; apoi, impingind induntru cea de-a doua
parte, am legat-o si pe a treia.

Am indreptat vergeaua in asa fel incit ea si se sprijine
in peretele opus al butoiului exact in dreptul deschizdturii
i am ficut un semn pe vergea in dreptul suprafetei laterale
a butoiului. Scizind grosimea peretilor, am obtinut valoa-
rea de care aveam nevoie pentru maésuritori.

Am scos vergeaua in acelasi fel cum am introdus-o, cdutind
sd observ cu exactitate acele locuri unde pértile separate
au fost legate intre ele, pentru ca apoi si fac vergeaua de
aceeasl lungime pe care a avut-o si in butoi. O eroare nein-
semnatd ar fi putut si dea nastere la o mare gregeald in
rezultatul final.

Asadar, cunosteam diametrul bazei inferioare a trunchiu-
lui de con. Acum trebuia séd gdsesc diametrul copacului buto-
iului care servea drept bazii superioard a trunchiului de con.
Am pus vergeaua pe butoi, am sprijinit-o in punctul opus
al marginii-s1 am insemnat pe ea lungimea diametrului.
Pentru aceasta nu am avut nevoie mai mult de un minut.

Imi rdminea doar si misor iniltimea butoiului. Ar fi
trebuil, veti spune dv.,sd pun vergeaua perpendicular linga
butoi si si insemn pe ea inidltimea lui. Insa incdperea in
care mi aflam era foarte intunecoasa si punind vergeaua in
pozitie perpendiculard nu as fi putut vedea pina la ce punct
ajunge capacul butoiului. Puteam actiona numai pe pipdite:
ar fi trebuit sd pipdi cu miinile capacul butoiului si locul
corespunzitor de pe vergea. In afard de aceasta, vergeaua,
invirtindu-se pe lingd butoi, ar fi putut sd se incline si asg
fi. obtinut o indltime inexacta.
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Gindindu-m# mai bine, am gésit cumn s birul si aceasti
piedicd. Am legat numai doud betigoare, iar pe cel de-al
treilea l-am pus pe capacul butoiului in asa fel, ca el si
depdseascd marginea cu 30—40 cm; apoi am sprijinit de el
vergeaua mai lungd, astfel incit s formeze un unghi drept
cu betigorul si, prin urmare, sd fie paraleld cu inidltimea
butoiului. Facind un semn in dreptul punctului unde buto-
iul avea cea mai mare curburd, adica la mijloc, si scdzind
grosimea fundului, am obtinut jum&tate din indltimea
butoiului sau — ceea ce era ace1a§1 lucru — indltimea unui
trunchi de con.

Acum posedam toate datele necesare pentru a rezolva
problema.

CEEA CE ERA DE EFECTUAT

Exprimarea volumului butoiului in unitéti cubice si apoi
transformarea lor in galloane! reprezenta o simpla operatie
aritmeticd, care nu eragreu de dus la bun sfirsit. Este ade-
virat ¢d pentru aceste calcule nu aveam unelte de scris,
dar ele.tot mi-ar fi fost nefolositoare, deoarece ma aflam
intr-un intuneric absolut. Am fost adesea nevoit si efectuez
in gind cele patru operatii aritmetice fard toc si hirtie.
Acum trebuia s operez cu numere nu prea mari si problema

'nu mi punea de loc in incurcéturai.

M-am lovit insd de o altad dificultate. Aveam trei factori
cunoscuti: inadltimea si ambele baze ale trunchiului de con;
dar, ce valoare numericd aveau acesti factori? Era necesar
ca inainte de a calcula, sd exprim aceste valori prin numere.

Mai intii aceastd dificultate mi s-a pidrut de neinvins.
Dacé nu aveam nici metru, nici picior si nici o rigld de ma-
surat, trebuia sd renunt la rezolvarea acestei probleme.

Mi-am amintit insd c3, fiind in port, mi-am misurat inal-
timea, care era egald cu 4 picioare. Cum as fi putut oare
folosi acum aceastd informatie? Extrem de simplu: puteam
si mésor 4 picioare pe vergeaua mea $i s le iau drept bazi
pentru calcul.

1Gallonul este o unitate de masurd pentru capacitate. Gallonul
englez contine 277 de toli cubici (aproximativ 4,5 1). Un gallon are
4 ocale, iar 1 oca, 2 pinti.
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Pentru a insemna indltimea mea, m-am lungit pe jos,
apoi am pus vergeaua pe mine in asa fel, incit una din extre-
mitdtile el sid-mi atingd picioarele, iar cealaltd si se sprijine
pe frunte. Tineam vergeaua cu o mind, iar cu cea liberd am
insemnat pe ea locul, in dreptul cédruia se afla crestetul
capului.

Mai departe au urmat noi greutdti. Vergeaua egald cu 4
picioare era nefolositoare pentru maisurdtoare, daci pe ea
nu erau insemnate diviziunile mai mici, adicd tolii. Pare
cd nu e greu sd impdrtim 4 picioare in 48 de parti (toli) si sd
insemnam aceste diviziuni pe o linie. In teorie este, intr-
adevdr, extrem de simplu; in practicd insd, §i incd in acea
beznd in care ma aflam eu, toate acestea nu erau de loc
usoare si simple.

In ce fel sd gisim pe vergea punctul de mijloc al acestor
4 picioare? Cum sd impdartim fiecare jumitate a vergelei
din nou in jumat#ti, apoi fiecare dintre picioare in 12 toli,
absolut egali intre ei?

Am inceput cu confectionarea unui betisor putin mai lung
de 2 picioare. Comparind apoi cu vergeaua pe care erau
insemnate 4 picioare, m-am convins cd lungimea dublatd
a betigorului reprezintd putin mai mult de 4 picioare. Mic-
sorind betisorul si repetind operatia de citeva ori, a cincea
oard am obtinut ca lungimea dublati a betisorului si fie
egald exact cu 4 picioare.

Aceastd operatie mi-a ripit mult timp. Dispuneam insi
de suficient timp. Eram chiar multumit cd aveam cum si-1
folosesc.

De altfel, m-am priceput sd scurtez munca ulterioari
inlocuind betisorul printr-un snur care putea fi indoit la
mijloc. Pentru aceasta mi-au servit foarte bine sireturile de
la ghete. Legindu-le intr-un nod strins, m-am apucat de
lucru si, curind, am putut deja si tai o bucatd lungd exact
de un picior. Pind acum trebuia sd indoi in doud, ceea ce
era foarte usor. Pe urm4 a trebuit sd indoi in trei, ceea ce
era mai greu. Insi am reusit si rezolv si acest lucru si iatd
cd tineam in mind trei bucdti, avind fiecare o lungime de
4 toli. Imi riminea sd le indo1 in doud si pe urmd inci in
doud, pentru a obtine o sforicicd lungd de un tol.

Aveam acum ceea ce-mi lipsea pentru a insemna pe vergea
diviziunile de 1 tol; agezind pe ea cu griji unitétile mele de
maisurd am ficut 48 de semne, care reprezentau tolii. Astfel,
am devenit posesorul unei rigle impértite in toli, cu ajutorul
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cireia puteam sid misor lungimile obtinute de mine. Numai
acum puteam s& duc la bun sfirsit problema care avea pentru
mine o importantd atit de mare.

M-am apucat imediat de calcule. Masurind ambii diame-
tri, am luat media lungimilor lor, apoi am gidsit suprafata
ce corespundea acestui diametru mediu. Astfel am obtinut
valoarea bazei unui cilindru egal cu un con dublu, de inil-
time egald. Inmulfind aceste rezultate cu iniltimea, am
stabilit capacitatea volumului necunoscut.

Impirtind numirul tolilor cubi obtinuti la 69 (numirul
de toli cubi dintr-o oca)!, am aflat cite ocale contine buto-
iul meu.

In butot erau peste 100 de galloane, mai exact 108%.

VERIFICAREA CALCULULUI

Cititorii care au cunostinte de geometrie vor observa, fara
indoiald, cd modul de calcul al volumului a doud trunchiuri
decon, folosit de tindrul erou al lui Maine Red, nu este tocmai
exact. Dacd (fig. 102) vom nota raza bazelor mici prin r,

Fuig. 102. Verificarea calculului.
iar raza bazelor mari prin R, iar indltimea butoiului, adica

iniltimea dublati a fiecdrui trunchi de con, prin £, volumul
obtinut de b#iat va fi exprimat prin urmditoarea formuld:

! Vezi observajia de la p. 180,
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_Pe cind, procedind dupa regulile geometriei, adica folo-
sind formula pentru volumul trunchiului de con, noi am
fi obfinut pentru volumul necunoscut urmitoarea expresie:

wh
— (R® +1r* L+ Rr).
3
Aceste doud expresii nu sint identice, si este usor s ne
convingem cé cea de-a doua este mai mare decit cea dintii cu:

=h

12

(R—r)?

Cei ce au cunostinte de algebra isi dau seama imediat cd
. b « e L
diferenta 7;—2 (R — r)?este un numdr pozitiv, adicd procedeul

folosit de eroul lui Maine Red i-a dat un rezultat mai mic.

Ar fi interesant de stabilit, aproximativ cit de mare este
aceastd micsorare a rezultatului. Butoaiele se fac, de obiceli,
in asa fel, incit latimea lor maxima intrece diametrul fun-
dului cu 1/5 din acesta, adicd R—r = g Presupunind
¢ butoiul din romanul lui Maine Red avea aceastd form4,
putem gisi diferenta dintre volumul obtinut si cel real al
trunchiurilor de con:

AR 11 .
12

125 300

.. . . hR? o S «
adicd, aproximativ % (dacd consideram = = 3). Dupa

cum vedem eroarea va fi egald cu volumul unui cilindru
cu raza bazei egald cu raza sectiunii maxime a butoiului §i
cu indltimea egald cu a 300-a parte din indltimea acestuia.

Ins#, in cazul de fatd, este de dorit o mic# mirire a rezul-
tatului, deoarece se cunoaste cd volumul butoiului este mai
mare decit volumul a doud trunchiuri de con inscrise in el.
Aceasta reiese in mod limpede din figura 102 (dreapta),
unde se poate observa, ci prin procedeul aritat de méasurare
a butoiului se lasd deoparte o portiune din volumul lui,
notatd cu literele a, a, a, a (51 haguratd in figurd).

Tindrul matematician al lui Maine Red nu a inventat
singur aceastd formuld pentru calcularea volumului unui
butoi; ea este datd in unele manuale de geometrie elemen-
tard ca fiind un procedeu comod pentru calcularea aproxi-
mativd a continutului butoaielor. Trebuie sd observim ci
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masurarea volumului unui butoi, in mod absolut exact,
este o problemd destul de grea. In secolul al XVII-lea, marele
astronom german Kepler s-a gindit la aceastd problemi sgi
a lisat printre operele sale matematice o lucrare speciald
privitoare la arta de a misura butoaiele. O rezolvare geome-
tricd simpld si precisd a acestei probleme nu a fost gdsitd
nici pind in prezent; existd doar procedee elaborate in prac-
ticd si care dau rezultate mai mult sau mai putin aproxima-
tive. De exemplu, in sudul Frantei se foloseste o formula
simpla:

volumul butoiului = 3,2 kRr,

care d& rezultate bune in practica.

Ar fi interesant sd examindm §i urméitoarea problemad:
din ce cauzd oare butoaielor li se da o form4d atit de incomoda
pentru efectuarea unei masurdtori, adicd a unui cilindru
cu pereli convecsi? Nu ar fi mai simplu oare sd fabricim
butoaie strict cilindrice? Este adevirat cd se fac astfel de
butoaie cilindrice, insd nu din lemn, ci din metal (pentru
petrol, de exemplu). De ce butoaiele de lemn se fabrica
cu pereti convecsi? Care este avantajul pe care-1 oferd o ase-
menea form3? Avantajul este acela cd, atunci cind se bat
cercurile la butoi, ele se pot aseza strins si fix intr-un mod
extrem de simplu: prin baterea lor citre partea mai latd;
atunci cercul stringe destul de tare doagele, asigurind buto-
iului rezistenta necesari.

Din aceeasi cauzd donitele, ciuberele si cdzile din lemn
etc. se fac, de obicei, in form# de trunchi de con si nu de
cilindru; aici de asemenea consolidarea acestor produse cu
cercuri se obtine prin simpla lor batere spre partea mai lata.

Ar fi util sd facem cunoscute cititorilor rationamentele
expuse de cidtre Johann Kepler cu privire la acest subiect.
In pericada de timp dintre descoperirea legii a doua si a
treia a miscdrii planetelor, marele matematician a acordat
atentie si problemei privitoare la forma butoaielor §i chiar
a scris o lucrare matematica cu aceastd temi: O noud stereo-
metrie a butoaielor de vin. latd cum isi incepe Kepler lu-
crarea: ,,Dupd cum o cer materialul, constructia si folosirea
butoaielor de vin, acestora li s-a dat o form& rotundd, in-
ruditd cu cea conicd §i cea cilindricd. Un lichid, pistrat
mult timp in vase de metal, se altereazd din cauza ruginii;
vasele din sticld si lut sint insuficiente ca mirime i nu pre-
zintd sigurantd; 1ar vasele de piatrd nu corespund din cauza

184



greutdtii lor, aga incit ne rdmine doar sa turnam si s& pas-
trim vinul in vase de lemn. Dintr-un trunchi intreg nu se
pot confectiona cu ugurintd vase suficient de incipitoare
si in cantitate necesard si, chiar dacd acest lucru este posibil,
ele crapd. Din aceastd cauzid butoaiele trebuie s fie fabri-
cate din mai multe bucdti din lemn, unite intre ele. Nu
putem evita insd scurgerea lichidului prin crip&turile dintre
bucétile separate, nici chiar cu ajutorul unui alt material
sau printr-un alt procedeu, afard de stringerea lor cu cercuri...

Daci s-ar putea face din scindurele de lemn o sferd, atunci
vasele sferice ar fi cele mai bune. Insi, deoarece scindurile
nu pot fi strinse cu ajutorul cercurilor astfel incit s& formeze
un vas sferic, acesta a fost inlocuit cu unul cilindric. Dar
acest cilindru nu poate si fie pe deplin regulat, pentru ci
cercurile sldbite ar fi devenit dintr-o dat# inutile si n-ar fi
putut fi strinse mai mult, dacd butoiul nu ar fi avut o forma
conicd, care se ingusteazd intrucitva in ambele parti, por-
nind de la mijlocul lui. Aceastd form# este comoda si pentru
rostogolire si pentru transportul in c#rute i fiind constituita
din doud jumititi aseminitoare una cu alta, cu o bazi
comuni, este forma cea mai avantajoasd pentru clitinare
i frumoasd ca aspect“l.

PEREGRINARILE NOCTURNE ALE LUl MARK TWAIN

Ingeniozitatea de care a dat dovadi b#iatul din romanul
lui Maine Red, aflindu-se intr-o situatie atit de jalnic,
pur si simplu ne uimegte. In intunericul deplin, in care se
afla el, majoritatea oamenilor nu ar fi putut nici micar
sd se orienteze cit de cit just, fird a mai vorbi de efectuarea
unor misurdtori si calcule. Este instructiv de comparat,
cu povestirea lui Maine Red, o istorioar# comicd privitoare

1 Nu trebuie sd credem ca lucrarea lui Kepler cu privire la masu-
rarea butoaielor este o jucdrie matematicd, o distractie a geniului in
orele sale de odihni. Nu, aceasta este o lucrare serioasd, in care pentru
prima oari se introduc fin geometrie mirimi infinitezimale si
inceputurile calculului integral. Butoiul de vin §i problema adminis-
trativi de misurare a capacitdtii lui i-au servit lui Kepler drept baza
pentru rationamente matematice profunde si rodnice.
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la o peregrinare fara rost printr-o camera intunecoasi de
hotel, — aventurd care i s-ar fi intimplat renumitului com-
patriot al lui Maine Red, umoristul Mark Twain. In aceasta
povestire se relevid just cit de greu este s ne facem o ima-
gine exactd a pozitiei obiectelor, in intuneric, chiar §i intr-o
camerd obisnuitd, dacd locul ne este putin cunoscut. Vom
da mai departe, intr-o form& prescurtatd, acest episod amu-
zant din Inocentit in strdindtate, de Mark Twain.

»M-am trezit si am simtit cd mi-e sete. Atunci mi-a venit
in minte o idee strilucitd: sa ma imbrac, s# ies in gridini
i sd ma rdcoresc spilindu-ma la fintina arteziana.

M-am sculat incetigor si am inceput sd-mi caut lucrurile.
Am gisit un ciorap. Unde era cel de-al doilea nu puteam
si-mi inchipui. M-am lisat cu precautie pe dusumea, am
inceput si-1 caut imprejur, insd fird succes. Am inceput sa
caut mai departe, scotocind si rdscolind. M3 deplasam tot
mai departe si mai departe, insi nu-mi giseam ciorapul si
diddeam numai de mobili. Cind m-am culcat, in jurul meu
era mult mai putind mobild; acum insi camera era plini,
mai ales de scaune, care erau pretutindeni. Nu cumva s-au
mutat aici inci doud familii in riastimpul acesta? In intu-
neric nu vedeam nici unul dintre aceste scaune, in schimb
ma loveam neincetat de ele cu capul. .

In cele din urm# am ajuns la concluzia ci pot trii si fira
un ciorap. Sculindu-m# in picioare, m-am indreptat spre
usd, dupd cum credeam eu, insi pe neagteptate mi-am vazut
chipul sters in oglindi.

Era limpede ci m-am ritdcit si nu am nici cea mai mic#
idee despre locul unde mi aflu. Dacd in camerd s-ar fi aflat
o singurd oglindd, ea m-ar fi ajutat si m3 orientez, insé erau
doud oglinzi, iar aceasta este tot atit de rdu ca i cum ar fi
0 mie. '

Am vrut sd ajung la usd pipdind peretele. Mi-am reinceput
eforturile si am ficut sd cadd un tablou. Nu era prea mare,
insd a ficut zgomot cit o intreagd panorama. Harris (vecinul
de camerd care dormea pe un alt pat) nici nu s-a clintit,
insd eu am simtit ci dacd voi actiona si mai departe in
acelasi mod, il voi trezi negresit. S& incerc o altd cale. Voi
gisi iardsi masa rotundd — am fost lingd ea deja de citeva
ori — gi de la ea voi ciuta s ajung la patul meu; dacd voi
gidsi patul, voi gisi gi carafa cu apd §i atunci, cel putin,
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imi voi potoli setea insuportabild. Cel mai bine este s§ mi
tirdsc de-a busilea; acest mod il incercasem deja si de aceea
aveam mai multd incredere in el.

In sfirgit, am reusit si ajung pind la masi — s-o simt cu
capul meu — ficind un zgomot relativ mic. Atunci m-am
ridicat din nou si am inceput sd bijbii, balansindu-ma cu
miinile intinse inainte si cu degetele depértale. Am gésit
un scaun, apoi un perete. Alt scaun. Apoi divanul. Bastonul
meu. Incd un divan. Stiam foarte bine cd in camer# era nu-
mal un singur divan. ardsi am dat de masd si am primit o
noud loviturd. Apoi am dat de un alt rind de scaune.

Numal atunci mi-a venit in minte ceea ce de mult ar fi
trebuit sd-mi vind. Masa era rotundd, deci nu putea si-mi
serveascd drept punct de plecare in peregrindrile mele. Am
inceput si merg la intimplare prin spatiul existent intre
scaune si divan, insi m-am pomenit intr-o zond cu totul
necunoscutd, trintind pe jos sfegnicul de pe cdmin. Dupéd
sfesnic am doborit i lampa, iar dupd lampa a cézut pe podele
cu zgomot si carafa.

" Aha, — m-am gindit eu — in sfirgit te-am gésit driguto!
— Ajutor! Hotii! — a inceput sd strige Harris.
Strigitele si gildgia au ridicat in picioare toatd casa.

Au sosit cu lumindri si felinare stipinul casei, musafirii,

servitorii.

Am privit in jurul meu. Am constatat cd ma aflu lingd
patul lui Harris. Numai un singur divan se afla la perete;
numai un singur scaun stitea in asa fel incit puteai s dai
peste el, iar eu m-am invirtit in jurul lui asemenea unei
planete si, timp de o jumitate de noapte, m-am ciocnit de
el, ca o cometi. Misurindu-mi pasul m-am convins cd am
mers in cursul noptii 47 de mile“.

Ultima afirmatie este peste misurd de exageratdi: nu se
poate ca in cursul a citorva ore si parcurgi pe jos 47 de mile,
insd celelalte aminunte ale acestei teorii sint destul de vero-
simile si caracterizeazd exact acele dificultiti comice, de
care te poti lovi, de obicei, cind peregrinezi nesistematic
si la intimplare prin intuneric, intr-o incdpere necunoscuta.
Cu atit mai mult trebuie sd pretuim uimitoarea prezenta
de spirit $i metodicitatea tindrului erou al lui Maine Red,
care nu numai ci a stiut si se orienteze in intuneric absolut,
dar s& si rezolve, in aceste conditii, o problema dificild de
matematici,
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RATACIREA MISTERIOASA

In legiiturd cu raticirile lui Twain prin camera-intunecoasi
este interesant de relevat inci un fenomen enigmatic, care se
observd la oamenii care umbld cu ochii inchisi: ei nu pot s&
meargd in liniedreaptd, ci
neapdrat trebuie si se abata
intr-o parte, descriind o
curbd, inchipuindu-si to-
tusi cd se deplaseazd drept
inainte (fig. 103).

De asemenea. s-a mal
observat, de mai multd
vreme, cd si cdldtoril care
ritdcesc fard busold intr-un
pustiu, instepd, prin viscol
sau ceatd — in genere, in
toate cazurile cind nu
existd o posibilitate de a
se orienta — se abat de la
drumul drept si se in-
virtesc intr-un cerc, ina-
poindu-se de citeva ori in
acelasi loc. Raza cercului,
descris in astfel de cazuri
Fig. 103. Mersul cu ochii inchisi. ~de un pieton, este de apro-

ximativ 60—100 m; cu cit
mersul este mai rapid, cu atit raza cercului va fi mai
micd adicd cercurile descrise vor fi mai mici.

S-au efectuat chiar experiente speciale pentru studierea
tendintei oamenilor de a se abate de la drumul drept, for-
mind cercuri. Iatd ce ne spune, cu privire la aceste experien-
te, I. Spirin, erou al Uniunii Sovietice:

»,Pe un aerodrom neted si inverzit au fost aliniati 100 de
viitori piloti. Toti au fost legati la ochii gi li s-a propus sa
meargd drept inainte. Oamenil au inceput sd meargi... La
inceput mergeau drept; apoi unii au inceput si se abata la
dreapta, iar al{ii la stinga, descriind treptat cercuri, intor-
cindu-se la vechile lor urme“,
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Este cunoscutd o experientd asemdnitoare care a fost
efectuata in piata San Marco din Venefia. Au fost legati la
ochi mai multi oameni i au fost agezaii intr-o extremitate
a pietei, exact in fata catedralei, propunindu-li-se si ajunga
pind la ea. Cu toate ci trebuiau si parcurgd doar 175 m,
totugi nici unul dintre ei nu a ajuns pind in fata cladirii
(82 m latime); toti se ab#dteau intr-o parte, descriau o
curbd si se izbeau pind la urmid de una din colonadele
laterale (fig. 104). ’

175m
/ D
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//
-~ //
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Fig. 104. Schema experientei efectuate in piata San Marco din
Venetia. :

Cine a citit romanul lui Jules Verne Aventurile cipitanului
Hetteras isi aminteste, probabil, episodul in care c#litorii
au dat, in pustiul inzdpezit si nelocuit, de urme omenesti:
»— Acestea sint urmele noastre, prietenii mei! — a excla-
mat doctorul. — Noi ne-am r#tdcit in ceatd §i am dat
chiar de propriile noastre urme...“

O descriere clasicd a unei astfel de invirtiri in cerc ne-a
lasat-o L.N. Tolstoi in povestirea Stdpin si slugd.

»Vasili Andreici isi imboldea calul, indreptindu-1 incotro
banuia, fira sd stie nici el de ce, cd s-ar afla padurea si
coliba p#durarului. Zipada il orbea, iar vintul voia cu
tot dinadinsul parca si-1 opreascd in loc; dar el zorea mereu
calul aplecindu-se inainte.

Vreo cinci minute, dupd cit i se piru, cdliri astfel, tot
mereu inainte, fird si vada nimic altceva decit capul calu-
lui si pustietatea alba.
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Deodatd se ivi in fatd o pata neagrd. Inima incepu si-i
batd de bucurie si se indreptd spre aceastd patd neagrd, in
care incepu sd vada parcd peretii caselor din sat. Dar
pata respectivd era o tufi inaltd de pelinitd, crescutd
pe un hat... si cine stie de ce, la vederea acestei tufe de
pelinitd chinuitd de vintul nemilos, Vasili Andreici se
cutremurd si incepu sid goneascd grabit calul, fard si-si
dea seama cd, ajungind in preajma tufei schimbase cu desi-
virgire directia de mai inainte.

Iardsi apiru in fatd o patd neagrd. Dar era tot un hat,
acoperit cu tufe de pelinitd. Si de data aceasta buruiana
uscatd se zbdtea cu aceeasi deznddejde. Iar lingd ea se
vedeau si urme de cal, pe care vintul le astupa cu omit.
Vasili Andreici se opri, se aplecd si privi cu luare aminte:
era intr-adevir o urmi de cal, usor acoperitd de zipada si
ea nu putea fi decit a propriului sau cal. Se invirtise pesemne
in cerc si pe o razi micd“.

Fiziologul norvegian Guldberg, care a consacrat un stu-
diu de specialitate invirtirii in cerc (1896), a adunat o serie
de marturii verificate cu minutiozitate, cu_privire la cazuri
reale de acest fel. Citim doud exemple.

Trei cildtori intentionau, pe o noapte cu zdpada, sd para-
seascd cantonul si sd ajungd dintr-un ses, cu o latime de
4 km, pind la casa lor situatd in directia care in desenul
aldturat este desenatd punctat
(fig. 105). Pe drum, firs si observe,
ei s-au abdtut la dreapta, dupi
linia frintd indicatd prin sigeata.
Parcurgind o distantd oarecare,
au crezut, dupd timpul care s-a
scurs, cd au ajuns la tintd, pe
cind in realitate s-au pomenit
la acelasi canton pe care-1 para-
siserd. Pornind la .drum pentru
a doua oard, el s-au abdtut si
mai mult gi iardsi au ajuns la
Fig. 105. Schema peregri- punctul de plecare. Acelasi lucru
ndarii celor trev drumeti. s-a intimplat si ‘a treia si a patra

oard. Desperati, au intreprins si
a cincea incercare, insd au ajuns la acelasi rezultat.
Dupd a cincea rotire in cerc, au renuntat la alte incer-
ciri de a mai iesi din cimpie §i au asteptat dimineata.

4 km ¢
/
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Este si mai greu sid vislesti pe mare in linie dreapta,
intr-o noapte intunecoasd, fird stele sau in ceatd deasa.
A fost observat un caz, unul din multele asemdn&toare,
cind vislagii, care s-au hotirit si traverseze pe timp de
ceatd o strimtoare cu o litime de 4 km, au ajuns de doud
ori in apropierea malului opus, insd fird si-1 atinga si fard
sd-si dea seama au descris doud cercuri si au debarcat, in
sfirsit..., in locul de unde au plecat (fig. 106).

—
~

——
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Y

Fig. 106. Cum vislasii au incercat si traverseze strimtoarea
pe timp de ceatd.

Acelagi lucru se intimpld si cu animalele. Exploratorii
polari povestesc despre cercurile pe care le descriu in pus-
tiurile inzdpezite animalele inhdmate la sdnii. Ciinii care
sint ldsati s& inoate cu ochii legati de asemenea descriu
cercuri prin apd. Si pasdrile orbite zboard tot in cerc. O
fiard hdituitd, care si-a pierdut din cauza fricii capacitatea
de a se orienta, se salveazd nu in linie dreaptd, ci in spirala.

Zoologii au stabilit ¢d mormolocii, crabii, meduzele si
chiar amibele microscopice din picdtura de apd, toate se
invirtesc in cerc.

Prin ce se poate cxplica inclinatia enigmaticd a omului
si a animalelor pentru rotirea in cerc, imposibilitatea de a
mentine prin intuneric o directie in linie dreaptd?

Aceastil intrebare isi va pierde deodatd in ochii nostri
misterul aparent ce-o inviluie, dacd o vom pune in mod just.
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Vom cerceta nu cauza pentru care animalele se migcd in
cerc, ci ceea ce le este necesar pentru miscarea in linie
dreapté.

Amintiti-v3 cum se migcd o jucdrie mecanici. Se intim-
pld uneori ci jucdria nu se miscd in linie dreaptd, ci se
abate intr-o parte.

Aceastd migcare curbd nu ni se pare de loc misterioasi;
oricine va intelege de ce se intimpla asa: probabil c& rotile
din dreapta nu sint egale cu cele din stinga.

Desigur ci si o fiin{d vie poate sd se miste, fird ajutorul
ochilor, exact in linie dreaptd, numai in cazul in care mus-
chii din partea dreaptd si cea stingid functioneazd absolut
la fel. Dar rdspunsul cdutat constd tocmai in faptul ca
simetria corpului omului §i animalelor nu este absolutd.
Majoritatea oamenilor si a animalelor au muschii din partea
dreaptd a corpului dezvoltati inegal cu cei din stinga. Natu-
ral cd un pieton care tot timpul pdseste cu piciorul drept
putin mai departe decit cu cel sting nu va putea sa respecte
o linie dreaptd; dacd ochii nu-1 vor ajuta si-si corecteze
directia, el se va abate inevitabil spre stinga. La fel si
vislagul, care din cauza cetei este lipsit de posibilitatea
de a se orienta, in mod inevitabil se va abate spre stinga,
daci mina lui dreaptd este mai viguroasd decit cea stinga.
Aceasta este o necesitatea geometricd.

Imaginati-vd, de exemplu, c#, pdsind cu piciorul sting,
un om face pasul cu 1 mm mai lung decit pasul facut cu
piciorul drept. Atunci, ficind alternativ cite 1 000 de pasi
cu fiecare picior, acest om va parcurge cu piciorul sting
un drum cu 1 000 mm, adicd 1 m, mai lung decit cu pi-
ciorul drept. Pe drumurile drepte paralele acest lucru este
imposibil, pe cind pe cercuri concentrice este pe deplin
realizabil.

Putem chiar, folosind schema invirtirii prin cimpia inzi-
pezitd, descrisd mai sus, si calculdm cu cit piciorul sting al
acelor drumeti ficea un pas mai lung decit piciorul drept
(deoarece ei se abdteau din drum la dreapta, este limpede
cd pasii mai lungi erau ficuti tocmai de piciorul sting).
Distanta dintre liniile urmelor piciorului drept si picioru-
lui sting in timpul mersului (fig. 107) este aproximativ
egald cu 10 cm, adicd 0,1 m. Cind un om descrie un cerc
inchis, piciorul lui drept parcurge drumul 2=R, piciorul
sting 2= (R+0,1), unde R reprezinii raza acestui cerc in
metri. Diferenta 27(R +0,1) — 27#R = 2x0,1, adica 0,62 m
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sau 620 mm, a fost formata din diferenta dintre lungimea
pagilor facuti de piciorul drept si cel sting, repetatd de
atitea ori, citi pasi s-au facut. Din figura 110 putem deduce
cd drumetii nostri descriau cercuri ce aveau un diametru
aproximativ de 3,5 km, adicd o lungime de aproximativ

10 000 m. Luindu-se ca medie lungimea pasului de 0,7 m,

) 10 000
pe parcursul acestui drum s-au ficut o7 = 14 000 de

pasi; dintre ei 7 000 au fost ficuti cu piciorul drept si tot
atitia de piciorul sting. Asadar am aflat cd 7 000 de pasi
»stingi“ sint mai mari decit 7 000 de pasi , drepti“ cu 620 mm.
De aici rezultd cd un pas sting este mai lung decit unul

620 mm . . :
drept cu o000’ Sau mai putin de 0,1 mm. Iatd ce dife-

rentd infima intre pasi este suficientd pentru a produce un
rezultat atit de uimitor!

Raza cercului pe care-1 descrie un om ce riticeste depinde
de_diferenta dintre lungimea pasilor ,drepti“ si a celor
,stingi“. Aceastd dependentd nu este greu de stabilit. Numa-
rul de pasi ficutl la parcurgerea unui cerc, cind lungi-

mea pasului este de 0,7 m, va fi egal cu2l}3, unde R

I
reprezintd raza cercului, in metri; dintre ei, pagi ,stingi“
2rR . . . . "
sint = , §i tot atitia pasi ,drepti“. Inmulfind aceastd
Yy
valoare cu diferenta x dintre lungimile pasilor, vom obtine
diferenta dintre lungimile acelor cercuri concentrice care au

fost descrise de piciorul drept §i cel sting, adicé

2nRz
2.0,7

= 2r-0,1, sau Rz = 0,14,

unde Rz sint exprimati in metri.

Dupa aceastd formuld simpli, este usor de calculat raza
cercului cind se cunoaste diferenta dintre pagi si invers.
De exemplu pentru participantii la experienta efectuatd in
piata San Marco din Venetia, putem calcula raza celui mai
mare dintre cercurile descrise de ei in cursul mersului.
Intrucit AC = 41 m este ,sigeata“ fieciruia din aceste
cercuri, iar BC este semicoarda si BC nu depéseste 175 m
(fig. 104), raza R a arcului AB este datd de egalitatea:

BC?* =2R.AC — AC2.
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Admitind cd BC = 175 m, vom obtine:

BC? C2 17624412
2R = +AC 17844 ~ 780 m,
AC 41

de unde R, adicd raza celui mai mare dintre cercurile des-
crise pe piata San Marco nu depiseste 390 m.

Fig. 107. Liniile fdcute de urmele piciorului drept si ale celui
sting in timpul mersului.

Cunoscind aceasta, vom stabili cea mai micd diferentd
Jintre lungimea pasilor din formula obtinutd anterior,
adicd Rz = 0,14:

390z = 0,14, de unde z = 0,35 mm.

Asadar, diferenta dintre lungimea pasilor ,drepti“ si a
celor ,stingi*, la participantii la experientd, nu este mai
mici de 0,35 mm.

Citeodatd se intimpld sd citim sau si auzim cid faptul
invirtirii in cerc la mersul pe dibuite depinde de deosebirea
existentd intre lungimea piciorului drept si a celui sting;
deoarece piciorul sting, la majoritatea oamenilor, este mai
lung decit cel drept, oamenii, in timpul mersului, trebuie
sd se abatd inevitabil la dreapta de la directia in linie
dreaptd. O astfel de explicatie este bazatd pe o eroare geo-
metricd. Prezintd importantd lungimea diferitd a pagilor
si nu a picioarelor. Din figura 108 reiese limpede c&, chiar
atunci cind existd o diferentd intre lungimea picioarelor,
se pot face totusi pasi care si aibi exact aceeasi lungime,
daci la fiecare pas, unghiul format de picioare este acelasi,
adicd dacd 9 B, = Y B. Deoarece totdeauna 4,B;, = AB si
B,C, = BC, atunci A A;B,C, = A ABC si, prin urmare,
AC = C,A,. $i invers, chiar daci avem absolut aceeagi
lungime a picioarelor, pagii pot fi de lungimi diferite daca
un picior este dus in timpul mersului mai departe decit
celalalt.
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Dintr-o cauzi aseminitoare un barcagiu, care vislegte
cu mina dreaptd mai tare decit cu cea stingi, in mod inevi-
tabil va trebui sd abat& barca pe un cere, deviind in partea
stingd. Animalele care fac pasi inegali cu piciorul drept sau

Fig. 108. Daca unghiul fiecirui pas va fi unul si
acelast, atunci pasit vor fi absolut egali.

sting, ori pasdrile ce lovesc aerul cu putere inegald, de ase-
menea vor trebui si se miste in cercuri de fiecare dati cind
sint lipsite de posibilitatea de a controla, cu ajutorul vizu-
lui, directia in linie dreapt&. Aici, de asemenea, este sufi-
cienti o dlferenta extrem de micd in forta mumlor picioa-
relor sau arlpllor

Faptele ardtate mai sus isi pierd caracterul lor misterios
si devin pe deplin firesti, dacd privim lucrurile sub acest
aspect. Si invers, ar fi ciudat dacd oamenii §i animalele ar
putea sd-si mentind directia in linie dreaptd, fiard s-o
controleze cu ochii. Cici o conditie necesard pentru aceasta
ar fi o strictd simetrie geometricd a corpului, absolut impo-
sibild pentru o fiintd vie. Iar cea mai micd deviere de la
simetria perfectd, din punct de vedere matematic, trebuie
s¥ atragd dupd sine, ca o urmare inevitabil, mlgcarea in
linie curbd. Nu este o minune faptul de care ne mirdm aici,
ci cel pe care am fost gata si-1 considerdm drept natural.

Neputinta omului de a se mentine pe un drum in linie
dreaptd nu constituie pentru el o piedicd importanté: busola,
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drumurile, hirfile 1l salveazi, in majoritatea cazurilor, de
consecintele acestui neajuns.

Altfel stau lucrurile la animale, mai ales la cele care lo-
cuiesc in pustiuri, stepe sau in intinderile nemarginite ale
mdrii: pentru ele lipsa de simetrie a corpului, care le obligd si
descrie cercuri in loc de linii drepte, reprezintd un impor-
tant factor vital. El parcd ii tintuieste de locul lor'de nas-
tere, lipsindu-i de posibilitatea de a se indepirta de el la
o distantd mai insemnati. Leul care si-a luat indrizneala
de a pleca mai departe in pustiu, in mod inevitabil, se va
intoarce inapoi. Pescirusii, care-si pirdsesc stincile natale
pentru zborul deasupra mérii nu pot sd nu se intoarcid la
cuib (insd cu atit mai enigmatice sint migrarile pe distante
lungi ale péasirilor ce traverseazii in linie dreapti conti-
nentele si oceanele).

MASURATOR! EFECTUATE CYJ MIINILE GOALE

Bédiatul lui Maine Red a reusit sd rezolve cu succes pro-
blema sa geometricd numai pentru cé, cu putin timp ina-
intea cdldtoriei, gi-a masu-
rat indltimea si a memorat
precis rezultatele masura-
torii. Ar fi bine ca fiecare
dintre noi si-si facd rost
de un astfel de ,metru
viu“, pentru ca, in caz
de nevoie, si-1 foloseasca
la mésurdtori. De aseme-
nea, este util si tinem
minte c#, la majoritatea
oamenilor, distanta din-
tre extremititile bratelor
indepirtate este egald cu

. inalfimea (fig. 109), regula

Fig. 109. Regula lui Leonardo da observ'até de genialul pic-
Vinci. tor si savant Leonardo
da Vinci: ea ne permite

s# ne folosim de ,,metrii nogtrii vii“ intr-un mod mai comod
decit a ficut-o biiatul din romanul lui Maine Red. In medie,
tniltimea unui om adult (de neam slav) este aproximativ
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de 1,7 m, sau 170 cm; aceasta este ugor de tinut minte.
Insd nu trebuie si ne bazim pe mirimea medie: fiecare
trebuie si-si misoare indltimea si deschiderea bratelor sale.

Pentru mésurarea, fird etalon, a unor distante mici, tre-

Fig. 110. Madsurarea distantet Fig. 111. Masurarea lungimii dege-
dintre virfurile degetelor. tulut aratdtor.

buie s memordm lungimea palmei noastre, adicd distanta
dintre virfurile degetului mare si a celui mic indepartate
(fig. 110). La un barbat adult ea reprezinti aproximativ
18 cm, adicd cam 1/4 dintr-un arsin (de unde §i denumirea
de ,cetvert®, adicd ,sfert"), insd la oamenii tineri ea este
mai micd si se mireste incet pe méisurd ce inainteazd in
virstd (pind la 24 de ani).

Apoi, in vederea aceluiagi scop, este util s masurdm si
sd tinem minte lungimea degetului nostru ardtdtor, masu-
rind-o in doud feluri: de la baza degetului mijlociu (fig. 111)
si de la baza degetului mare. De asemenea, trebuie si cu-
noastem si distanta cea mai mare dintre virfurile degetelor
ardtdtor si mijlociu; la un om adult ea este egald cam cu
10 cm (fig. 112). Trebuie, in sfirgit, sd cunoastem gi latimea
degetelor noastre.

Litimea celor trei degete de la mijloc, strins alipite,
este aproximativ de 5 cm.

Cunoscind toate aceste date, vom putea efectua, intr-un
mod destul de satisficdtor, diferite masurdtori pur gi sim-
plu cu miinile goale, chiar si pe intuneric. In figura 113
este reprezentat un exemplu de acest fel: aici se mésoard
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Fuig. 112. Mdsura- Fig. 113. Mdsurarea circumferintet

rea distantei dintre paharului cu ,miinile goale“.
virfurile a doud
degete.

circumferinta unui pahar cu ajutorul degetelor. Bazindu-ne
pe valorile medii, putem spune cd lungimea circumferintei
paharului este egald cu 1845, adicd 23 cm.

‘UN UNGHI DREPT IN INTUNERIC

Problemi

“Intorcindu-ne dinnou la tindrul matematician al lui Maine
Red se pune urmitoarea intrebare: cum ar fi trebuit sd pro-
cedeze el pentru a ob-
tine, intr-un mod sigur,
un unghi drept? ,Am
sprijinit de el (de beti-
sorul care iesea in afard)
vergeaua mai lungi,
astfel incit si formeze
un unghi drept* — citim
Fig. 114. Cel mat simplu triunght drept noi in roman. Ficind
urlzghic, ;zlee cdrul lla}l)uri sintg numI;re aceasta pe 1ntunel_‘lc 51
intregi. bazindu-ne numai pe

perceptiile muschilor no-
gtri, putem si gresim destul de mult. Totusi bdiatul, in
situatia lui, avea la indemind un mijloc de a construi.un
unghi drept cu ajutorul unui procedeu mult mai sigur,
Care anume?

198



Rezolvare

Trebuie s folosim teorema lui Pitagora si si construim
din sipci un triunghi ale cirui laturi si aibi o asemenea
lungime incit triunghiul s& fie dreptunghi. Cel mai simplu
ar fi sd ludm pentru aceasta sipci care sd aibd lungimea de
3, 4 51 5 ori mai mare decit a unor segmente etalon, alese
arbitrar (fig. 114).

Acesta este un procedeu egiptean strivechi, care a fost
folosit in tara piramidelor cu citeva mii de ani in urma.
Totusi, incd si in zilele noastre, in cursul lucridrilor de
constructie, se recurge adesea la un procedeu aseminitor.



Capitolul IX

CUNOSTINTE VECHI $I NOI CU PRIVIRE LA CERC

GEOMETRIA PRACTICA A EGIPTENILOR SI ROMANILOR

In prezent, orice scolar calculeazi lungimea unei circum-
ferinte dupd diametrul ei, intr-un mod mai exact decit
cel mai intelept preot din strivechea tard a piramidelor sau
cel mai iscusit arhitect al miretei Rome. Vechii egipteni
considerau cd circumferinta este mai lungi decit diametrul
de 3,16 ori, iar romanii o considerau de 3,12 ori mai mare,
pe cind raportul exact este urmétorul: 3,14159... Matema-
ticienii egipteni giromani au stabilit raportul dintre lun-
gimea circumferintei §i diametru nu printr-un calcul geo-
metric strict, ca matematicienii de mai tirziu, ci l-au aflat
pur si simplu din experientd. De unde rezultau insi la ei
astfel de gregeli? Ei nu puteau oare si inconjure un obiect
rotund oarecare cu un fir de atd si apoi, indreptind firul,
s&-1 mésoare?

Fird indoiald cd procedau astfel; insd nu trebuie s cre-
dem cd un astfel de procedeu d& negresit un rezultat exact.
Imaginati-vd, de exemplu, un vas cu fundul rotund care
are un diametru de 100 mm. Lungimea circumferintei fun-
dului trebuie si fie egald cu 314 mm. Totusi, in practicd,
masurind cu un fir de atd, este putin probabil ¢d vom obtine
aceastd lungime: este ugor si gresesti cu 1 mm gi atunci
7 va fi egal cu 3,13 sau cu 3,15. Dacd vom avea in vedere
cd nici diametrul vasului nu-1 putem mésura absolut exact,
cd si aici o eroare de 1 mm este foarte probabild, atunci
ne vom convinge cd pentru w se obfin limite destul de
largi, adicd intre

313 . 315
— 51 —
101 99
sau in fractii zecimale, intre:
3,09 si 3,18.

Dupa cum vedem, calculindu-1 pe = prin metoda arétatd,
putem obtine un rezultat care nu coincide cu 3,14: o datd
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obtinem 3,1, altd data 3,12, a treia oard 3,17 etc. Intim-
plator, se poate sa fie printre ele §i 3,14, ins# in ochii celui
care calculeazi acest numéar nu va avea mai multd impor-
tantd decit celelalte.

Un astfel de procedeu experimental nu poate si dea o
valoare pentru m care si poatd fi acceptatd. Astfel devine
clar de ce lumea anticd nu cunostea raportul exact dintre
lungimea circumferintei §i diametru. $i a fost nevoie de
geniul lui Arhimede pentru a afla valoarea lui = egald cu

1 : X% s wg - - .
37, si aceasta fard misurdtori, numai prin rationamente.

ASA E USOR A SCRIE RENUMITUL §1 UTILUL NUMAR!

In Algebra matematicianului arab din vechime Mahomed-
ben-Musa, cu privire la calcularea lungimii unei circum-
ferinte citim urméitoarele rinduri:

»,Cel mai bun mijloc este de a inmulti diametrul cu 3% .

Acesta este procedeul cel mai rapid si cel mai ugor. Numai
Dumnezeu cunoagte unul mai bun“.

In prezent stim ci i valoarea gisitd de Arhimede de 3%
/

nu exprimé pe deplin exact raportul dintre lungimea cir-
cumferintei si diametru. S-a dovedit in mod teoretic ci
acest raport nu poate fi in general, exprimat printr-o fractie
oarecare exactd. Noi il putem scrie doar cu o aproximatie
mai mare sau mai micé, care intrece cu mult precizia nece-
sard pentru cele mai stricte cerinte din viata practici.
Un matematician din secolul al XVI-lea, Ludolf, din Leyda
a avut ribdarea si-1 calculeze pe w cu 35 de zecimale si a
l4sat prin testament ca acest numir si fie gravat pe monu-
mentul sdu funerar?.

Iatd acest numar:
3,14159265358979323846264338327950288. ..

In anul 1873, un oarecare Shenks, a publicat o astfel de
valoare a lui = in care dupd v1rgula urmau 707 zecimale!

1 Textul titlului prezentului parag'raf permite memorarea in
limba romind a primelor opt zeclmale ale lui * — N.R.

2 Pe atunci aceastd notatie ,,#* nu se folosea incid: ea a fost intro-
dusi doar la mijlocul secolului al XVIII-lea, de citre renumitul ma-
tematician Leonard P. Euler, membru al Academiei de Stiinte din
Petersburg (azi Leningrad).
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Astfel de numere lungi care exprimd in mod aproximativ
valoarea lui =, nu au o importantd nici practic#, nici teo-
reticd. Numai din lipsd de ocupatie si in goana dupi ,recor-
duri“ umflate a putut s apara in timpurile noastre dorinta
de a-1 intrece pe Shenks; intre anii 1946 si 1947, Fergusson
(Universitatea din Manchester) si, independent de el, Ranch
(din Washington) au calculat 808 zecimale pentru valoarea
lui 7 §1 s-au sim$it satisficuti ci in calculele lui Shenks au
descoperit o eroare, incepind cu cifra a 528-a.

Daca am fi dorit,de exemplu, sd calculim lungimea ecua-
torului terestru cu o exactitate de pini la 1 ¢cm, presupunind
cd se cunoagte lungimea exactd a diametrului sdu, atunci
pentru aceasta ne-ar fi fost pe deplin suficient s luim numai
noud cifre dupd zecimale din valoarea lui =. Luind de doud
ori mai multe cifre (18), am fi putut calcula lungimea unei
circumferinte, care si aibd drept razi distanta de la Pdmint
la Soare, cu o eroare ce nu ar fi depisit 0,0001 mm (de 100
de ori mai micd decit grosimea unui fir de par!).

Matematicianul Grave a demonstrat intr-un modextrem
de clar absoluta inutilitate chiar §i a primei sute de cifre
zecimale din valoarea lui n. El a calculat ¢, daci ne-am
imagina o sferd, a cirei razi si fie egald cu distanta de la
Pamint pind la steaua Sirius, adicd cu un numir de kilo-
metri egal cu 132 urmat de zece zerouri: 132-10%°, am umple
aceastd sferd cu bacterii, presupunind cd in fiecare mili-
metru cub al sferei ar exista cite un bilion (101°) de bac-
terii, apoi toate aceste bacterii le-am ageza intr-o linie
dreaptd in aga fel ca distanta dintre doud bacterii invecinate
sd fie egald din nou cu distanta de la Pdmint la steaua Sirius,
atunci acceptind acest segment fantastic drept diametru al
unui cerc, am putea calcula lungimea cercului gigantic
astfel obtinut cu o precizie microscopicd, adicd de pind la

1
1 000 000
valoarea lui =. Astronomul francez Arago observi, in mod
just, c¢d ,in privinta exactitdtii nu am fi cistigat nimic,
dacd intre lungimea cercului si diametru ar fi existat un
raport care sd fie exprimat pe deplin exact printr-un numar®.

Pentru calculele obignuite cu = este pe deplin suficient
sd tinem minte primele dou# zecimale (3,14), iar pentru
calcule mai exacte vom tine minte patru zecimale (3,1416:
ultima cifrd o ludm 6 in loc de 5, pentru cd mai departe
urmeazd o cifrd mai mare decit 5).

mm, folosind 100 de zecimale dup&d virguld din
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Mici poezii sau fraze strilucitoare rdmin mai mult timp
in memorie decit numere, din aceasti cauzi pentru memora-
rea unei oarecare valori numerice a lui = se inventeazi
poezii speciale sau anumite fraze. In operele de acest gen
de ,poezie matematicd“, cuvintele sint alese in asa fel incit
numirul de litere din fiecare cuvint si coincidi succesiv
cu cifra corespunzitoare a valorii lui =.

Se cunoaste o poezie in limba englezi care are 13 cuvinte,
deci care di 12 zecimale in valoarea lui =; in limba germana
se cunoaste o poezie formatd din 24 de cuvinte, iar in limba
francezd una format#d din 30 de cuvinte! (existd o poezie
si de 126 de cuvinte!).

Ele sint interesante, dar prea lungi si greoaie. Printre
elevii lui E.I. Terskov, un profesor de matematicd de la o
scoald medie din Moscova, se bucurd de popularitate urma-
toarea strofd, niscocitd de el:

,OT0O A BHAD W TIOMHIO  IpexpacHo?
3 1 4 1 b6 9

Dar una din elevele lui — Esea Cerikover — cu inventivi-

tatea proprie scolarilor, a compus o continuare iscusitd si
putin cam ironicé:

,»IIn  MHOrme BHaKM MHe JIMOIHM, HampacHH"?
.2 6 b 3 b 8

In total rezultd urmitorul distih format din 12 cuvinte:

,OTO A BHAI0 M NOMHIO NPEKPAaCHO,
IIu MHOrme BHAKM MHe JMIUHM, HANpPAaCHH.*

1 Jatd aceste poezii:
a) in limba englezi:
See I have a rhyme assisting
My feeble brain, its tasks ofttimes resisting.
b) in limba germani:
Wie o dies =
Macht ernstlich, so vielen viele Miih’!
Lernt immerhin, Jiinglinge, leichte Verselein,
Wie so zum Beispiel dies diirfte zu merken sein’.
¢) in limba francez:
Que j'aime A faire apprendre un
nombre utile aux sages!
Immortel Archiméde, sublime ingénieur,
Qui de ton jugement peut sonder la valeur?
Pour moi ton probléme eut de pareils avantages,
2 Acest lucru eu fl cunosc si-l1 tin minte admirabil,

* Pentru ,pi“ multe zecimale imi sint de prisos,



Autorul acestei cirti nu are curajul sd néscoceascd poezii,
insd la rindul sdu propune urmitoarea frazi simpld §i pe
deplin suficientd:

(ETo s sHaw o kpyrax?” — intrebare care contine §i
un rdspuns ascuns: 3,1416.

GRESEALA LU! JACK LONDON

Urmitorul pasaj din romanul lui Jack London Doamna
micd din casa mare oferd material pentru calcule geometrice:
»In mijlocul cimpului se inaltd o prijind de otel infiptd
adinc in pimint. Din virful prijinii spre marginea cimpului
era intins un cablu fixat de un tractor. Mecanicii au apésat
pe manetd si motorul a inceput si lucreze.

Masina a pornit singuri inainte, descriind un cerc in jurul
prdjinii, care-i servea drept centru.

— Pentru a perfectiona definitiv masina, — a spus Gra-
ham, — dv. vd rdmine si transformati cercul pe care il
descrie intr-un patrat.

— Da, insd pe un cimp in formd de patrat se va pierde cu
acest sistem foarte mult pamint.

Graham a efectuat unele calcule, apoi a observat:

— Se pierd aproximativ 3 acri la fiecare 10.

— Nu mai putin“.

Propunem cititorilor nogtri s& verifice acest calcul.

Rezolvare

Calculul este inexact: se pierde mai putindecit0,3din su-
prafata de pdmint. S& presupunem c4 latura pitratului este a.
Suprafata unui astfel de patrat va fi a®. Diametrul cercului
inscris va fi, de asemenea, egal cu a, iar suprafata lui cu

ra® . . s " "
T'T- Partea care se pierde din terenul in formd de patrat

constituie:

az_fﬁ=(1_ ;i) a® = 0,22 a2,
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Observiam ci partea care rimine neprelucratd din cimpul
tn formi de pitrat constituie aproximativ 229, si nu 309/,
cum presupuneau eroii romancierului american.

ARUNCAREA ACULUI

Cel mai original §i neasteptat procedeu pentru calcularea
aproximativd a valorii lul = constd in urmitoarele: facem
rost de un ac de cusut scurt (circa 2 cm), mai bine cu virful
rupt, pentru ca acul si fie de aceeasi grosime, gi trasim
pe o foaie de hirtie un sir de linii subtiri paralele, despirtite
una de alta printr-un interval de doud ori mai mare decit
lungimea acului. Apoi aruncdm acul de la o oarecare inil-
time pe hirtie si observdm daci a intretdiat sau nu una dintre
linii (fig. 115, stinga). Pentru ca acul sd nu sard, punem sub
foaia de hirtie o sugativd sau o bucatd de stofd. Repetam
aruncarea acului de mai multe ori de exemplu de 100, sau,
si mai bine, de 1000 de ori, insemnind de fiecare datd daci
a avut loc intretdiereal. Dacd apoi impéirtim numarul total
de cdderi ale acului la numarul de cazuri in care am observat
intretdierea, atunci, ca rezultat, trebuie si obtinem valoarea
lui =, desigur mai mult sau mai putin aproximativa.

Vom explica acum de ce se intimpld astfel. S& presupunem
cd cel mai probabil numdr de intretiieri ale acului este egal
cu K, iar lungimea acului nostru este de 20 mm. In caz de
intretdiere, punctul de intilnire trebuie, desigur, si fie situat
pe unul dintre acesti milimetri, si nici unul dintre ei si nicio
parte din ac nu au, in aceastd privintd, nici un fel de avantaje
fatd de celelalte. Din aceastd cauzd, numirul cel mai pro-
babil de intretdieri ale fiecirui milimetru, luat in parte, va

fi egal cu ;6- Pentru o portiune a acului cu o lungime de
3 mm el va fi egal cu % » pentru o portiune de 11 mm acest

. . UK . N .
numir va fi de o etc. Cu alte cuvinte, numérul cel mai

probabil de intretdieri este direct proportional cu lungimea
acului.

1 Trebuie si considerim ca intretdiere si acel caz cind acul atinge
numai cu virful linia trasatid pe hirtie.
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Aceastd proporfie se menfine gi in cazul cind acul este
indoit. S& presupunem ci acum este indoit in forma reprezen-
tatd in desenul II fig. 115, dreapta, unde portiunea AB =
= 11 mm, BC = 9 mm. Pentru portiunea AB numirul cel

ukK pentru BC
20

9K . R . .
el este egal cu 20 ' 1ar pentru intreaga lungime a acului va

fi 1—;015 + %%, adici va fi egal, ca si in trecut cu K. Putem
indoi acul si intr-un mod mai complicat ca in desenul III
fig. 115 si numdrul de intretdieri nu se va modifica din
aceastd cauzd. (Observati cd atunci cind avem un ac indoit,
sint posibile intretdieri ale liniei de c#tre doud sau mai
multe parti ale acului dintr-o dati; o astfel de intretiiere
trebuie s-o considerdm, desigur, egald cu 2, cu 3 etc., pentru
cd prima a fost inregistrata la calcularea intretiierilor pentru
o parte a acului, cea de-a doua pentru alta etc.).
Imaginati-vd acum cd aruncdm un ac indoit in forma de
cerc, cu un diametru egal cu distanta dintre linii (aceasti
distant{d este de doud ori mai mare decit acul). Un astfel
de inel trebuie si intretaie, de fiecare datd, de dou# ori,
o linie oarecare (sau si atingd cite o singurd dat# doua linii,
insd in orice caz, rezultd doud intersectii). Dacd numirul

mai probabil de intretdieri va fi egal cu

c
I 1 I

Fig. 115. Experienta lut Buffon cu aruncarea acului.

total de arunciri este insemnat cu N, atunci numérul de
intretdieri va fi egal cu 2/V. Acul nostru 'drept este mai mic
decit acest inel in ce privegte lungimea, de atitea ori, de
cite ori jumitate din diametru este mai micé decit lungimea
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cercului, adicd de 2w ori. Am stabilit insd ¢d numdirul cel mai
probabil de intretdieri este proportional cu lungimea acului.
Din aceastd cauzd, numérul cel mai probabil (K) de in-
tretdieri ale acului nostru trebuie si fie mai mic decit

2N de 2m ori, adicd va fi egal cu N, De unde:
™

numirul de arunciiri
r —

numirul de intretdieri

Cu cit au fost observate mai multe cdderi, cu atit mai exact
se obtinea valoarea lui =. Un astronom elvetian, R. Wolf,
a observat, la mijlocul secolului trecut, 5 000 de cideri ale
acului pe o hirtie liniatd si a obfinut pentru = urmitorul
numir: 3,159... — expresie care totusi este mai putin exactd
decit valoarea obtinutd de Arhimede.

Dupd cum observati, raportul dintre lungimea cercului
si diametrul sdu este gisit aici pe cale experimentald gi —
ceea ce este mal interesant — nu se deseneazd nici cercul
nici diametrul, adicd nu se recurge la ajutorul compasului.
Un om care nu are nici un fel de idee despre geometrie si
chiar despre cerc poate tot asa de bine si calculeze, cu aju-
torul acestui procedeu, valoarea lui w, daci efectueazi, cu
ribdare, un mare numair de aruncéiri ale acului.

INDREPTAREA CERCULUI

Problemi

In vederea multor scopuri practice este suficient si luim

: 1 . L, o s .
pentru © valoarea 3— si sd indreptim cercul, insemnind
/

diametrul lui pe o oarecare linie dreapta de 3—;— ori (impéar-

tirea unui segment in sapte pirti egale poate fi efectuati,
dupd cum se gtie, absolut exact). Existd si alte procedee
aproximative de indreptare a cercului §i care sint aplicate
in practicd de cdtre timplari, tinichigii etc. Nu le vom exa-
mina aici §i vom ardta doar un singur procedeu, destul de
simplu, de indreptare a cercului, care ne di un rezultat
extrem de exact.
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Dacd trebuie sd indreptim cercul O de razi r (fig. 116),
vom duce diametrul A B, iar in punctul B o dreaptid perpen-
diculard pe el, CD. Din centrul O, sub un unghi de 30°,
vom duce la AB o dreaptd OC. Apoi pe linia dreaptd CD,

A

0

0""
c B b
Fig. 116. Metoda geometrica

aprozimativd pentru indreptarea
cereulut.

din punctul €, vom duce o
dreaptd egald cu trei raze ale
cerculul respectiv, care unegte
punctul obtinut D cu A: lun-
gimea segmentului AD va fi
egald cu jumditate din lungi-
mea cercului. Daci vom lungi
de doud ori segmentul AB,
atunci vom obtine, cu aproxi-
matie, cercul O indreptat.
Eroarea va fi mai mici
de 0,0002r.

Pe ce se bazeazd aceastd
constructie?

Rezolvare

Dup4i teorema lui Pitagoi‘a:

CB* + OB* = OC*.

Notind raza OB cu r §i avind in vedere ¢ CB =5

ocC

(ca o catetd opusd unghiului de 30°), vom obtine:
CB2 +r? = 4CB?,

de unde

CB = ’_5

3

Mai departe, in triunghiul ABD vom avea:

BD = CD—CB = 3r— "3,

AD = YTy aR= |/ far

3

/212

4

= Vgrz — 2123 +-’3~ + 4rt = 314153 r.
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Comparind acest rezultat cu cel care se obtine dacid vom
lua cu cel mai mare grad de exactitate (m = 3,141593),
observidm ca diferenta este de numai 0,00006 r. Dacd am
indrepta cu ajutorul acestui procedeu un cerc cu raza egali
cu 1 m, eroarea care ar rezulta ar fi pentru jumitate din
cerc doar de 0,00006 m, iar pentru intregul cerc, de 0,00012 m
sau 0,12 mm.

CVADRATURA CERCULULI

Nu se poate ca cititorii s& nu fi auzit niciodatd despre
»cvadratura cercului“, despre acea renumitd problemd de
geometrie, cu rezolvarea cireia s-au ocupat matematicienii
incd cu 20 secole in urmd. Sint chiar convins cd printre
cititori se vor gési si unii care au incercat si singuri sd rezolve
aceastd problemd. Totusi, si mai multi vor fi cel nedumeriti,
care se vor intreba in ce constd anume greutatea acestei
probleme nerezolvabile clasice. Sint multi acei care, obis-
nuindu-se sd repete ceea ce au auzit de la altii, spun cd
problema cvadraturii cercului este de nerezolvat si nu-si
dau seama, in mod limpede, nici de esenta problemei, nici
de greutatile legate de rezolvarea ei.

In matematici existi multe probleme mai interesante,
din punct de vedere teoretic §i practic, decit cea a cvadra-
turii cercului. Insi nici una dintre ele nu a dobindit o astfe}
de popularitate ca aceastid problema, care de mult a devenit
proverbiald. In decursul a doud milenii s-au trudit pentru
rezolvarea ei matematicieni profesionigti remarcebili si
nenumirati amatori. ‘.

»A gisi cvadratura cercului” inseamnd a desena un pitrat,
a cirul suprafatd s fie egald exact cu suprafata unui cerc
dat. In practicid aceastd problemd se iveste foarte des,
si din acest punct de vedere ea poate fi rezolvatd wu
orice grad de exactitate. Renumita problem# din vechime
cere, insd, ca desenul sd fie executat absolut exact cu ajutorul
doar a dou# feluri de operatii de desen: 1) ducerea circum-
ferintei, cu raza datd, in jurul unui punct; 2) ducerea unei
linii drepte prin doud puncte date.

Vorbind mai pe scurt, trebuie sd efectudim desenul in asa
fel, incit si folosim doar doud instrumente de desen: compasv’
si rigla.
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In cercurile largi ale celor care nu se ocupd de matematicé,
este raspinditd convingerea cd toatd dificultatea estecondi-
tionatd de faptul cd raportul dintre lungimea circumferintei
si diametrul ei (renumitul numir =) nu poate fi exprimat
printr-un numdr finit de cifre. Acest lucru este just doar in
mdsura in care caracterul de nerezolvat al problemei depinde
de natura speciald a numérului . Intr-adevir, transformarea
dreptunghiului intr-un pétrat cu o suprafatd egald este o
problema usor de rezolvat in mod exact. Tnsi problema cva-
draturii cercului se reduce la construirea cu ajutorul compa-
sului si al riglei a unui dreptunghi egal cu cercul dat. Din
formula suprafetei cercului, S = =r?, sau (ceea ce este ace-
lasi lucru) S = =r X r, este clar cd suprafata cercului este
egald cu suprafata unui astfel de dreptunghi, care are o
laturd egald cu r, iar cealaltd este de = ori mai mare. Prin
urmare, principalul consti in a desena un segment care si fie
de = ori mai lung decit cel dat. Dup& cum se stie, = nu este

egal exact nici cu 3%, nici cu 3,14, nici chiar cu 3,14159.

Seria de cifre care exprimi acest numir este infinita.

Particularitatea ardtatd a numdrului =, caracterul sidu
irational!, a fost stabilitd incd in secolul al XVIII-lea de
citre matematicienii Lambert si Legendre, care se bazau in
mod direct in aceastd problem& pe aprofundatele studii ale
renumitului matematician Euler (1707—1783). S$i totusi,
cunoasterea caracterului irational al lui = nu a oprit eforturile
,cvadraturigtilor cunoscitori ai matematicii. Ei intelegeau
cd irationalitatea lui = nu face, prin ea insé#si, ca rezolvarea
aceste, probleme si fie complet lipsitd de sperantd. Exista
numere. irationale pe care geometria le poate ,construi®
absolut exact. S3 presupunem, de exemplu, cd trebuie sd
desensm un segment care sd fie mai lung decit segmentul
dat de V2 ori. Numarul }/2, ca si =, este un numir irational.
Cuw toate acestea nimic nu poate fi mai usor decit s desendm
~segmentul necunoscut: el este egal cu diagonala péatratului
construit pe segmentul dat.

Orice gcolar va duce la bun sfirgit i construirea unui seg-
ment @ }/3 (latura unui triunghi echilateral inscris). Nu pre-

! Un numir se numeste irational, dacd nu poate fi exprimat exact
printr-o fractie de forma T’;_, unde p si ¢ sint numere intregi. Numerele

irationale se exprimd prin fractii zecimale infinite neperiodice.
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zintd prea multi dificultate nici constructia unei astfel de
expresii irationale, care este extrem de complicatd ca forma

Ja- V2 +Vasyz 412,

pentru cid ea se reduce la construirea unui poligon regulat
cu 64 de unghiuri.

Dupéd cum vedem, un numir irational care intrd intr-o
expresie algebrici datd nu face totdeauna ca aceastiexpresie
sd fie imposibil de construit cu ajutorul compasului si al
riglei. Faptul ca cvadratura cercului este de nerezolvat nu
constd numai in faptul c& numérul = este un numdr irational,
ci intr-o altd particularitate a acestui numdir. Anume,
numirul = nu este algebric, adicd el nu poate fi obtinut
in urma rezolvirii unei ecuatii algebrice oarecare cu coefi-
cienti rationali. Astfel de numere se numesc transcendente.

Un matematician francez din secolul al XVI-lea Viéte a
demonstrat ca:

_ 1
T YL Ayt I L, iy o

R e E A R iy
Aceastd expresie pentru = ar fi rezolvat problema cvadra-
turii cercului, dacd numérul operatiilor continute in ea ar fi
finit (atunci expresia de mai sus ar putea fi construitd geo-
metric). Deoarece numérul extragerilor de ridicini pitrate
din aceastd expresie este infinit!, formula lui Viéte nu ajuti
la rezolvare.

Asadar, caracterul de nerezolvat al problemei cvadraturii
cercului este conditionat de caracterul transcendent al numa-
rului =, adicd de faptul cd el nu poate s rezulte in urma rezol-
varii unei ecuatii algebrice cu coeficienti rationali. Aceasta
particularitate a numérului = a fost demonstrata in anul 1882
de citre matematicianul german Liendemann. in fond, acest
savant trebuie considerat drept unicul om care a rezolvat
cvadratura cercului, cu toate cd solutia lui este negativa:
el afirmi cé aceastd constructie este de neefectuat din punct
de vedere geometric. In felul acesta, in anul 1882 s-au inche-
iat stridaniile de multe secole ale matematicienilor in aceasti

7

o | A

1 Punctele de la numitor inseamnd c¢i numirul termenilor (rida-
cini patrate) de la numitor este infinit (legea de alcituire a termenilor
este determinaté de primii trei, care au fost deja notati).
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directie, insd, din p&icate, nu contenesc incercirile lipsite
de succes ale numerogilor amatori, care nu cunosc suficient
de bine istoria acestei probleme.

Astfel stau lucrurile in ce privegte problema cvadraturii
cercului din punct de vedere teoretic. In ceea ce priveste
practica, ea nu are nevoie de loe de rezolvarea exacta a aces-
tei probleme renumite. Convingerea pe care o au multe per-
soane, precum ci rezolvarea pozitivid a problemei referitoare
la cvadratura cercului ar avea o covirgitoare importanta
pentru viata practicd, este o gravi eroare. Pentru cerintele
pe care le intilnim in viata de toate zilele este pe deplin
suficient sd dispunem de procedee aproximative, satisfica-
toare pentru rezolvarea acestei probleme.

Din punct de vedere practic, cautédrile pentru aflarea cva-
draturil cerculut au devenit inutile de atunci de cind au fost
gisite primele 7—8 cifre exacte ale numérului =. Pentru
necesitdtile vietii practice este pe deplin suficient si gtim ci
n = 3,1415926. Nici o misuritoare a lungimii nu poate da
un rezultat care si fie exprimat prin mai mult decit sapte
cifre semnificative. Din aceastd cauzi, este inutil si luim
pentru = mai mult de opt cifre. Exactitatea calculelor nu se
imbunititeste cu aceastal. Dacd raza este exprimati prin
sapte cifre semnificative lungimea circumferintei nu va avea
mai mult de sapte cifre exacte, chiar dacd luidm pentru =
o sutd de cifre. Faptul cd matematicienli din vechime au
facut risipd de forte pentru obtinerea unor expresii pe cit
posibil mai , lungi“ pentru = nu are nici un fel de sens practic.
Dar si importanta stiintificd a acestor luecrdri esteinfima.
Aceasta este pur i simplu o chestiune de rdbdare. Daci aveti
plicere si destul timp, puteti gisi chiar si 1000 de zecimale
pentru =, folosind, de exemplu, urmitoarea serie (suma cu o
infinitate de termeni) gésitd de citre Leibniz?:

n 1,1 1,1
4 ! 3 + 5 7 + 9

Acesta va fi insd un exercifiu de aritmeticd care nu va
folosi niméanui si care nu modificd de loc rezultatul obfinut
in rezolvarea renumitei probleme de geometrie.

1Vezi I. I. Perelman, Aritmetica distractivd, Editura Stiin-
{ifica, Bucuresti, 1960.

2 Un astfel de calcul cere multé ribdare, deoarece pentru obfinerea,
de exemplu, a valorii lui = cu sase zecimale ar fi fost nevoie sa se ia,
in seria mentionatd, nici mai mult nici mai putin de 2 000 000 de
termeni.
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Astronomul francez Arago, pe care l-am citat mai {nainte
(vezi p. 202), scria cu privire la aceasta urméitoarele:

,»Cel care cautd cvadratura cercului continud si se ocupe de
rezolvarea unei probleme a cirei imposibilitate a fost dove-
ditd cu prisosintd in prezent si care, chiar daci ar putea fi
realizatd, nu ar prezenta nici un interes practic. Nu trebuie
insd sd mal intrdm in aménunte cu privire la acest obiect:
bolnavii mintali care nizuiesc si descopere cvadratura cercu-
lui nu se lasd convinsi de nici un fel de argumente*.

Arago incheie cu ironie: ,Academiile din toate t{irile,
luptind impotriva celor ce cautd sd descopere cvadratura,
au observat cd aceastd boald se intensifici, de obicei,
primdvara“.

TRIUNGHIUL LUI BING

Sd examindm una din solutiile aproximative ale problemei
privitoare la cvadratura cercului si care este foarte comodi
pentru cerintele din viata practica.

Acest procedeu consti in calculul unghiului « (fig. 117) sub
care trebuie sd ducem, la diame-
trul AB, coarda AC = z, care re- A
prezintd latura pitratului necunos-
cut. Pentru a afla mirimea acestui

unghi, trebuie sd recurgem la 8
trigonometrie: )
AC
oS o = = —, A
AB 2r

unde r este raza cercului.

Prin urmare, latura patratului
necunoscut va fi x = 2r cos «, Fig. 117. Metoda ingine-
lar suprafata lui va fi egali cu rului rus Bing (1836).
4r® cos?x. Pe de altd parte, supra-
fata patratului este egald cu nr?, adici cu suprafata cer-
cului respectiv. Deci:

4rcos?o = mr2,

de unde

~

T 14—
" cos2q = cosa =—ln = 0,886.
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Cu ajutorul tabelelor vom gisi:
o = 27°36'.

Agadar, ducind in cerc o coard& sub un unghi de 27°36’ la
diametru, obtinem dintr-o dati latura unui pitrat, a carui
suprafatd este egald cu suprafata cercului dat. In practici,
pentru aceasta se confectioneazd un echer de desen, care si
aibd un unghi ascutit de 27°36’ (celdlalt va avea 62°24')1,
Avind la dispozitie un astfel de echer putem afla deodati,
pentru orice cerc dat, latura patratului a cirui suprafatd si
fie egald cu suprafata cercului.

Pentru cei care doresc sd confectioneze un astfel de echer
pentru desen, este utily urmitoarea indicatie: intrucit

tangenta unghiului de 27°36’ este egald cu 0,523 sau —2—2— intre

catetele unui astfel de triunghi existd raportul 23:44. De
aceea, confectionind un triunghi cu catetele, de exemplu, de
22 cm i 11,5 cm, vom avea obiectul care ne trebuie. Se in-
telege de la sine cd putem folosi acest echer ca si pe unul
obisnuit.

CAPUL SAU PICIOARELE

Se pare cd unul dintre eroii lui Jules Verne calcula ce parte
a corpului s¥u a parcurs o cale mai lung4 in timpul cilitoriei
sale in jurul Pdmintului — capul sau tilpile picioarelor.

Aceasta este o problcm# instructivi de geometrie dacd
punem intrebarea intr-un anumit mod. Noi o propunem sub
forma urmaéatoare.

Problemi

S& ne inchipuim cd am ocolit globul terestru, pe la ecuator.
Cu cit a fost mai lung drumul parcurs de virful capului nostru
decit cel parcurs de virful piciorului, in timpul acestei
caldtorii?

1 Acest procedeu comod a fost propus fn 1836 de inginerul rus Bing;
echerul mentionat se numeste de aceea ,echer Bing“.
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Rezolvare

Picioarele au parcurs un drum egal cu 2nR, unde R este
raza globului terestru. Crestetul capului a parcurs in acest
timp un drum egal cu 2= (R + 1,7), unde 1,7 m reprezinta
indltimea omului. Diferenta dintre drumurile parcurse
va f1 egald cu 2n (R +1,7) — 2zR = 2n-1,7 = 10,7 m.
Asadar, capul a facut o cale mai lungi cu 10,7 m decit picioa-
rele.

Este interesant cd in rezultatul final nu intrd valoarea
razel globului terestru. Din aceastd cauzd, acelasi rezultat
s-ar obtine si pe Pdmint, si pe Jupiter, si pe cea mai micé
planetd. In general, diferenta dintre lungimile a doué cercuri
concentrice nu depinde de razele lor, ¢1 numai de distanta
dintre ele. Adiugarea unui centimetru la raza orbitei pimin-
testi ar fi marit lungimea el exact cu atit, cu cit se va lungi
la un adaos similar, raza unei monede rotunde de un leu.

Pe acest paradox geometric! se bazeazd urmitoarea pro-
blem4d interesanti, ce figureazd in multe culegeri de probleme
distractive.

Dacé vom inconjura globul terestru la ecuator cu o sirma
si apoi vom adduga la lungimea ei 1 m, atunci va putea oare
sd treacd un soarece prin intervalul dintre sirmi §i Pamint?

De obicei se rdspunde ci aceastd distantd va fi mai micd
decit grosimea unui fir de par: ce conteazd 1 m in comparatie
cu cel 40 000 000 m ai ecuatorului pamintesc! In realitate
marimea distantei va fi egald cu
199 m ~ 16 cm
27

Aceastd distantd va permite nu numai strecurarea unui
soarece, ci chiar si a unui motan mare.

SIRMA DE-A LUNGUL ECUATORULUI

Problemi

Acum imaginati-vd cd globul terestru este strins infisurat
la ecuator cu o sirmai de otel. Ce se va intimpla dacd aceasta

1 Paradox se numeste un adevir care pare neverosimil, spre deose-
bire de sofism, care este o tezd eronatid, dar cu aparenta unui adevar.
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sirmd se va rici cu 1°? Din cauza ricirii, sirina va trebui sa se
contracte. Daca nu s-arupt in acest timp sinu s-a intins, cit
de adinc va pdtrunde ea in pimint?

Rezolvare

S-ar pérea ci o astfel de scidere neinsemnati de tempera-
turd, doar cu 1°, nu poate si provoace pitrunderea vizibild
a sirmei in sol. Calculele arat cu totul altceva.

Récindu-se cu un 1° sirma de otel se contractd cu a 100 000-a
parte din lungimea sa. Avind.o lungime de 40 000 000 m
— lungimea ecuatorului pdmintesc — sirma va trebui si se
contracte, deci sd se scurteze, dupd cum este usor de calculat,
cu 400 m. Insi raza acestui cerc de sirmi se va micsora nu
cu 400 m, ci mult mai putin. Pentru ca si aflim cu cit se va
micsora raza, trebuie s impéartim 400 m la 6,28, adici la 2x.
Vom obtine aproximativ 64 m. Asadar, sirma ricindu-se
doar cu 1° ar trebui, in conditiile aritate, si pdtrundd in
pdmint nu la o adincime de citiva milimetri dupd cum s-ar
pérea, ci la mai mult de 60 m!

FAPTE §1 CALCULE

Problemi

In fata noastrd se afli opt cercuri egale. Sapte
cercuri hagurate sint fixe, iar cel de-al optulea cerc (cel
nehagurat) se rostogoleste pe ele fird sid alunece. Cite
rotatli va efectua el, inconjurind cercurile fixe o singurd
data? .

Desigur cd putem clarifica aceasta dintr-o dat&, intr-un
mod practic: vom pune pe masd opt monede de aceeasi
valoare, de exemplu, opt monede cinci bani si, asezin-
du-le ca in figurd, adic# presind de masi sapte monede, vom
rostogoli-o pe cea de-a opta. Pentru stabilirea numérului de
rotatii vom urmiri, de exemplu, pozitia cifrei inscrise pe
moned&. De fiecare datd cind cifra va lua pozitia initiald,
moneda se va roti in jurul centrului siu o data.

Efectuati aceastd experientd nu in imaginatie, ci in reali-
tate si veti stabili ci in total moneda va face patru rotatii.
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Acum s incercim sd obtinem acelagi rezultat cu ajutorul
rationamentelor si al calculelor.

Sa clarificdm, de exemplu, pe ce arc al fiecarui cerc fix
se va rostogoli cercul mobil. In acest scop, si ne imagindm
deplasarea cercului mobil
de pe ,culmea“ A in cea
mai apropiatd ,depresiune®
dintre doud cercuri fixe (li-
nia punctati din fig. 118).

Pe desen nu este greu de
stabilit cd arcul AB, pe
care se rostogoleste cercul,
are 60°. Pe circumferinta
fiecdruia dintre cercurile
fixe existd doud asemenea
arce; impreund, ele for-
meazd un arc de 120° sau
1/3 din circumferint.

Prin urmare, cercul care
se rostogoleste face 1/3 de
rotatii, inconjurind 1/3 din
fiecare cerc fix. In total sint
sase cercuri fixe; rezultd
cd cercul care se rosto-
%(/)L}lei:% ifgct;iiztléili doar, Fig. 118. Cite rqta;ii.vq efectua

. cercul nehasurat inconjurind cer

Dar aici e o nepotrivire curile hagurate?

cu rezultatele experienteil

Insi ,faptele sint incipatinate“. Dacd observatia nu con-
firma calculul, inseamni ¢4 in calcule s-a ficut o gregeals.
Gdsiti eroarea in rationamentele de mai sus.

Rezolvare

Intr-adevir atunci cind cercul se rostogoleste, fird si
alunece, pe un segment de linie dreaptd, cu o lungime egala
cu 1/3 din circumferinta cercului mobil, atunci, intr-adevar
el efectueazi 1/3 de rotatie in jurul centrului siu. Aceastd
afirmatie devine inexactd, necorespunzind cu realitatea,
dacd cercul se rostogoleste pe arcul unei linii curbe oarecare.
In problema pe care am studiat-o, cercul mobil, parcurgind
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arcul cu lungimea egald cu 1/3 din lungimea circumferintei
sale, nu efectueaza 1/3 din rotatie, ci 2/3 si, prin urmare,
parcurge sase asemenea arce, adicd

6- % = 4 rotatii.

Ne putem convinge practic de acest lucru.

Linia punctatd din figura 118 reprezinta pozitia cercului
mobil dupd ce el a parcurs arcul AB (= 60°) al cercului
fix, adicd un arc ce formeazd 1/6 din lungimea circumferintei.
In noua pozitie a cercului, locul cel mai inalt de pe circum-
ferinta sa nu mai este punctul A, ci punctul C, ceea ce —
este ugsor de observat — corespunde rotirii punctelor de pe
circumferintd cu 120°, adica cu 1/3 dintr-o rotatie in-
treagd. ,,Cardruiei” de 120° ii vor corespunde 2/3 din rotatia
totald a cercului mobil.

Asadar, dac#i cercul se rostogoleste pe o linie curbd (sau
frintd) el efectueazd un alt numir de rotatii decit in cazul
cind se rostogoleste pe un segment rectiliniu, de aceeasi
lungime.

Sd ne oprim incd pufin asupra aspectului geometric al
acestui fapt uimitor, cu atit mai mult cu cit explicatia care
1se dd de obicei nu este totdeauna convingétoare.

S& presupunem cé cer-
cul de razd r se rostogo-
leste pe o linie dreaptd.
El face o rotatie intreagé
pe segmentul A B, a ciirul
lungime este egald cu
lungimea circumferintei
cercului rostogolit (2xr).
S& fringem acum segmen-
tul A B la mijlocul sdu C
sisd inclindm segmentul
CB astfel, incit sd for-
meze unghiul « cu pozitia

Fig. . rotatia suplimen- sl a1y

Lot in timpul rstogotins corcnlut pe o i inigiald.

linie frintd. Acum cercul, efectuind
o jumitate de rotatie, va

ajunge pind in virful Csi, pentru a ocupa pozitia, in care s&

fie tangent in punctul C la dreapta CB, se va roti, impreund

cu centrul sdu, cu un unghi egal cu unghiul « (aceste unghiuri

sint egale intre ele, avind laturile perpendiculare).
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In procesul acestei rotiri cercul se rostogoleste fara a se
deplasa de-a lungul segmentului. Iatd de unde provine partea
suplimentara a rotatiei totale, in comparatie cu rostogolirea
in linie dreapta.

Rotirea suplimentard constituie acea parte din rotatia
totald, pe care o formeazd si unghiul o fatd de 2=, adici

21. De-a lungul segmentului CB cercul va efectua de ase-
T

menea o jumitate de rotatie,
astfel cd, in total, in misca-
rea lui pe linia frintd ACB

el va efectua 1 +2i rotatii.
3

Nu ne va fi greu 88 ne ima-
gindm cite rotatii trebuie s&
efectueze un cerc care se ros-
togoleste pe partea exterioard
a laturilor unui hexagon re-
gulat. Este evident cd numérul
acestor rotatii este egal cu cel
ce s-ar efectua de-a lungul
unei linii drepte egale cu peri- gy 120, Cite rotasii in plus
metrul (adicd suma laturilor) oq efectua un cerc, daca el se
acestui hexagon, plus numirul e rostogoli pe laturile poligo-
- . nulut st nu pe o linie dreaptd
de rotatii egal cu suma unghiu- " yneimes egald cu peri-
rilor exterioare ale hexagonu- metrul poligonului?
lui impéritd la 2w Intrucit
suma unghiurilor exterioare ale oricérui poligon convex

este egald cu 4d sau 2w, aflim ca z—ﬂ = 1.
™

In felul acesta, inconjurind un hexagon sau orice alt poli-
gon convex, cercul va efectua intotdeauna cu o rotatie mai
mult decit la deplasarea sa pe un segment rectiliniu egal
cu perimetrul poligonului.

Dublind la infinit num&rul laturilor, un poligon convex
regulat se apropie de cerc, prin urmare, toate rationamentele
expuse, ramin valabile si pentru acesta din urma&. Daci,
de exemplu, corespunzitor cu problema pusd initial, un
cerc se rostogoleste pe un arc de 120° al unui cerc identic,
afirmatia ci cercul mobil efectueazi in acest timp nu 1/3,
ci 2/3 de rotatii, devine absolut clard din punct de vedere
geometric,
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FETITA PE FRINGHIE

Cind un cere se rostogolegte pe o linie oarecare situatd in
acelasi plan, atunci fiecare punct al cercului se deplaseaza

A= —=~
4

A, A,

Fuig. 121. Cicloida este traiectoria punctului A de pe circumferinta
unut disc care se rostogolegte fdrd frecare pe o linie dreaptd.

pe acea suprafatd, adicd, dupd cum se spune, igi are traiec-
toria sa.
Urmariti traiectoria oricdrui punct al unui cerc ce se
rostogoleste de-a lungul unei linii drepte sau unei circum-
ferinte gi veti avea in fatd
diferite linii curbel.
Unele dintre ele sint re-
prezentate in figurile 121
si 122.
Se naste intrebarea:
poate oare un punct al cer-
0 cului ce se rostogoleste pe
»partea interioard“ a cir-
cumferintei unui alt cere,
sd nu descrie o linie
curbd, ci una dreaptd? La
prima vedere se pare cd
acest lucru este imposibil.

Fig. 122. Hipocicloida represintd TOtu§i’.t0cmaioaStfel de
traiectoria unui punct fix de pe constructlie am vizut-o cu

circumferinta unui 4130 de razd T oohii mei. Aceasta era o
ce se rostogoleste in interiorul unei

circumferinte de razi R = 3r. jucdrie: ,Fetita pe frin-

ghie“. Noi o putem con-
fectiona cu ugurintd. Pe o foaie de carton gros sau de
placaj desendm un cerc cu un diametru de 30 cm, in asa fel

1 Foarte multe lucruri interesante si utile, precum si exemple pri-
vitoare la aceastad problemi, cititorii le vor gisi in interesanta carte a
lui G. N. Berman, Cicloida, aparuti in Editura Tehnicd, Bucu-
resti, 1959.
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Incit sd mai r&mind margini i unul dlntre diametri 11 pre-
lungim in ambele sensuri.

Pe prelungirile diametrului se infige cite un ac cu a}i;
se intinde orizontal firul de atd si ambele lui capete se fi-

Fig. 123. ,Fetita pe [ringhie*. Fig. 124. Pe cercul ce se rostogoleste
existd astfel de puncte care se depla-
seazd rectiliniu.

xeazd de carton (placaj). Decupdm cercul desenat si, in
deschizitura astfel formatd agezim incd un cerc de carton
(sau de placaj) cu diametrul de 15 cm. Chiar la marginea
cercului mai mic se infige de asemenea un ac, ca in figura
124, se decupeazd din hirtie groasd figura fetitei-acrobat si
se lipeste piciorugul ei cu ceard rogie de urechea acului.

S& incercdm acum sd rostogolim cercul mai mic de-a
lungul peretilor deschiziturii; urechea acului gi impreund
cu ea si figura fetitei vor aluneca ba inainte, ba inapoi,
de-a lungul firului intins. Acest lucru poate fi explicat
numai prin faptul c¢d punctul de pe cercul rostogolit, in care
este fixat acul, se deplaseazd strict de-a lungul diametrului
deschizaturii.

Insi de ce in cazul aseméndtor, reprezentat in figura 122,
punctul de pe cercul mobil nu descrie o linie dreaptd, ci
una curbd (ea se numeste hipocicloidd)? Totul constd in
raportul dintre diametrul cercului mare §i cel al cercului
mic.
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Ilroblem3i

Demonstrati cd dacd in interiorul unui cerc mare se rosto-
goleste pe circumferinta lui un cerc cu un diametru de doua
ori mai mic, in timpul acestei miscéri orice punct de pe
circumferinta cercului mic se va misca in linie dreapts,
care reprezintd diametrul cercului mare.

Rezolvare

Dacd diametrul cercului O, este de doud ori mai mic decit
diametrul cercului O, in orice moment al migcérii cercului
O, un punct de pe el se afld in centrul cercului O.

S& urmirim cum se deplaseazi punctul A.

S& presupunem cé cercul mic s-a rostogolit pe arcul AC.

Unde se va afla punctul A in noua pozitie a cercului 0,?.

Este evident cé el trebuie s se afle intr-un astfel de punct
B de pe circumferinta lui, incit arcele AC si BC sa fie
egale ca lungime (cercul se rostogoleste fird frecare). Sa
presupunem cd OA = R 51 L AOC = «, atunci AC = R-«;

prin urmare, si BC = R-a,
insd deoarece O,C =‘£; avem
¥XBO, C = R—Rf = 20; atunci

2
X BOC ca unghi inscris va fi
22 s
egal cu =% adicd punctul

B a rdmas pe raza OA.
Jucdria care a fost descrisd
aici reprezinti un mecanism
A simplu pentru transformarea
Fig. 125. Explicatia geometrica ~ UN€l m1§c§{*1 ‘cu'culare in mig-
a jucdriei ,Fetita pe fringhie“. care rectilinie.

Construirea unor astfel de
mecanisme (ele se numesc inversoare) i-a interesat pe
tehnicienii mecanici incd de pe vremea mecanicului din
Ural I.I..Polzunov, unul dintre inventatorii maginii cu
abur. De obicei, aceste mecanisme care transmit punctu-
lui 0 miscare rectilinie au un dispozitiv cu articulatii.
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Matematicianul rus Pafnuti Lvovici Cebisev (1821 —1894)
a adus o mare contributie la teoria matematicd a mecanis-
melor.

El a fost nu numai matematician, dar si un remarcabil
mecanician. P.L. Cebisev a construit un model de masgini
»plantigradda“ (care se pis-
treazd si in prezent la
Academia de S$tiinte a
U.R.S.S.), un mecanism
pentru ,un fotoliu auto-
propulsor“, un mecanism
de calculat — cel mai bun
pentru timpurile acelea —
numit aritmometru etc.

DRUMUL PESTE POL

Desigur cd vd amintiti
renumitul zbor al lui
M. M. Gromov, Erou al ; e
Uniunii Sovietice, §i al  Pafnuti Loovici Cebigey (1821-1894)
prietenilor sidi din Moscova
la San-Jacintho peste Polul Nord, cind in cursul a 62
de ore si 17 min, cit a durat zborul, au fost doborite
doud recorduri mondiale pentru zboruri fard escald in linie
dreaptd (10200 km) si in linie frintd (11 500 km).

Cum credeti dv., s-a rotit oare impreund cu Pémintul in
jurul axei acestuia avionul eroilor care au trecut peste pol?
Se intimpld adesea sd auzim aceastd intrebare, insi nu tot-
deauna se ridspunde in mod just. Orice avion, inclusiv cel
care zboard peste pol, trebuie neindoielnic sd ia parte la
rotatia globului terestru. Aceasta se intimpld din cauzd
cd avionul aflat in zbor este despirtit numai de partea solidd
a globului terestru, insi rdmine legat de atmosferd si este
antrenat de ea in migcarea de rotatie in jurul axei planetei
noastre. .

Asadar, efectuind zborul peste pol de la Moscova in Ame-
rica, avionul se rotea in acelasi timp impreuni cu Pamintul
in jurul axei acestuia. $i care este oare traseul efectuat in
cursul acestui zbor?
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Pentru a rispunde corect la aceastd intrebare trebuie sa
avem in vedere c atunci cind spunem ,corpul se migcd“
aceasta inseamnd cd se modificd pozitia corpului respectlv
fatd de pozitia altor corpuri. Problema privitoare la traseu
si la miscare in genere nu va avea nici un sens, daci nu se
va ardta totodata (sau, cel putin, nu se va subintelege), cum
spun matematicienii, sistemul de referintd, sau, pur si
simplu, corpul in raport cu care se efectueazi miscarea.

Fatd de Pamint, avionul lui M.M. Gromov se migca aproape
de-a lungul meridianului Moscovei. Meridianul pe care se
afld Moscova, ca si orice alt meridian, se roteste impreund
cu Pamintul in jurul axei lui; se rotea s1 avionul care se

mentinea pe linia meridianului in tlmpul zborului. Insi,
pentru un observator aflat pe Pdmint, aceastd miscare nu
este reflectatd in forma traseului, intrucit ea se efectueazd
in raport cu un alt corp oarecare gi nu cu Pdmintul.

Prin urmare pentru noi, care sintem strins legati de Pa-
mint, traseul acestui zbor eroic peste pol este un arc dintr-un
cerc mare, daci vom considera ci avionul se migca exact
pe linia meridianului si se afla, totodatd, mereu la aceeasi
distanta fatd de centrul Pémintului.

Acum vom pune urmitoarea intrebare: se dd miscarea
avionului in raport cu Pamintul si se stie cd avionul si
Pamintul se rotesc impreund in jurul axei terestre, adicd
avem de-a face cu miscarea avionului gi a Padmintului in
raport cu un al treilea corp; ce traseu va avea zborul pentru
un observator legat de acest al treilea corp?

S& simplificim intrucitva aceastd problem& neobignuiti.
S4 ne imagindm c& zona aflatd in jurul polului are forma
unui disc plat care este agezat pe o suprafatd ortogonald
la axa globului terestru. S& presupunem ci aceastd suprafatd
imaginard va fi acel ,,corp“, in raport cu care se roteste discul
in jurul axei Pidmintului, si s mai presupunem cé de-a
lungul unuia dintre diametrii acestui disc se deplaseazd
uniform un cirucior: el va reprezenta avionul ce zboard
de-a lungul meridianului peste pol.

Ce fel de linie va reprezenta pe planul nostru drumul
efectuat de cdrucior (sau, vorbind mai precis, de un punct
oarecare de pe cérucior, de exemplu de centrul lui de greu-
tate)?

Perioada de timp in care cdruciorul poate si stribatd

drumul de la o extremitate a diametrului la cealalti depinde
de viteza lui.
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Vom examina trei cazuri:

1. c#ruciorul stribate drumul siu in 12 ore;

2. parcurge acest drum in 24 de ore;

3. acelagi drum il parcurge in 48 de ore. )

In toate cazurile, discul efectueazi o rotatie completd
in 24 de ore.

Primul caz. Ciruciorul parcurge drumul de-a lungul dia-
metrului discului in 12 ore. Discul va efectua in acest timp
o jumitate de rotatie, adicd se rotegte cu 180°, si punctele
A si A’ isi vor schimba intre ele locurile. In figura 126 dia-
metrul este impartit in opt segmente egale si pe fiecare
dintre ele caruciorul il parcurge in 12 : 8 = 1,5 ore. ‘Sa
urmdrim unde se va afla ciruciorul peste 1,5 ore de la ince-
perea migcdrii. Daci discul nu s-ar roti, ciruciorul, plecind
din punctul A4, ar ajunge peste 1,5 ore in punctul b. Insi
discul se roteste i dupa 1,5 ore se intoarce cu 180° : 8 =22 5°.
In acelasi timp, punctul b aflat pe disc se mut# intr-un punct
0’. Un observator care s-ar afla pe disc §i s-ar roti impreund
cu el n-ar observa rotatia lui si ar vedea doar cd ciruciorul
s-a mutat din punctul A in punctul 5. Dar un observator
care s-ar afla in afara discului si n-ar lua parte la rotatia

Fig. 126. Fig. 127.
Curbele pe care le descrie, pe o suprafatd fixd, un punct care
ta parte la doud miscdrt.

lui ar vedea altceva: pentru el ciruciorul s-ar deplasa pe
un drum in linie curbd din punctul A in punctul b’. Peste
incd 1,5 ore, observatorul care s-ar afla in afara discului,
ar vedea ciruciorul in ¢’. In cursul urmitoarelor 1,5 ore,
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ciruciorul s-ar deplasa pentru el pe arcul c¢’d’, iar dupi
incd 1,5 ore, ar ajunge in centrul e.

Continuind si observe migcarea pe care o efectueazi
cdruciorul, un observator aflat in afara discului ar vedea
un lucru cu totul neagteptat: ciruciorul descrie curba ef’
g'h’ A, 8i migcarea lui, oricit ar fi aceasta de ciudat, nu se
termind in punctul opus al diametrului, ci in punctul siu
initial.

Explicatia acestui fapt neagteptat este extrem de simpl¥:
in cele gase ore de cdlitorie ale ciruciorului in cea de-a doua
jumétate a diametrului, aceastd razi se roteste impreuna
cu discul cu 180° si ocup# pozitia primei jum&titi a diame-
trului. Caruciorul se roteste impreund cu discul chiar si in
momentul in care el trece deasupra centrului lui. Se intelege
cd acest cdrucior nu poate si se situeze in mod integral
in centrul discului; el coincide cu centrul numai intr-un
singur punct si in momentul respectiv se roteste in intregime,
impreund cu discul, in jurul acestui punct. Acelasi lucru
trebuie sd se intimple §i cu avionul in momentul ¢ind zboara
deasupra polului. Asadar, cilitoria céruciorului pe linia
diametrului discului, de la o extremitate la alta, apare in
mod diferit diversilor observatori. Aceluia care se afld pe
disc si se invirteste impreund cu el, acest drum ii pare o linie
dreapti. Insi un observator imobil, care nu ia parte la
rotatia discului, vede miscarea ciruciorului efectuatd pe
linia curbd, care este reprezentatd in figura 126 si aminteste
conturul unei picituri.

Tot o astfel de linie curbd ar fi viizut oricare dintre noi,
observind, si presupunem, din centrul Pdmintului zborul
unui avion in raport cu o suprafatd imaginard, perpendicu-
lard la axa P&dmintului, punindu-se totodat& conditia fantas-
ticd ca Pdmintul si fie transparent, iar noi si suprafata res-
pectivd sd nu ludm parte la rotatia lui; zborul peste pol al
avionului pe care-l observim ar dura 12 ore.

Avem aici un exemplu interesant de compunere a doud
migcdri.

In realitate ins#, zborul peste pol de la Moscova pini la
un punct diametral opus de pe aceeasi paraleld nu ar dura
12 ore si din aceast# cauzd sd ne oprim acum la analiza a
incd unei probleme preliminare de acelasi fel.

Cazul al doilea. Ciruciorul parcurge diametrul in 24 de
ore. In acest timp discul efectueazi o rotatie completd,
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g1 atunci, pentru un observator nemiscat in raport cu discul,
drumul pe care se deplaseazd cdruciorul va avea forma curbei
reprezentate in figura 127.

Cazul al treilea. Discul, ca si mai inainte, efectueazi o
rotatie completd in 24 de ore, insd cdruciorul se misca de la
o extremitate la alta a diametrului in 48 de ore.

In acest caz ciruciorul parcurge 1/8din diametru in 48:8 =
= 6 ore.

In cursul acelorasi sase ore discul efectueazi 1/4 din rotatia
totald, adicd se roteste cu 90°. Din aceastd cauzi, dupi sase
ore de la inceperea migcdrii cdruciorul se va muta pe linia
diametrului (fig. 128) in punctul b, insd rotatia discului va
muta acest punct in &’. Dupd inc# sase ore ciruciorul va
ajunge in punctul g etc. In 48 de ore ciruciorul parcurge
tot diametrul, iar discul efectueazi doud rotatii complete.
Rezultatul compunerii acestor doud miscari ii apare observa-
torului imobil sub forma unei curbe complicate, reprezen-
tatd in figura 128 printr-o linie groasa.

Fig. 128. Incd o curbd rezultaté Fig. 129. Calea urmatd in zborul

in urma compunerii a doud Moscova — San Jacintho, asa cum

misedri. i-ar fi apdrut ea unui observator
care nu participd nict la zbor nici
la rotatia Pdmintulut.

Cazul pe care l-am examinat ne apropie de conditiile reale
care au existat la zborul peste pol. Pentru zborul de la Mos-
cova la pol, lui M.M. Gromov i-au trebuit aproximativ
24 de ore; din aceastd cauzi, un observator aflat in centrul
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Pdmintului ar fi vizut aceastd parte a traseului sub forma
unei linii aproape identice cu prima jumitate a liniei curbe
din figura 128. In ce priveste cea de-a doua parte a zborului
Iui M. M. Gromov, ea a durat aproape o datd si jumitate
mai mult; in afari de aceasta, distanta de la pol pini la
San Jacintho este, de asemenea, cam de o dati si jumi#tate
mai mare decit distanta de la Moscova la Polul Nord. Din
aceastd cauzd, traseul, in cea de-a doua parte a drumului,
i-ar fi apidrut observatorului nemiscat, ca o linie de aceeasi
form& ca si linia primei pérti a drumului, insi o dat# si
juméitate mai lunga.

In figura 129 este reprezentat curba rezultati.

Poate cd multi vor fi pusi in incurcdturd de faptul ci
punctul initial si cel final al zborului sint ardtate in aceast#
figurd atit de aproape unul de altul.

Insd nu trebuie s& pierdem din vedere ci desenul arati
pozitia in care se afld Moscova si San Jacintho nu simultan
ci la un interval de timp de 60 de ore.

Iatd deci ce form# aproximativi ar fi avut traseul zboru-
lui efectuat de M.M. Gromov peste pol, daci am fi putut
observa zborul, de exemplu, din centrul globului terestru.
Oare avem dreptul si numim aceastd bucld complicati
»calea reald” a zborului peste pol, spre deosebire de cea rela-
tivd reprezentatd in cidrti? Nu, aceasti miscare este si ea
relativd: ea se raporteazi la un corp care nu 1a parte la rota-
tia Pdmintului in jurul axei, exact dupd cum reprezentarea
obignuitd a traseului efectuat in timpul zborului se rapor-
teazd la suprafata Pamintului care se roteste.

Dacd am fi putut urmari acelasi zbor de pe Lund sau de
pe Soare!, traseul zborului ne-ar fi apdrut sub alte forme.

Luna nu ia parte la rotatia pe care o efectueazd Pamintul
in cursul a 24 de ore, insd ea se roteste in jurul planetei
noastre intr-o perioada de o luni. In cele 62 de ore ale zboru-
lui de la Moscova la San Jacintho, Luna a descris in jurul
Pimintului un arc de 30° si acest fapt nu putea s& nu influen-
teze traiectoria zborului, pentru un observator aflat pe
suprafata Lunii. Dacé traseul parcurs de avion ar fi examinat
in raport cu Soarele, forma acestui traseu ar fi influentatd
de o a treia miscare, adicd de rotatia Pdmintului in jurul
Soarelui.

1 Adica in raport cu sistemul de coordonate legat de Lunj sau de
Soare.
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»Nu existd migcdri ale unui corp izolat, existd numai
migcare relativi“ — spune Fr. Engels in Dialectica raturii.

Problema pe care am examinat-o mai sus ne ilustreazd
aceasta in modul cel mai clar.

LUNGIMEA CURELEI DE TRANSMISIE

Cind elevii unei scoli profesionale si-au terminat luerul,
mesterul lor, ,la despéirtire”, le-a propus amatorilor si
rezolve o astfel de problemai.

Problemi

»Pentru unul din dispozitivele noi din atelierul nostru —
a spus mesterul — trebuie sa confectiondm o curea de trans-
misie, insd nu pentru doud roti cum se face de obicei, ci
dintr-o datd pentru trei — si mesterul a aridtat elevilor
schema de transmisie.

Toate cele trei roti de transmisie — a continuat el — au
dimensiuni egale. Diametrele lor si distantele dintre axe
sint ar#dtate in schemd.

Fig. 130. Schema de transmisie. Cum sd calculdm lungimea curelei
de transmisie, folosind numai dimensiunile indicate.

Cum sd calculdm repede lungimea curelei de transmisie
cunoscind aceste dimensiuni si fard si efectudm nici un fel
de misuritori suplimentare?“
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Elevii au cdzut pe ginduri. Curind unul dintre ei a spus:
,Dupd pdrerea mea, toati greutatea constd aici doar in
faptul c& in desen nu sint ari#tate dimensiunile arcurilor
AB, CD, EF, dupd care cureaua se infigoard pe fiecare
roatd. Pentru calcularea lungimii fieciruia din aceste arcuri
trebuie s stim marimea unghiului respectiv la centru si eu’
consider cd nu putem s-o rezolvdm fird raportor.

»,Unghiurile despre care vorbim — a rdspuns mesterul
— pot fi calculate chiar dupd dimensiunile aritate in desen,
cu ajutorul formulelor si tabelelor de trigonometrie, insa
aceasta este o cale lungd si complicatd. Nu ne trebuie aici
nici raportor, deoarece nu este nevoie si cunoastem lungimea
fiecdrul arc care ne intereseazi luat in parte, este suficient
sd stim...“

»ouma lor* — au adiugat unii dintre copiii care au inteles
despre ce este vorba.

»lar acum duceti-va acasd §i sd-mi aduceti miine solutiile
la care ati ajuns.”

Nu v grabiti, cititorilor, sd aflati ce solutie i-au indicat
mesterului elevii lui.

Dupéd cele spuse de mester, aceastd problemi este ugor
s-o rezolvim sl singuri.

Rezolvare

Intr-adevir, lungimea curelei de transmisie se calculeazi
foarte simplu: la suma distantelor dintre axele rotilor de
transmisie trebuie si ad¥ugdm lungimea circumferintei
unei roti. Dac# lungimea curelei este [, atunci

l=a+b +c + 2rr.

Faptul cd suma lungimilor arcurilor de care se atinge cu-
reaua constituie lungimea totald a unei roti de transmisie
l-au inteles aproape toti cei care rezolvau problema, insd nu_
toti au reusit si demonstreze aceasta.

Dintre solutiile aritate mesterului, el a admis, ca cea
mai scurtd, urmitoarea:

S4 presupunem cd BC, DE, FA sint tangente la cercuri
(fig. 130). S& ducem raze in punctele de tangentd. Intrucit
circumferintele rotilor de transmisie au raze egale, figurile
0,BC0,, 0,DEO, si 0,0,F A sint dreptunghiuri, prin urmare,
BC 4+~ DE +FA = a + b 4+c¢. Rimine doar si demon-
strdm c& suma lungimilor arcurilor AB + CD + EF con-
stituie lungimea totald a circumferintei.
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Pentru aceasta, sd construim cercul O de razé r (fig. 130,
sus). S& ducem OM || O,A, ON || O,B si OP || 0,D, atunci
X MON = XAO,B, X NOP = ¥ CO,Bs5i X POM = J EO,F,
ca unghiuri cu laturi paralele.

Deaicirezulticdi AB +~CD + EF = MN + NP + PM =
= 2nr.

Asadar, lungimea curelei | =a 4+ b +¢ + 2=nr.

In acelasi mod putem arita cd nu numai pentru
trei, dar si pentru orice alt numar de roti de transmisie
egale, lungimea curelei va fi egali cu suma distantelor
dintre axele lor plus lunglmea circumferintei unei roti
de transmisie.

Problemi

In figura 131 este reprezentatd schema unui transportor
cu patru role egale (existd si role intermediare), insd in

/I 0 7 2N
e

Fig. 131. Copiati din desen dimensiunile necesare §i calculaji lun-
gimea bandel transportorului.

schemd ele au fost omise, pentru ci nu influenteazi rezol-
varea problemei). Folosind scara indicatd in figurs, copiati
din desen dimensiunile necesare gi calcula$i lungimea bandei
transportorului.
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PROBLEMA PRIVITOARE LA CIOARA ISTEATA

In crestomatiile gcolare se include adesea povestirea dis-
tractivd despre ,cioara isteati“. Aceasti veche povestire
istorisegte despre o cioard insetatd care a gisit un ulcior
cu apd. In ulcior era putini apisi nu putea si ajungd
cu ciocul ping la ea. Se spune insi ¢4 cioara a inteles cum si
rezolve aceastd problema: ea a inceput s& arunce pietricele
in ulcior. In urma acestei n#scociri, nivelul apei a cres-
cut pind la marginea ulciorului si cioara a putut si bea.

Nu vom incepe sd discutdm aici faptul dacd cioara ar fi
putut s& dea dovadd de o asemenea istetime. Acest caz ne
intereseazd sub aspectul siu geometric. El ne di prilejul
s examindm urmétoarea problemi.

Problemi

Ar fi putut oare cioara s# bea, dacd apa din ulcior ar fi
fost pind la jumaitatea lui?

Rezolvare

)

Analiza acestel probleme ne va convinge cd procedeul
folosit de cioard isi atinge scopul, insd nu la orice nivel
initial al apei din ulcior.

Pentru simplificare, si presupunem céi ulciorul are forma
unei prisme dreptunghiulare, iar pietricelele reprezinti nigte
bile de aceeasi méarime. Este usor de inteles cd apa se va
ridica deasupra nivelului pietricelelor numai in acel caz,
cind rezerva initiald de apd ocupd un volum mai mare decit
toate spatiile dintre pietricele: atunci apa va umple teate
spatiile §i se va ridica deasupra pietricelelor. S& incercdm
s# calculim ce volum ocupi aceste spatii. Cel mai simplu
ar fi s¥ efectudm calculul presupunind o astfel de agezare a
bilelor de piatra, in care centrul fiecdreia dintre ele se aflad
pe aceeasi dreaptd cu centrul bilei superioare si centrul celei
inferioare. S3 presupunem ci diametrul bilei este d si, prin

. 1 .
urmare, volumul ei este de ry nd3®, iar volumul cubule-

232



tului tn care este inscrisd va fi d® Diferenta dintre volu-
mele lor d® — ;—ﬂ:d"' este volumul Pﬁrt.ii neumplute a cubu-

lefului, iar raportul:

: = 0,48
dd
indicd cd partea neumplutd a fiecdrui cubulet reprezinti
0,48 din volumul siu. Aceeasi parte, adicd mai putin de
jumaitate, o constituie si suma volumelor tuturor golurilor
din volumul ulciorului. Lucrurile se.schimbd prea putin
dacé ulciorul nu va avea o forma de prism4, iar pietricelele
nu vor fi sferice. In toate cazurile, se poate afirma c# daci
initial apa din ulcior s-ar afla mai jos de juméitate, cioara
n-ar fi reusit sd ridice apa pind la margine prin aruncarea
pietricelelor in ulcior.

Daca cioara ar fi fost mai puternicd — asa incit sd poatd
scutura pietricelele din ulcior, pentru ca ele si se ageze mai
strins'— ea ar fi reusit s& ridice apa mai mult decit de
dou# ori peste nivelul initial. Insi ea nd putea si facd
aceasta si, admitind. cd pietricelele nu erau prea inghe-
suite, nol n-am deviat prea mult de la conditiile reale.
Totodati, ulcioarele sint, de obicei, mai bombate in partea
lor de mijloc; acest fapt trebuie de asemenea si micsoreze
indltimea de ridicare a apei gi si intdreascd justetea conclu-
ziel noastre: dacd apa s-ar fi aflat mai jos de jumitatea
indl{imii ulciorului, cioara nu ar fi reugit si bea api.



Caplitolul X

GEOMETRIE FARA MASURATORI §I FARA CALCULE

CONSTRUCTIE FARA COMPAS

La rezolvarea problemelor de constructie geometricd se
folosesc, de obicei, rigla si compasul. Vom vedea in cele ce
urmeazd cd, uneori, ne putem lipsi de compas in cazuri,
in care la prima vedere el ne pare cu totul necesar.

Problemi

Din punctul A (fig. 132, stinga), aflat in afara semicer-
cului dat, sd se ducd la diametrul lui o perpendiculars,
insd fdrd a]utoru] compasului. Nu se indicd pozitia centrului
acestul semicerc.

Rezolvare

Ne va fi de folos aici proprietatea triunghiului, ci toate
indl{imile lui se intersecteazd in acelagi punct. S unim A4
cu B si C; vom obtine punctele D si E (fig. 132, dreapta).
Dreptele BE §i CD sint, evident, indl{imile triunghiului

8 c

Fig. 132. Problemd de constructie si rezolvarea ei. Primul caz.

ABC. Cea de-a treia inalf,lme va fi perpendiculara necunos-
cutd la BC care trebuie si treacd prin punctul de intersectie
ale celorlalte doud, adicd prin M. Ducind cu rigla o dreaptd
prin punctele 4 §i M, rezolvim problema, fird a recurge
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la compas. Dac# punctul este situat astfel incit perpendicu-
lara necunoscutd cade pe prelungirea diametrului, problema
se va putea rezolva doar cu conditia ca, in locul unui semi-
cerc, sé fie dat un cerc complet. Figura 133 aratd ci rezol-

°A

8 c
Fig. 133. Aceeagi problemd. Cel de-al doilea caz.

M

varea nu se deosebeste de aceea pe care noi o cunoagtem deja,
numai cd indl{imile triunghiului ABC se intersecteazd aici
nu in interiorul, ci in afara lui.

CENTRUL DE GREUTATE AL UNEI PLACI

Problemi

$titi, probabil, cd centrul de greutate al unei plici omo-
gene subtiri, care are forma unui dreptunghi sau a unui
romb, se afld in punctul de intersectie al diagonalelor, iar
daca placa este triunghiulari, el se va afla in punctul de
intersectie al medianelor si daci este rotundd, atunci in
centrul acestui cerc.

Incercati acum si aflati, prin constructie, centrul de greu-
tate al unei plici alcdtuite din doud dreptunghiuri oarecare,
reunite intr-o singurd figurd, reprezentatd in figura 134.

Totodatd, sd convenim si folosim numai rigla si sd
nu mésurdm sau calculdm ceva.

Rezolvare

Prelungim latura DE pind la intersectia ei cu AB in
punctul N si latura FE iné a intersectia ei cu BC in
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punctul M (fig. 135). Vom examina aceastd figuri, la
inceput, ca fiind formatd din dreptunghiurile ANEF si
NBCD. Centrul de greutate al fiecdruia dintre ele se afla
in punctele de intersectie ale diagonalelor lor O, si O,.

B ¢ B M C

A F A F

Fig. 134. Folosind numai rigla, Fig. 135. Centrul de greutate al
gasiti centrul de greutate al placiv  pldcii a fost gdsit.

reprezentate aicl.

Prin urmare, centrul de greutate al intregii figuri se va
afla pe linia dreapti 0,0,. Acum, aceeasi figurd o vom
examina ca fiind formatd din dreptunghiurile ABMF si
EMCD, ale cdror centre de greutate se afli in punctele de
intersectie ale diagonalelor lor O, §i O,. Centrul de greutate
al intregii figuri se va afla pe dreapta 0;0,. Prin urmare
el se afld in punctul O de intersectie al dreptelor 0,0, si
0,0,. Toate aceste constructii se efectueazd, intr-adevir,
numai cu ajutorul riglei.

PROBLEMA LUI NAPOLEON

Ne-am ocupat pind in prezent de constructii efectuate
numai cu ajutorul riglei, fird sd recurgem la compas (cu
conditia ca o circumferintd de pe desen sa fie datd dinainte).
Sd analizdm acum citeva probleme in care se introduce o
restric{ie inversd: se interzice folosirea riglei si toate con-
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structiile trebuie si fie efectuate niumai cu compasul. Una
dintre aceste probleme l-a interesat i pe Napoleon I. Dupd
ce a citit cartea privitoare la astfel de constructii, scrisa
de citre savantul italian Mascheroni, el a propus matema-
ticienilor francezi urméitoarea problemi.

Problemi

Sd se impartd un cerc dat in patru parti egale fird a se
recurge la rigld. Se d& pozitia centrului acestui cerc.

Rezolvare

S& presupunem cd trebuie s impdrtim in patru parti egale
cercul 0. Incepind dintr-un punct oarecare A4, luim pe cir-
cumferinta lul de trei ori raza cercului: vom ob{ine punc-
tele B, C si D. Este ugor de observat cd distanta AC este
coarda arcului, ce reprezintd 1/3 din circumferintd, deci
este latura triunghiului echilateral inscris gi, prin urmare,
este egald cu r }/3, unde r este raza circumferintei. Este
evident cd AD reprezintd diametrul cercului. Din punctele
A si D, ducem arcuri de razd egale cu AC, care se intersec-
teazd in punctul M. Vom demonstra ci distanta MO este
egald cu latura patratului inscris in cercul nostru. In triun-
ghiul AMO cateta

MO =JAM?> —A0* = 3rr —rt =r\'2,

»adicd este egald cu latura pétratului inscris. Acum ne mai
rdmine doar ca, printr-o deschidere a compasului egald cu
MO, si insemndm pe circumferintd succesiv patru puncte
pentru a obtine virfurile patratului inscris, care, evident,
impart circumferinta in patru pirti egale.

Tatd o altd problemd de acelagi gen, insd mai usoara.

Problemi

S& mirim farad rigld distanta dintre punctele date A si B
de cinci ori, in general, de un numir de ori dat.
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Rezolvare

Din punctul B, cu raza AB descriem un cerc (fig. 137).
Pe acest cerc ducem din punctul 4 de trei ori distanta AB:
obtinem punctul C, evident diametral opus punctului 4.

M
!
A D 4 c
B c
Fig. 136. Sd impdrgim Fig. 137. Cum si marim
circumferinta in  patru distanta dintre punctele
pdrti egale folosind numai AB de nori (n este un
compasul. numdr intreg), folosind

numat compasul?

Distanta AC reprezintd de doud ori distanta A B. Cu raza BC
descriem un cerc din punctul C si in felul acesta putem gisi
punctul diametral opus punctului B, deci care se afld la o
distantd de trei ori distanta AB fati de punctul A etc.

CEL MAI SIMPLU TRISECTOR

Folosind numai compasul si o rigld care nu are nici un fel
de insemniri, nu putem imp3r{i un unghi oarecare dat in
trei parti egale. Ins& matematica nu respinge de loc posibi-
litatea de a efectua aceastd imparfire cu ajutorul altor instru-
mente. Pentru atingerea scopului arjtat s-au inventat multe
instrumente mecanice care se numesc trisectoare. Cel mai
simplu trisector il putem confectiona cu usurintd din hirtie
groasd, carton sau tabld subtire. El ne va servi drept instru-
ment auxiliar la desen.

In figura 138 trisectorul este reprezentat-in mirime natu-
rald (desenul hagurat). Portiunea aldturatd semicercului AB
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este egald, ca lungime, cu raza acestui semicerc. Marginea
portiunii BD formeazd un unghi drept cu dreapta AC;
ea atinge semicercul in punctul B; lungimea acestei portiuni
este arbitrard. In acelagi desen se arati modul de folosire a

Fig. 138. Trisectorul i
schema lut de folosire.

722"

7

o

M

A

K

g 0 A

trisectorului. S4 presupunem, de exemplu, cd ni se cere si
impdrtim unghiul KSM in trei pirti egale.

Trisectorul se asazd in asa fel, ca virful unghiului S si se
afle pe linia BD, o laturd a unghiului s& treacd prin punctul
A, iar alt¥ latur3 si fie tangentd la semicerc!. Apoi se duc
dreptele SB si SO si impértirea unghiului dat in trei parti
egale s-a terminat. Pentru a demonstra aceasta, si unim prin-
tru-nsegment de dreapti centrul semicercului O cu punctul de
tangentd N. Este usor si ne convingem de faptul c& triun-
ghiul ASB este egal cu triunghiul SBO, iar triunghiul SBO
este egal cu triunghiul OSN. Din egalitatea acestor trei

! Posibilitatea unei astfel de introduceri a trisectorului nostru in
unghiul dat reprezintd urmarea uneia dintre proprietitile simple ale
punctelor de pe razele care impart unghiul respectiv in trer parti
egale: daca dintr-un punct oarecare O de pe raza SO vom duce segmen-
tele ON| SM si 0.1 ] SB (fig. 138), vom avea: AB = OB = ON.
Cititorii vor demonstra singuri aceasta cu usurinta.
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triunghiuri rezultd cd unghiurile ASB, BSO si OSN sint
egale intre ele, ceea ce trebuia demonstrat.

Aceastd trisectie a unghiului nu este pur geometrici; o
putem numi mai curind procedeu mecanic.

CEASUL-TRISECTOR

Problemi

Oare este posibil s impértim cu ajutoru! vompasului, al
riglei si al unui ceas, un unghi dat in trei par{i egale?

Rezolvare

Este posibil. S& copiem figura unghiului dat pe o hirtie
transparentd i in momentul cind ambele ace ale ceasului
coincid, s3 asezim desenul pe cadran in asa fel incit virful
‘unghiului s coincidd cu centrul de rotatie al acelor si o
laturd a unghiului sd se suprapuni de-a lungul acelor.

In momentul cind minutarul ceasului se va misca pini va
coincide cu directia celei de-a doua laturi a unghiului dat

Fig. 139. Ceasul-trisector.

(sau il vom roti singuri), sd ducem din virful unghiului o razi
in directia acului care indic4 ora. Se va forma un unghi egal
cu unghiul de rotatie al acestui ac al ceasornicului. Acum,
cu ajutorul compasului §i al riglei sd dublim acest unghi,
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iar unghiul astfel dublat si-1 dublim din nou (modul de
dublare a unui unghi este cunoscut din geometrie). Unghiul
obtinut astfel va constitui 1/3 din unghiul dat.

Intr-adevir, de fiecare datd cind minutarul descrie un
unghi oarecare «, acul care indici orele se va migca in acest
timp cu un unghi de 12 ori mai mic 1%, iar dupd mirirea

[«

acestui unghi de patru ori se va obyine ;—% ==

iMPARTIREA CIRCUMFERINTEI

Radioamatorii, «{onstructorii, cei care construiesc modele
de orice fel si, in general, amatorii de lucru manual se
intimpld uneori s& cadd pe ginduri in fata urméitoarei

probleme practice.

Problemi

Sd se decupeze dintr-o placd un poligon regulat cu un numir
dat de laturi.

Aceastd problemd se reduce la urmitoarea:

S4 se impartd o circumferintd in n pirti egale, unde n
este un numadr intreg.

S& lisim deocamdatd la o parte rezolvarea evidentd a
problemei respective cu ajutorul raportorului — aceasta
va fi totusi o rezolvare ,din ochi“ — si si reflectdm asupra
rezolvirii ei geometrice: cu ajutorul compasului si al riglei.

Inainte de toate se naste intrebarea: in cite parti egale
se poate impérti exact, in mod teoretic, o circumferintd
cu ajutorul compasului si al riglei? Aceastd problemai a fost
rezolvatd in intregime de ciitre matematicieni: nu in orice
numdr de pértil.

Se poate: in 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, ..., 257
parti.

Nuse poatein7,9,11,13,14... parti. _

Este destul de rdu si faptul ci nu existd un procedeu unic
de constructie; procedeul de impirtire, de exemplu, in 15

g eee

! Vezi amidnunte in Manualul de geometrie.
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parti egale nu este acelasi ca la impartirea in 12 pirti egale
etc., iar toate procedeele nu se pot {ine minte.

Practicienii au nevoie de un procedeu geometric, fie chiar
$i aproximativ, ins¥ suficient de simplu si care 84 fie acelagi

pentru impé&rfirea circumfe-
Iy rintei in orice numir de arce
egale.

Spre regretul nostru, in ma-
nualele de geometrie nu se
acordd nici un fel de atentie
acestei probleme. Din aceasti
cauzd, si citdm aici un proce-
deu interesant de rezolvare a-
proximativd a problemei puse.

S& presupunem, de exem-
plu, cd trebuie sd impéartim
o circumferintd datd in noud
parti egale. Sd construim pe
un diametru AB al circumfe-
rintei un triunghi echilateral
ACB si sd impartim diame-
Fie 140. Procedeul i trul AB, cu ajutorul punctu-
g, . 0. : 2
a;l)zl"oa;imativ 2‘;03 irlttpdgre,tir’-:lze rl; lui D, in raportul AD: AB =
circumferintei in n paryi egale. =2 :9 (in cazul general

AD: AB = 2 :n).

S4 unim punctele C si D printr-un segment si sé-1 prelungim
pind unde intersecteazi circumferinta in punctul E. Atunci
arcul AE va constitui aproximativ 1/9 din circumferinti

(in cazul general AE =§E) deci coarda AE va fi latura

n
unui poligon regulat inscris cu noud laturi (un poligon cu
n laturi). Eroarea relativi care poate apérea in acest calcul
este egald aproximativ cu 0,8%,.

Dacid vom exprima dependenta existentd intre valoarea
unghiului la centru AOE, care se formeazd prin constructia
ardtatd mai sus, si numdrul n, atunci va rezulta urmatoarea
formula exactd:

tg @ _ K} VnP+16n—32—n
care pentru valori mai mari ale lui n poate fi inlocuitd cu
formula aproximativi:

P L
tg AOE =~ 4 |3 - (n"t — 2n72).

n—4&4 ?

242



Pe de altd parte, la o imparfire exactd a circumferintei

]

in n pér{i egale, unghiul la centru trebuie si fie egal cu 360

.

Comparind unghiul de SL,‘OO- cu unghiul AOE, vom obtine

eroarea pe care o facem considerind arcul AE drept 1/n
parti din circumferinti.
Rezultd urm3torul tabel pentru unele valori ale lui n:

| 4

no |3 [ s | 6] 7| s |-10] 20| ¢
360° . '

- 120°) 90° | 72° | 60° |51°267| 45° | 36° | 18° | 6°
Tob | 120°] 90° |71°577| 60° |51°317| 45°11" (36°21" [18°35" | 6°26”
Eroarea | ¢ 0,071 0 | 0,47 | 0,41 {097 | 3,5 | 7,2
in % \ :

Dupi cum se vede din tabel, prin procedeul aritat aici se
poate impdarti aproximativ circumferinta in cinci, sapte, opt
sau 10 parti, cu o eroare relativ neinsemnati: de la 0,07
pind la 19,; o astfel de eroare este cu totul admisibild pentru
majoritatea lucrdrilor practice. Cind creste-numirul de im-
partiri n, exactitatea acestui procedeu scade in mod simtitor,
adicd eroarea relativa creste, insd, dupd cum aratd cercetd-
rile, pentru orice n ea nu depiseste 109,

DIRECTIA LOVITURII (PROBLEMA BILEI DE BILIARD)

Trimiterea bilei de biliard in pungi nu cu o loviturd
directd, ci ficind ca ea si se loveascd odatd, de doud ori
sau chiar de trei ori de banda ale mesei — aceasta inseamni,
inainte de toate, rezolvarea ,in minte“ a unei probleme
geometrice ,,de constructie®.

Este important si aflim corect ,din ochi“ primul punct
din ciocnirea cu banda; drumul pe care-l va urma bila
elasticd pe o masd bund va fi determinat de legea reflexiei
(yunghiul de incident8 este egal cu unghiul de reflexie®).
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Problem}

Ce reprezentiri geometrice ne pot fi de folos pentru a afla
directia loviturii astfel executate ca bila aflatd, de exemplu,
la mijlocul mesei de biliard, dupd tret ciocniri de banda
sd ajungd in punga A?

Iig. 141. Problema geometrici de pe masa de biliard.

Rezolvare

Trebuie s ne imagindm c& de-a lungul laturii mai scurte a
mesei de biliard s-au agezat incd trei asemenea mese si trebuie
sd ochim in directia celei mai indepéirtate pungi de pe ceade a
treia dintre mesele imaginate.

Figura 142 ne va ajuta si intelegem mai bine aceastd
afirmatie. S& presupunem ci OabcA este calea urmatd de bild.
Dacd vom roti ,masa“ ABCD in jurul lui CD cu 180°,
ea va ocupa pozitia I; dacd apoi o vom roti in jurul lui
AD si incd o datd in jurul lui BC, atunci ea va ocupa pozi-
tia III. In cele din urmi, punga A4 se va afla in punctul
insemnat prin litera A'. '

Bazindu-ne pe egalitatea evidentd a triunghiurilor, vom
demonstra cu usurintd cd ab, = ab, byc;, = be 51 c;A; = cA,
astfel ci lungimea segmentului OA, este egald cu lungimea
liniei frinte OabcA. ’
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Prin urmare, ochind in punctul imaginar A, vom face ca
bila si se rostogoleased pe linia frintd OabcA, si sd ajungdin

punga A.
S4 mai examindm si urmitoarea problemai: in ce conditii

B A

Fig. 142: Sd ne imagindm cd la masa de biliard
au mai fost asezate incd trei mese la fel, si
sd ochim in directia pungii celei mai indepdrtate.

laturile OF si A,E ale unui triunghi dreptunghic A,E0
sint egale?

Este usor sd stabilim cd OF = %AB si A,E = % BC.
Daci OF = A,E, atunci—:}AB = % BC sdu AB =% BC.

In felul acesta, daci partea mai scurtd a mesei de biliard
formeazd 3/5 din partea ei mai lungd, atunci OF = EA,;
in acest caz lovitura datd bilei aflate la mijlocul mesei poate
fi indreptatd sub un unghi de 45° spre banda.

BILA , INTELIGENTA"

Unele constructii geometrice simple ne-au ajutat si rezol-
vam probleme privitoare la bila de biliard, iar acum,.fie
ca aceeasi bild de biliard sd rezolve singurd o problemi
veche interesanta.
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Oare acest fapt e posibil? Bila nu poate gindi. Acest lucru
este just, insd in acele cazuri cind este necesar de ficut un
anumit calcul, cunoscindu-se ce operatii cu numere date
trebuie efectuate §i in ce ordine anume in vederea acestui
scop, calculul poate fi incredintat unei masini care il va
efectua repede si fard greseli.

Pentu aceasta s-au inventat multe mecanisme, incepind de
la aritmometrul simplu sipind la cele mai complicate masini
electronice.

In orele de odihni unele persoane se distreazd deseori cu
problema privitoare la faptul cum si se verse o cantitate
oarecare de apd dintr-un vas plin, ciiruia i se cunoaste capa-
citatea, cu ajutorul altor vase goale, cdrora de asemenea 11 se
cunoaste capacitatea.

Tata una dintre numeroasele probleme de acest fel.

S4 se impartd in juméitate continutul unui butoi de 12 ve-
dre cu ajutorul a doud butoaie goale de 9 vedre si de 5 vedre.

Pentru rezolvarea acestei probleme nu trebuie sid facem
neapirat experiente cu butoaie adevirate. Toate operatiile
necesare de ,turnare“ le putem face pe hirtie, dupa o astfel
de schemi:

Butoiul de
9 vedre 0 7 7
Butoiul de
5 vedre 5 5 0
Butoiul de
12 vedre 7 0 5

In fiecare coloani se inscrie rezultatul operatiei de turnare
efectuate.

In prima coloani: s-a umplut butoiul de 5 vedre, butoiul
de 9 vedre este gol (0), in butoiul de 12 vedre au mai rimas
7 vedre.

In coloana a doua: s-au turnat 7 vedre din butoiul de
12 vedre in cel de 9 vedre ete.

Schema are in total noud coloane; prin urmare, pentru
rezolvarea acestei probleme a fost nevoie de noui operatii
de turnare.

Incercati si giisifi o rezolvare proprie pentru problema
propusd, stabilind o altd ordine a operafiilor de turnare.
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Dupi o serie de Incercdri gi probe, fird indoiald cd veti
izbut1 acest lucru, deoarece schema propusd pentru operatia
de turnare nu este singura posibild; totusi, la o altd ordine
a operatiilor de turnare pot s rezulte mai mult de noud
operatii.

In legiturd cu aceasta este interesant de limurit urma-
toarele:

1) Nu se poate oare stabili o ordine anumitd a operatiilor
de turnare, pe care s-o urmarim in toate cazurile, independent
de capacitatea vaselor respective?

2) Se poate oare ca, cu ajutorul adoud vase goale, si turndm
dintr-un al treilea vas orice cantitate de apd, adicd, de exem-
plu, din butoiul de 12 vedre sa turndm, cu ajutorul butoaielor
de 9 si de 5 vedre, o singurd vadrd de apd, sau 2 vedre, sau
3, 4 etc. pind la 11?

La toate aceste intrebari ne va raspunde bila ,inteligentd“,
dacd vom amenaja acum pentru ea ,0 masd de biliard® de
constructie speciald.

S4 liniem o foaie de hirtie in patritele oblice, in asa fel
ca ele sa prezinte romburi egale cu unghiuri ascutite de 60°,
si sd construim figura OBCDA, ca in figura 143.

AVAVAVAVAVAVAVAV
/9 ANAVAVAVAVAVAYAVA

VAVAVAVAVAVAVAVAV.AV/ M8
A AVAVAYAAAVAVAY A
'AVAVAVAVNAVAV«V 77

fJ////7/L////'

Fig. 143. Mecanismul bilei ,inteligente”.

Aceasta va fi ,masa de biliard“. Dacd impingem bila de
biliard de-a lungul lui OA, atunci sirind de la banda AB
conform cu legea ,unghiul de incident3 este egal cu unghiul
de reflexie* (X OAM = X MAc,), bila se va rostogoli pe
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linia dreaptd Ac,;, care unegte virfurile romburilor mici;
va firespinsi in punctul ¢, de la banda BC si se va rostogoli
pe linia dreaptd c,a,, apoi pe dreptele a,b,, b,d,, d,a, etc.

Dupa conditiile impuse de problemi, avem trei butoaie,
adicd de 9, 5 1 12 vedre. Corespunzitor cu acestea vom con-
strui o figurd in asa fel, ca latura OA si aibd 9 péitritele,
OB — 5 pitritele, AD — 3 pitratele (12 — 9 = 3,) BC —7
patratele! (12 — 5 = 7).

S& observdm ci fiecare punct de pe laturile figurii este
despértit printr-un anumit numir de péatritele de laturile
OB 51 OA. De exemplu, din punctul ¢, sint 4 pitratele pind
la OB si 5 patratele pind la OA, din punctul a, sint 4 patra-
tele pind la-OB §1 0 patritele pind la OA (fiindcd acest punct
se afld pe latura OA), din punctul d, sint 8 pitritele pinid
la OB s1 4 patritele pind la OA ete. '

In felul acesta, fiecare punct de pe laturile figurii in care
se loveste bila de biliard determind doud numere.

S& convenim ca primul dintre ele, adicd num&rul de pa-
tritele care despart punctul de OB, sd reprezinte cantitatea
de vedre de apd care se afld in butoiul de 9 vedre, iarcel
de-al doilea numdr, adicd numdrul de pétratele care despart
acelagi punct de OA, si insemne numdarul de vedre de apéd
din butoiul de 5 vedre. Cantitatea rimasa de api, e limpede,
se va afla in butoiul de 12 vedre.

Avem, prin urmare, toate conditiile pregititoare pentru
rezolvarea problemei cu ajutorul bilei de biliard.

S& o ldsdm s& se rostogoleascd din nou de-a lungul laturii
OA i, interpretind fiecare punct in care se lovesgte de ban-
dd, in aga fel cum s-a ardtat, si urmirim migcarea ei cel
putin pind la punctul ag (fig. 143).

Primul punct unde se lovegte bila: 4 (9; 0); prin urmare,
prima operatie de turnare trebuie si ne dea aceastd distri-
buire a apei:

Butoiul de 9 vedre .................. 9

Butoiul de 5 vedre .................. 0
Butoiul de 12 vedre .................. 3

1 Butoiul plin este intotdeauna cel mai mare din cele trei butoaie.
84 presupunem ci, capacitatea butoaielor goale este a si b, iar a celui
plin ¢. Dacd ¢ > a + b, atunci ,masa de biliard“ trebuie si fie cons-
truitd in forma unui paralelogram cu laturile asi b ale pitritelelor.
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Aceasta se poate realiza.
Al doilea loc unde se lovesgte bila: ¢, (4; 5); prin urmare,
bila ne aratd urmditorul rezultat al celei de a doua turniri:

Butoiul de 9 vedre .......... 9 A
Butoiul de 5 vedre .......... 0 5
3

Butoiul de 12 vedre .......... 3

Aceasta se poate de asemenea realiza.

Al treilea punct unde se loveste bila: (2 (4; O) la cea de-a
treia turnare bila ne aratd ci trebuie s turnidm 5 vedre in
butoiul de 12 vedre:

Butoiul de 9 vedre .......... 9

4 4
Butoiul de 5 vedre .......... 0 5 0
Butoiul de 12 vedre .......... 3 3 8

Al patrulea punct: b, (b; 4); este rezultatul celei de-a patra
turndri:

Butoiul de 9 vedre ........ 9 4 4 0
Butoiul de 5 vedre ........ 0 5 0 4
Butoiul de 12 vedre ........ 3 3 8 8

Al cincilea punct: d; (8; 4); bila aratd turnarea a 8 vedre
in butoiul gol de 12 vedre:

Butoiul de 9 vedre ........ 9 4 4 0 8
Butoiul de 5 vedre ........ 0 5 0 4 4
Butoiul de 12 vedre ........ 3 3 8 8 0

S# continudm urmirirea bilei §i vom avea urmditorul
tabel:

Butoiul de 9 vedre ..,... 9440883309772 20966
Butoiul de 5 vedre ...... 0504405033505 02250
Butoiul de 12 vedre ...... 33880449900551010116




Si astfel, dup& o serie de turn#ri, scopul a fost atins: in
doud butoaie avem cite 6 vedre de api. Bila a rezolvat
problema!

Daca lasati bila sd-gi continue miscarea si dupd punctul ag,
atunci nu va fi greu de controlat ci in cazul dat, aceasta va
trece prima toate punctele marcate pe laturile figurii (si,
in general, toate virfurile romburilor) si numai apoi se va
intoarce la punctul de plecare 0. Aceasta inseamni ci din
butoiul de 12 vedre se poate turna in butoiul de 9 vedre un
numdr intreg oarecare de vedre de la 1 pind la 9, 1ar in cel
de 5 vedre — de la 1 1a 5.

Dar bila a rezolvat mai greu problema. Noi am reusit si
gdsim rezolvarea in noud miscdri (vezi tabelul intii), iar
bila a rezolvat-o in 18 miscari.

Bila poate insi si ne dea o rezolvare si mai scurtd
decit a noastra.

Intr-adevir. Si impingem bila de-a lungul benzii OB
(fig. 143) §isd-1 urmirim miscarea, considerind ci ea are loc
dupa legea: ,unghiul de incidentd este egal cu unghiul de’
reflexie“. Ajungind pe OB pini la punctul B, bila va siri
de la banda BC si va merge pe Bas;. Mai departe va merge
pe ascs, pe csd,, pe d,b,, pe bya,, pe a,c; §i, in sfirsit; pe c,a,.

In total vor fi opt ciocniril

Interpretind fiecare punct unde se lovegte bila de bandi,
aga dupd cum am convenit vom obtine rezolvarea problemei
sub forma urmitorului tabel:

Butoiul de 9 vedre ........ 0559
Butoiul de 5 vedre ........ 5051
Butoiul de 12 vedre ........ 7722

Bila ne-a dat o rezolvare mai economic a acestei probleme
in opt migesri.

Insi, o problemi de acest gen ar putea si nu aibi solutia
ceruté.

Cum va descoperi bila aceasta?

Foarte simplu: in acest caz ea se va intoarce in punctul
initial O, f4rd sd se loveascd in punctul necesar.
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Fig. 144. Mecanismul aratd cd butoiul plin de 12 vedre nu poate fi
impdryit in jumdtate cu ajutorul butoaielor goale de 9 si 7 vedre.

In figura 144 este reprezentat mecanismul de rezolvare a
problemei pentru butoaiele de 9, 7 51 12 vedre:

Butoiulde 9vedre 92 2 09440881 1 093309550770

Butoiulde 7vedre 07 0 22704407 0 117033705507
Butoiulde. 12 vedre 3 3 10 101188044111122990077055

,2Mecanismul“ aratd cd din butoiul plin de 12 vedre se
poate turna orice numir de vedre cu ajutorul butoaielor goale
de 9si7 vedre, in afard
de jumditatea conti-

nutalui lui, adicd in | /. / 77 / 77 /7]
/ N N

afairé de 6 vedre.
n figura 145 este re-

prezentat mecanismul 2/ /\/ / /\/ / /
de rezolvare a proble- / /S N\

mei pentru butoaiele

de 3, 6518 vedre. Aici / /I /2/3 /4/3/6/ /
bila face patrusirituri L L

$i se intoarce in punc- Fig. 145. Mecanismul de rezolvare a unei
tul initial 0. probleme in plus cu privire la turnare.
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Tabelul corespunzitor

Butoiul de 6 vedre ........ 6 3 3 0
Butoiul de 3 vedre ........ 0 3 0 3
Butoiul de 8 vedre ........ 2 2 5 5

aratd cd, in acest caz, este imposibil si turnidm 4 vedre sau
1 vadrd din butoiul cu 8 vedre.

Astfel, biliardul nostru cu bila ,jinteligentd“ intr-adevar
reprezintd o magind curioasd si interesantd de calcul, care
rezolvd destul de bine problemele referitoare la operatiile
de turnare.

CU O SINGURA TRASATURA

Problemi

Copiati pe o foaie de hirtie cele cinci figuri reprezentate
in figura 146 gi incercati sd le desenati cu o singura trisdturd
de creion, adica fird a ridica creionul de pe hirtie si fard a
trece mai mult decit o singurd dati pe aceeasi linie.

Multi din cei cdrora li s-a propus aceastd problemi in-
cepeau cu figura d, care pare cea mai simpld, insi toate
incercdrile lor de a desena aceastd figurd dintr-o singurd
trisdturd de creion nu erau incununate de succes. Dezamigiti,
se apucau cu mai putind sigurantd de celelalte figuri si, spre
mirarea §i multumirea lor, reuseau si ducd la bun sfirsit,
fard prea multe dificultdti, primele doud figuri i chiar pe
cea de-a treia, care este destul de complicatd, reprezentind
cuvintul ,JTOM*“ (casd), care a fost tdiat cu o linie. Dar nici
cea de-a cincea figurd, ¢ ca si cea de-a patra d, nimeni n-a
reusit s-o deseneze cu o singurd trdsdturd de creion.

De ce oare pentru unele figuri putem duce la bun sfirgit
rezolvarea problemei puse, iar pentru altele nu? Poate doar
din cauzd cd, in unele cazuri, nu ne ajunge ingeniozitatea
sau, poate ci chiar problema in genere nu are rezolvare
in ceea ce privegte unele figuri? Oare in acest caz nu s-ar
putea arita un criteriu oarecare, dupd care am putea gti
dinainte dacd putem desena sau nu figura respectivd dintr-o

‘singurd trisiturd de creion?
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Fig. 146. Incercati sa desenati fiecare din aceste figuri dintr-o
singurd trasdturd de creion, fard a trece mai mult decit o singurd
datd pe aceeast linie.

Rezolvare

Fiecare incrucigare, in care se intilnesc liniile figurii res-
pective, sd o numim nod. Totodatd, sd-1 numim nod par daci
in el se intilnesc un numdr par de linii si nod impar, daca
numdrul liniilor care se intilnesc in el este impar. In figura a
toate nodurile sint pare; in figura b existi doud noduri
impare (punctele A s1 B); in figura ¢ nodurile impare sint
extremitdtile dreptei care taie cuvintul ,JJOM“; in figurile
d si e existd cite patru noduri impare.

Sd examindm la inceput o astfel de figurd, in care toate
nodurile s4 fie pare; de exemplu, {igura a. S ne incepem ruta
din orice punct S. Trecind, de exemplu, prin nodul 4,
trecem peste doud linii: cea care ne duce la A §i cea care ne
duce de la A. Deoarece in fiecare nod par existd tot atitea
posibilitdti de iesire cite sint de intrare, agsa cd pe mdisurd
ce ne miscdm de la un nod la altul, rimin de fiecare data
cu doud linii mai pufin din cele peste care n-am trecut, in
principiu este pe deplin posibil ca trecind peste toate liniile,
s& ne intoarcem in punctul initial §.
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S¥ presupunem insd c4 ne-am intors in punctul initial gi
nu mai avem o iegire din el, iar pe figurd a mai rimas inci o
linie nedesenatd, care pornegte dintr-un nod oarecare B
in care am mai fost o datd. Prin urmare, trebuie si ne corec-
tdm ruta. Ajungind pind la nodul B, mai intii si desenim
liniile omise gi, intorcindu-ne in B, si mergem mai departe
pe drumul pe care am mers si in trecut.

Si presupunem, de exemplu, ci ne-am hot&rit s& inconju-
ram figura @ in modul urmitor: la inceput, de-a lungul latu-
rilor triunghiului ACE, apoi intorcindu-ne in punctul 4,
pe circumferinta ABCDEF A (fig. 146). Deoarece in acest caz
neramine nedesenat triunghiul BDF atunci, mai inainte de a
paridsi, de exemplu, nodul B si de a merge pe arcul BC,
trebuie sd trasdm triunghiul BDF.

Asadar, dacd toate nodurile figurii date sint pare atunci,
pornind din orice punct de pe figurd, o putem desena intot-
deauna cu o singurd trdsiturd de creion; in acest caz, incon-
jurul figurii trebuie s3 se termine in acelagi punct din care
l-am inceput.

Si acum sd examindm figura in care sint doud noduri
impare.

Figura b, de exemplu, are doud noduri impare A §i B.

Ea poate fi de asemenea desenatd printr-o singurd trésdturd
de creion.

Intr-adevir, si incepem incon]urul de la nodul impar nr. 1
1 84 urmdm una din linii pind la nodul nr. 2, de exemplu,
de la A la B pe traseul ACB din figura b (fig. 146).

Trasind aceastd linie, elimin&dm astfel cite o linie din fiecare
nod impar, ca i cum aceasta nici n-ar fi existat in desen.
Dupd aceasta, ambele noduri impare devin pare. Deoarece
in figurd nu am mai avut si alte noduri impare, avem in fata
o figurd ce nu contine decit noduri pare; de exemplu, in
figura b, dupé trasarea liniei ACB ramin doar triunghiul i
cercul.

Dupd cum s-a mai aridtat, o astfel de figurd poate fi dese-
natd cu o singurd trésiturd de creion si, prin urmare, tot
dintr-o singura trisiturd poate fi desenatd intreaga figuri.

O observatie suplimentaré: incepind cu nodul impar nr. 1,
calea care duce la nodul impar nr. 2 trebuie s-o alegem in asa
fel ca s nu se formeze figuri izolate de figura datil. De
exemplu, la trasarea desenului b din figura 146 ar fi gregit s&

1 Aminunte si detalii cu privire la problema expusd, cititorul
curios gi pregitit le va afla in manualele de topologie.
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ne gribim s mergem din nodul impar 4 in nodul impar B
pe dreapta AB, deoarece astfel cercul ar rdmine izolat de
restul figurii gi n-ar putea fi desenat.

Asgadar, daci figura confine doud noduri impare, pentru ca
88 ducem la bun sfirgit desenul trebuie s&-1 incepem din unul
dintre ele gi sd-1 termindm in celdlalt.

Prin urmare, extremitdtile trisiturii noastre sint izolate.

De aici, rezult# ci daci figura are patru noduri impare, ea
poate fi desenatd din doud trisdturi de creion gi nu din una
singurd, insd aceasta nu mai corespunde condifiei din pro-
blema noastrd. Astfel sint, de exemplu, figurile d §i e din
figura 146.

Dupéd cum vedem, dacd ne vom obisnui si rationdm just,
vom putea prevedea multe si in felul acesta vom fi scutiti
de o pierdere inutila de timp si forfe, iar modul de a ratlona
corect ne invatd, in particular, geometria.

Poate cd pe d- ta, cititorule, te-au obosit rationamentele
expuse aici, insd eforturile d-tale it1 sint rasplitite de acele
avantaje pe care le oferd stiinta fata de nestiinta.

Putem si stabilim intotdeauna de mai inainte daci pro-
blema inconjuririi unei figuri date poate fi rezolvatd gi sa
stim din ce nod trebuie sd inceapa inconjurul ei.

Mai mult decit atit, vom putea acum sd niscocim cu usu-

Fig. 147. Desenafi fiecare figurd dintr-o singurd
trasaturd de creion.

rintd, pentru prietenii nostri, oricite figuri complicate de
acest gen.

Desenati, in incheiere, incd o pereche de figuri reprezentate
in figura 147.
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CELE SAPTE PODURI DIN KALININGRAD

Cu doua sute de ani in urmd in oragul Kaliningrad!existau
gapte poduri care uneau malurile riului Preghel.

In anul 1736, cel mai mare matematician din acea vreme,
L. Euler (pe atunci avea aproximativ 30 de ani) a fost pre-
ocupat de urmitoarea problemi: este oare posibil ca, plim-
bindu-ne prin orag, si trecem peste toate aceste sapte poduri,
insd numai cite o singurd datd pe fiecare din ele?

Este usor de inteles cd aceastd problem4i este la fel cu cea
examinatid mai sus cu privire la desenarea unei figuri.

Si reprezentim schema drumurilor posibile (linia punctati
din figura 148). Rezultd una din figurile din problema ante-
rioard cu patru noduri impare (fig. 146, desenul e). Dupa
cum stiti acum, dintr-o singurd trdsiturd n-o putem desena,

Fig. 148. Este imposibil de a trece peste toate aceste soplc podurt, strd-
batindu-le numai o singurd dati pe ficcare dir. cle.

prin urmare, este imposibil de a trece peste cele sapte poduri
traversindu-1 numai o singurd datd pe fiecare. Euler a de-
monstrat aceasta chiar atunci.

1 In acea vreme el se numea Konigsberg.
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GLUMA GEOMETRICA

Dupi ce noi si prietenii nostri am aflat secretul desenirii
cu succes a figurilor dintr-o singurd trasiturd de creion, vom
declara prietenilor ci, totusi, ne vom apuca sd desendm o
figurd cu patru noduri impare, de exemplu un cerc cu doua
diametre, fird a ridica creionul de pe hirtie si netrecind de
doud ori peste aceeasi linie.

Stim foarte bine ci acest lucru este imposibil. Insd putem
insista in declaratia aceasta senzationald. Acum vi voi
invidta o micd smecherie.

Vom incepe si desendm circumferinta din punctul A
(fig. 149). -Imediat ce am dus un sfert din circumferinti,
adica arcul AB, si punem pind in punctul B o alti foaie de
hirtie (sau indoim partea inferioard a foii de hirtie pe care
desendm) si continudm s ducem cu creionul partea de jos a
semicircumferintei pind la punctul D opus punctului B.

Fig. 149. Glumd geometricd.

Acum si ddm la o parte bucata de hirtie pe care am pus-o
(sau dezdoim foaia); pe fata hirtiei se va afla desenat numai
arcul AB, insd creionul va fi in punctul D (cu toate cd noi
nu l-am ridicat de pe hirtie!).
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Nu este greu sd termindm de desenat figura: vom duce la
inceput arcul DA, apoi diametrul AC, arcul CD, diametrul
DB si, in sfirsit, arcul BC. Putem sl alegem si altd ruti din
punctul D; aflatl -0.

VER{IFICAREA FORMEI

Problemi

Dorind si controleze dacd o bucatd de material tdiata are
forma unui piatrat, croitoreasa se convinge de acest lucru
daci prin indoirea in diagonald marginile bucétii de material
coincid. Este oare suficientd o astfel de verificare?

Rezolvare

Cu ajutorul acestui procedeu croitoreasa se convinge numai
de faptul ci toate laturile unui patrulater de stofd sint egale
intre ele. Dintre patrulaterele convexe, aceastd proprietate
nu o are numai pétratul, ci si orice romb, iar rombul repre-
zintd un patrat numai in cazul cind un0'h1ur1]e lui sint
drepte. Prin urmare, verificarea folositi de croitoreasd nu
este suficientd. Trebu1e cel putin din ochi si ne convingem
si de faptul ci unghiurile din virful bucidtii de stofd sint
drepte. In vederea acestui scop putem, de exemplu, si indoim
suplimentar bucata de stofd dupd linia ei din mijloc i sd
observdm dacd unghiurile adiacente la o laturd coincid.

UN JoC

Pentru acest joc avem nevoie de o coald de hirtie dreptun-
ghiulard si de figuri de formd simetricd, de exemplu, figurile
de domino sau monede de aceeasi valoare sau cutii de chi-
brituri ete. X

Numdrul figurilor trebuie s fie suficient pentru ca si
acopere toatd foaia de hirtie. La acest joc iau parte doud
persoane. Juc#torii agazi pe rind figurile in orice pozitie §i
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pe orice loc liber de pe foaia de hirtie pin& cind nu mai rimine
spatiu liber.

Nu se admite mutarea figurilor asezate pe hirtie. Se con-
siderd cigtigator acel jucitor care va pune ultimul obiectul.

7Pr_rob | em i

Sd se gidseascd un astfel de mod de desfasurare a jocului,
in care cel care incepe jocul cistigd obligatoriu.

Rezolvare

Jucidtorul, care incepe jecul trebuie ca, la prima miscare,
sd ocupe suprafala din centrul colii de hirtie, agezind figura
astfel ca centrul ei de simetrie si coincidd, pe cit posibil,
cu centrul foii de hirtie, si ulterior sa aseze figurile in mod
simetric cu pozitia figurilor adversarului.

Fig. 150. Joc geometric. Cistigd acel jucdtor care pune ultimul obiectul.

Respectind aceastd reguld, jucitorul care a inceput jocul
va gisi totdeauna pe foaia de hirtie un loc pentru figura
sa 1 va cigtiga in mod inevitabil.

17+ 259



Fondul geometric al procedeului aritat de desfisurare a
jocului constd in urmaitoarele: dreptunghiul are un centru de
simetrie, punctul in care toate segmentele de dreapti care
trec prin el se impart in doud si impart figura in doud pérti
egale. Din aceastd cauzd, oricirui punct sau portiuni din-
tr-un dreptunghi ii corespunde un punct sau o portiune si-
metrica care {ine de aceeasi figur4, si numai centrul dreptun-
ghiului nu are un punct simetric.

De aici, rezultd cd dacd primul jucitor va ocupa portiunea
din mijloc, atunci, orice loc ar alege pentru figura sa adver-
sarul, pe foaia de hirtie dreptunghiulard se va gisi negresit
un loc liber simetric cu portiunea ocupatd de figura adver-
sarului.

Deoarece alegerea locului pentru figurs ii revine de fiecare
datd celui de-al doilea jucdtor, in cele din urma nu va rimine .
pe hirtie un loc liber tocmai pentru figurile sale si jocul este
cigtigat de primul juc#tor.



Capitolul XI

NUMERE MARI §I MICI IN GEOMETRIE

27 000 000 000 000 000 000 INTR-UN DEGETAR

Numadrul doudzeci §i gapte cu optsprezece zerouri scris in
titlu poate fi citit in diverse moduri. Unii vor spune simplu:
27 de trilioane; altii, de exemplu lucritorii financiari, il
vor citi 27 evintilioane, iar altii il vor scrie pe scurt 27 -10?8
si-1 vor citi ca 27 ori zece la puterea optsprezece.

Oare cum poate si incapd o asemenea cantitate nemai-
pomenitd intr-un singur degetar?

Este vorba despre particulele existente in aerul carene
inconjurd. Ca si toate substantele din univers, aerul este
format din molecule. Fizicienii au stabilit ¢4 in fiecare centi-
metru cub (adicd aproximativ un degetar) din aerul ce ne
inconjurd la o temperaturd de 0°, existd 27 de trilioane de
molecule. Avem de-a face cu un uriag nuneric. Sa ni-l repre-
zentdm intr-un mod cit de cit corect, este peste puterile
unei imaginatii dintre cele mai vii. Intr-adevir cu ce putem
compara o asemenea multime? Cu numairul oamenilor care
triiesc pe pimint? Insd oamenii de pe globul pimintesc
reprezintd ,,numai“ 3 000 de milioane (3-10?) adica de 9 000
de milioane de ori mai putin decit moleculele dintr-un dege-
tar. Dacd toate stelele din univers care se pot vedea prin cel
mai puternic telescop ar fi inconjurate de planete ca Soarele
nostru si dacé fiecare dintre aceste planete ar fi atit de popu-
latd ca Pamintul, nici atunci nu s-ar constitui numirul
de locuitori egal cu ,populatia“ moleculard a unui singur
degetar? Dacd am incerca si numirim aceastd populatie
Invizibild, numirind fird intrerupere, de exemplu, cite
100 de molecule pe minut, ar trebui si numarim nu mai putin
de 500 000 de milioane de ani.

Nu intotdeauna ne putem reprezenta intr-un mod limpede
chiar §i numere mai modeste.
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Ce ne imagindm atunci cind ni se spune, de exemplu,
despre un microscop care mireste de 1 000 de ori? O mie nu
este un numadr chiar atit de mare i, totusi, o mirire de 1 000

Metri
- 18
” _ i “,,//V'A'”
2 BN oy,
2 A NI,
) _\...:}.,,; Ly

Fig. 151. Un tindir examineazd bacilul fcbrei
tifoide mdrit de 1000 de ori.

de ori nu este intuitd corect de toti oamenii. Adesea nu stim
sd apreciem dimensiunile reale infime ale acelor obiecte pe
care le vedem in cimpul de observatie al microscopului la o
astfel de mairire. Bacilul febrei tifoide mirit de 1 000 de
ori ne apare de mirimea unei musculite, examinati la dis-
tanta necesard vederii clare, adic la 25 cm. Cit de mic este
insa aceast bacilul in realitate? Si ne imaginim c& impre-
ung cu bacteria ne-am fi mirit i noi de 1 000 de ori. Aceasta
ar insemna cd in#ltimea noastri ar fi atins 1700 m! Capul
ar fi mai sus de nori, iar orice clidire inaltd, noud, din cele
care se construiesc in prezent, ar fi mult mai joasi de ge-
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nunchii nogtri. De cite ori sintem mai mici decit acest urias
imaginar, tot de atitea ori si acest bacil este mai mic decit
mica musculita.

Metri
78004

1600 ]
1400 —
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1080
a0
600 4
400
300

200
100

Fig. 152. Tindrul marit de 1 000 de ori.

VOLUMUL §I PRESIUNEA

Am putea crede cid cele 27 trilioane de molecule de aer
stau prea inghesuite intr-un degetar. Dar nu! O moleculd
. 3 - .
de oxigen sau azot are —————— mm (sau 3:1077 mm) in
10 000 000
diametru. Daci vom considera volumul moleculei egal cu
diametrul ei la cub, atunci vom obtine:

3 3 97
‘—— mm)| = -~ mms3.
107 1031
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fn degetar sint 27-10% molecule. Prin urmare, volumul
ocupat de toti locuitorii degetarului va fi aproximativ
egal cu:

27 729
27 97,1018 = =7
Tom 27-10 100 mm?3,

adicd aproximativ 1 mm3, ceea ce reprezintd doar a 1000-a
parte dintr-un centimetru cub. Spatiile existente intre mole-
cule sint de mai multe ori mai mar1 decit diametrii lor, aga
ci ele au loc suficient de plimbare. Intr-adevir, dupi cum
stim, particulele de aer nu stau linigtite adunate intr-o gra-
mdjoard, ci se miscd neincetat i haotic dintr-un loc intr-altul,
zburdind prin spatiul ocupat de ele. Oxigenul, oxidul de
carbon, hidrogenul, azotul gi alte gaze au o importantd
industriald, insd pentru pistrarea lor in cantitdti mari ar fi
nevoie de rezervoare uriase. De exemplu, 1t (1000 kg) de
azot la presiune normald ocupd un volum de 800 m3, adicd
pentru pistrarea numai a 1t de azot pur ar fi nevoie de o lada
care sd aibid urmé&toarele dimensiuni: 10 x 10 X 8 m3.
Iar pentru pastrarea a 1t de hidrogen pur ar fi nevoie de o
cisternd cu o capacitate de 10 000 m3.

Oare n-am putea obliga moleculele si se restringa? Ingi-
nerii ehiar procedeazd in acest fel, cu ajutorul presiunii le
obligi sd se condenseze. Aceasta nu este insd o treabd ugsoara.
S& nu uitdm c&, cu aceeasi fortd cu care se preseazi gazul
si gazul preseazd peretii vasului. Este nevoie de pereti
extrem de rezistenti, care sd nu fie atacati de gaze din punct
de vedere chimiec.

Aparatura chimici modernd, fabricatd din oteluri aliate,
este capabild s# reziste la presiuni uriage, temperaturi inalte
gi la actiunea chimicd vitimitoare a gazelor.

In prezent inginerii comprim# hidrogenul de 1 163 de ori,
astfel ca 1 t de hidrogen, care ocupi la presiunea atmosfericé
un volum de 10 000 m?, incape intr-un balon relativ mic,
cu o capacitate de aproximativ 9 m3.

Cum credeti dv., la ce presiune ar trebui si supunem hi.
drogenul pentru a-i micgora volumul de 1 163 de ori? Amin-
tindu-ne din fizicd ci volumul unui gaz se micgoreazd de
atitea ori, de cite ori cregte presiunea, am propune urmatorul
rispuns: presiunea asupra hidrogenului a fost miritd, de
asemenea, de 1 163 de ori. Astfel stau lucrurile in realitate?
Nu. In realitate, hidrogenul a trebuit si fie supus la o pre-
siune de 5 000 de atmosfere, adici presiunea s-a mirit de
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5000 de ori si nu de 1 163 de ori. Intr-adevir volumulga-
zului se modificd invers proportional cu presiunea numai in
cazul unor presiuni neinsemnate. In.cazul cind avem pre-
siuni extrem de inalge, aceasti lege nu este valabild. Astfel,

ga) st la o presiune de &5 000 de atmosfere (dreapta). (Desenul este
conventional;, proporiile nu sint respectate.)

de exemplu, 1t de azot supusd unei presiuni de 1 000 de
atmosfere ocupd un volum egal cu 1,7 m?, in loc de 800 m?3
pe care ii ocupd azotul la presiunea atmosferici normala.
Iar la méirirea in continuare a presiunii pind la 5000 de
atmosfere sau de cinci ori, volumul azotului se micsoreazi
doar pind la 1,1 m3.

MAI SUBTIRE DECIT FIRUL DE PAIANJEN, INSA MAI
TARE CA OTELUL

O sectiune transversald a unui fir de ati, sirmd, chiar a
firului de pdianjen, oricit de micj ar fi ea, aretotusi o anumiti
form# geometricd, cel maifrecvent forma unui cerc. Totodata,
diametrul sectiunii transversale sau grosimea unui fir de
pdianjen reprezinti aproximativ 5 microni (5/1 000 mm).
Oare existd ceva mai subtire decit firul de piianjen? Cine este
cel mai iscusit ,torcidtor de fire subtiri“? Pdianjenul sau,
poate, viermele de mitase? Nu. Diametrul unui fir de méatase
naturald este de 18 microni, adici firul este de trei ori si
jumi#tate mai gros decit un fir de piianjen.
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Oamenii visau incd de mult ca, prin mestesugul lor, si
intreacd iscusinta pdianjenului si a viermelui de maitase.
Este cunoscutd o veche legenda despre renumita tesa-
toare — grecoaica Arachneea. Ea stipinea atit de perfect
meseria de tesatoare incit tesdturile sale erau subtiri ca
pinza de pédianjen, transparente casticla i ugoare ca aerul.
Nici chiar Atena, zeita intelepciunii si protectoarea mes-
tesugarilor, nu putea si rivalizeze cu ea.

Aceastd legendd, ca si multe altele au devenit realitate in
timpurile noastre. Mai iscusiti decit Arachneea s-au dovedit a
fi inginerii chimisti, care au creat din lemn obignuit o fibra
extraordinar de subtire si uimilor de rezistentd. Firele de
mitase obtinute, de exemplu, prin procedeul industrial
cupro-amoniacal sint de doud ori si jum&tate mai subtiri
decit firul de paianjen, iar in ce priveste rezistenta, aproape
cinu sint mai prejos decit firele de miitase naturald. Matasea
naturald rezistd la o greutate de pind la 30 kgf/mm?, iar
mitasea tratatd prin procedeul cupro—amoniacal, la o
greutate de pind la 25 kgf/mm?.

Este interesant modul de fabricare a matisii cupro-amo-
niacale. Lemnul este transformat in celulozi, iar celuloza
dizolvatd intr-o solutie amoniacald de cupru. Solutia este
turnatd prin niste deschizdturi inguste in ap4d, apa ia dizol-
vantul, dupd care firele care s-au format sint infisurate pe
dispozitive corespunzitoare. Grosimea unui fir de mitase
cupro-amoniacald este de 2 microni. Firul de mitase denumita
mitase acetatd, care de asemenea este artificiald, este mai
subtire cu 1 micron. Este uimitor faptul cd unele sorturi de
maitase acetatd sint mai rezistente decit sirma de otel! Daca
sirma de otel rezisté la o greutate de 110 kgf/mm?, un fir de
mitase acetatd suportd 126 kgf/mm?2.

Ne este bine cunoscutd tuturor mitasea viscozd care are
grosimea firului de aproximativ 4 microni, iar limita
de rezistenti de la 20 la 62 kgf/mm?2 In figura 154
este reprezentatd grosimea unui fir de p#ianjen in com-
paratie cu grosimea unui fir de pir omenesc, a diver-
selor fibre sintetice, precum si a fibrelor de 1inJ si bumbac,
iar in figura 155 rezistenta lor in kilogram fortd pe mili-
metru pitrat. Fibra artificiald sau, cum mai este denumits,
fibra sinteticd este una dintre cele mai mari inventii ale teh-
nicii moderne §i are o uriagd importantd economicd. Iatd ce
povesteste inginerul Buianov: ,,Bumbacul cregte incet, iar
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cantitatea lui depinde de climd si recoltd. Producitorul
mitdsiinaturale, viermele de matase,este extrem de marginit
in posibilititile sale. In cursul vietii sale el va toarce o
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Fig. 155. Rezistenja-limitd a diverselor fibre in kilogram forjd pe
milimetru pdtrat.

singurd gogoasd din care se obtine doar 0,5 g de fir
de mitase...

Cantitatea de mitase artificiald obtinutd pe calea prelu-
cririi chimice a 1 m® de material lemnos inlocuieste 320 000
de gogosi de matase sau cantitatea de lind tunsd intr-un an

267



de pe 30 de oi, sau o recoltd medie de bumbac de pe 0,5 ha.
Aceastd cantitate de fibre este suficientd pentru fabricarea
a 4 000 de perechi de ciorapi de femeie sau 1 500 m de tesa-
turi de matase“.

DOUA BORCANE

Si mai slab intuim elementele mari §i mici in geometrie,
cind trebuie sd compardm suprafete, si volume si nu numere.
Oricine, fird si se gindeascd prea mult, va rdspunde ¢d 5 kg’
de dulceatd sint mai mult decit 3 kg, insd nu intotdeauna
va spune dintr-o datd care dintre doud borcane puse pe masi
este mai incdpitor. '

Problemi

Care dintre cele doud borcane este mai incdpétor, cel dinr
dreapta, mai larg, sau cel din stinga, care este de trei ori
mai inalt, dar de dou& ori mai ingust?

Rezolvare

Pentru multi, probabil, va fi o surprizi faptul c4, in cazul
nostru, borcanul mai inalt este mai putin incdpator decit

Fig. 156. Care borcan este mai Fig. 157. Rezultatul turndrii
tncapdtor? corsiinutulut  borcanului inalt
in borcanul lat.

borcanul mai larg. Ins§ acest lucru este usor de verificat,
prin calcul. Suprafata bazei borcanului mai largestede 2 x 2,
adicd de patru ori mai mare decit cea a borcanului ingust;

268



tniltimea lui este de numai trei ori mai mici. Prin urmare,
volumul bercanului larg este de 4/3 ori mai-mare decit cel al
borcanului ingust. Dacd eontinutul borcanului inalt se va
turna in borcanul larg, el va umple doar 3/4 din volumul lui.

O TIGARA URIASA

Problemi

In vitrina unui debit de futun este expusa o tigari uriasi,
de 15 ori mai lungd si de 15 ori mai groasd decit una
obisnuitd. Dacd pentru umplerea unei tigiri de dimensiuni
obisnuite este nevoie de 0,5 g de tutun, de cit tutun a fost
nevoie pentru a umple aceastd tigard uriagd expusé in vitrina?

Rezolvare

;-><15><15><15= 1700 g,
adicd de peste 1,5 kg.

OUL DE STRUT

Problemi

In figura 158 sint rgprezentafe, la aceeasgi scard, un ou
de gdind, in dreapta, si un ou de strut, in stinga. (Desenul
din mijloc reprezinta oul epiornisului dispirut, despre care

Fig."158. Dimensiunile comparative dintre un ou de struf, unul

de epiornis §v unul de gdind.
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vom vorbi in problema urméitoare.) Priviti cu atentie figura
gi spuneti de cite ori continutul oului de strut este mai mare
decit continutul oului de g#ind? La prima privire, se pare cd
diferenta nu este atit de mare. Cu atit mai surprinzitor va fi
rezultatul obtinut printr-un calcul exact.

Rezolvare

Printr-o misurare directd pe desen ne convingem cd oul de
strut este mai lung decit oul de g&ind de doud ori §i jumétate,
prin urmare, volumul oului de strut este mai mare decit
volumul oului de gdind de

1 1 1125
2-X2-X2-=—,
2 2 2 8
adicd aproximativ de 15 ori.
Dintr-un astfel de ou ar putea si-si pregiteascd dejunul o

familie formatd din cinci oameni, considerind c& fiecare se va
multumi cu o omletd din trei oua.

OUL DE EPIORNIS

Problemi

In Madagascar au existat cindva pdsiri uriage, epiornisi,
care depuneau oud cu o lungime de 28 cm (desenul din mijloc,
din figura 158). Oul de giind are o lungime de 5 cm. Cu cite
oud de gidind este egal, ca volum, un singur ou de strut
dispirut din ‘Madagascar?

Rezolvare

Inmultind ?xz—f—; X 278, obtinem aproximativ 170. Un

bl B}
singur ou de epiornis este egal aproape cu 200 de oud de gdini.
Peste 50 de oameni s-ar fi putut sdtura dintr-un astfel d¢ou,
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a cirui greutate, dupd cum nu este greu de calculat, ar fi
egald cu 8—9 kg. (Amintim cititorilor ci existd o povestire
fantastica inspiratd a lui Herbert Walles cu privire la oul de
epiornis.)

OUALE PASARILOR DIN UNIUNEA SOVIETICA

Problemi

Contrastul cel mai mare in ce priveste dimensiunile va
rezulta insd atunci, cind ne vom intoarce privirile spre natura
din Uniunea Sovieticd §i vom compara oudle lebedei — care
Lraieste in lacurile din stepd — si cele ale auselului cu cap
ualben cea mai micd dintre toate pisirile din Uniunea So-
vieticd. In figura 159 contururile acestor oud sint reprezen-
tate in marime naturald. Care este raportul dintre volumele
lor?

Rezolvare

Maisurind lungimea acestor doud ou#, obtinem 125 si
13 mm. M&surind, de asemenea, si litimea lor, vom avea 80
s1 9 mm. Este usor de observat cd aceste numere sint aproape
proportionale; verificind proportia

125 13

’
80 9

N

prin compararea produselor termenilor medii §i extremi ai
proportiei, obtinem 1125 si 1040, numere care se deosebesc
prea putin. De aici deducem ci, admitind faptul cd aceste
oud sint corpuri asemenea.din punct de vedere geometric, nu
vom face o eroare prea mare.

Din aceastd cauzd, raportul dintre volumele lor este apro-
ximativ egal cu:

80° _ 510 000
98 730

= 700.

Asadar, oul de lebdda este de circa 700 de ori mai mare decit
oul de ausel.
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Fig. 159. Oul de lebddd si oul de augel (mdrime
naturald). De cite ori unul este mai mare decit
celalalt ca volum?

SA SE DETERMINE GREUTATEA COJIl OULUI FARA A-L SPARGE

Problemi

Avem doud oud de aceeasi formd, insd de mirimi diferite.
Ni se cere ca, [ird sd spargem oudle, sd stabilim cu aproxima-
tie greutatea cojii lor. Ce méasurdtori, cintériri si calcule
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trebuie si efectuiim pentru aceasta? Grosimea cojii celor
doud oud o putem considera ca fiind aceeasi.

Rezolvare

Méisurim lungimea axei mari a fiecdrui ou: obtinem D
sid. Greutatea cojii primului ou 0 insemnim prin z, iar greu-
tatea cojii celui de al doilea o vom insemna prin y. Greutatea
cojii este proportionald cu suprafata ei, adicd cu pdtratul
dimensiunilor ei liniare. Din aceastd cauzd, considerind c&
coaja celor doud oud are aceeasi grosime, alcituim urmé-
toarea proportie:

z:y = D?:d%.

Cint&rim oudle: vom obtine greutdtile P gi p. Greutatea
continutului din ou o putem considera proportionald cu
volumul sdu, adici cu cubul dimensiunilor sale liniare:

(P—2z):(p—y) = D3:ds

Avem un sistem de doud ecuatii cu dous necunoscute z si y;
rezolvind aceste ecuatii, aflim:"

_pDP— P& y = pD® — P.d3
&@(D—d) ’ D (D — d)

REPREZENTARI INTUITIVE

Cititorul care a dobindit din exemplele anterioare o obig-
nuintd pentru compararea volumelor corpurilor geometrice
asemenea, dupd dimensiunile lor liniare,nu va fi surprins
luat pe neagteptate cu intrebdri de acest gen. Din aceastd
cauzd el va putea lesne evita erorile existente in unele repre-
zentdri aparent concrete, care sint publicate uneori in revis-
tele ilustrate.

Problemi

Iatd un exemplu de asemenea reprezentiri. Dacd un om
maénincd zilnic — luind o cifrd medie si rotunjitd 400 g
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de carne, in 60 de ani de viatd aceasta va constitui aproxi-
mativ 9t. Cum greutatea unui taur este de aproximativ
0,5 t, omul poate s afirme spre sfirgitul vietii cd a mincat
18 tauri.

Fig. 160. Ce cantitate de carne mdnincd un om in cursul
vietii. (Sd descoperim eroarea pe care o confine acest desen.)

In figura aliturats 160, reprodusd dupi o revist englezi,
este reprezentat acest taur uriag alituri de omul care-]
consumd in cursul vietil sale. Este oare desenul exact?
Care ar fi scara exacti?

Rezolvare

Desenul este inexact. Taurul reprezentat aici este mai
inalt decit unul normal de 18 ori, si desigur, tot de atitea ori
mai gros i mai lung. Prin urmare, ca volum el este mai mare
decit un taur normal de 18 x 18 x 18 = 5832 de ori.
Un astfel de taur omul l-ar putea minca doar daci ar trii
nu mai putin de doud milenii.

Un taur reprezentat in mod exact ar trebui si fie mai
inalt, mai lung, mai gros decit unul normal de |18, adici
de 2,6 ori; acesta nu ar fi chiar asa de impunétor in desen,
pentru a putea servi drept o ilustrare uimitoare a cantitatii
pe care o médnincd omul in cursul vietii.
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Problem3i

In figura 161 este reprodusi o alti ilustratie, de acelasi
gen. Omul consuma zilnic, in medie, 1,5 1 (7—8 pahare) de
diverse lichide. In cursul a 70 de ani de viatd aceasta con-

Fig. 161. Ce cantitate de apd bea un om in cursul oietii. (In ce
constd eroarea desenatorului?)

stituie aproximativ 40 000 1. Intrucit o gileatd are 12 1,
desenatorul a trebuit si reprezinte un vas oarecare care si fie
mai mare decit giileata de 3 300 de ori. El considera cd a facut
acest lucru in figura 161. Oare are dreptate acel desenator?

Rezolvare

In figuri dimensiunile cisternei sint mult exagerate.
Vasul trebuie s fie mai inalt si mai lat decit o gileata
obisnuitd numai de |3 300 = 14,9, adic# aproape de 15 ori.
Dacd indltimea si ldtimea unei gileti obignuite sint de 30 cm,
pentru-toatd cantitatea de apd pe care o bem in cursul vietii
ar fi suficientd o géileatd cu o indltime de 4,5 m si de aceeasi
latime. In figura 162 este reprezentat acest vas la scard
corectd.
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Exemplele examinate aratd, printre altele, cd reprezer-
tarea unor numere statistice sub forma unor corpuri ‘volu-
metrice nu este suficient de grditoare, nu produce acea im-
presie care este asteptati de obicei. Diagramele sub forma dﬁ
coloane au un avantaj indiscutabil in aceastd privinta.
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Fig. 162. Reprezentarea exactd (vezi fig. 161).

GREUTATEA NOASTRA NORMALA

Dacd vom presupune ci toate corpurile omenesti sint
asemenea din punct de vedere geometric (acest lucru este exact
numai in medie), atunci putem calcula greutatea oamenilor
dupd indltimea lor, considerind cd un barbat care are o
indltime de 1,65 m (indltime mijlocie) cintireste 64 kg
(aceasta este greutatea medie a corpului barbatilor de diverse
natiuni), iar o femeie care are o indltime de 1,55 m (de inal-
time medie) cintdreste 55 kg (greutatea medie a corpului la
femeile de diverse nationalitdti). Rezultatele obtinute din
aceste calcule pot pirea, unora, neasteptate.

Sd calculdm, de exemplu, ce greutate a corpului poate fi
consideratd normald pentru un barbat a cirui indltime este
cu 10 cm mai micd decit in§ltimea medie.

Adesea se obisnuieste, in viata de toate zilele, ca aceasti
problemi si fie rezolvatd in modul urméitor: se scade din
greutatea normald a unui birbat de inidltime mijlocie acea
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parte de greutate pe care o reprezintd 10 cm fats de 165 cm,
adicd se micgoreazi 64 kg cu %5- din 64 kg si greutatea obti-

nutd — 61 kg — se considerd drept réspunsul cerut.
Acesta este un calcul inexact.
Greutatea exactd o vom obtine dacd o vom calcula din
urmitoarea proportie:

64 : x = 1,65°% : 1,652,
de unde
r ~ 53 kg.

Diferenta dintre rezultatul obtinut si cel obisnuit este
destul de mare — 8 kg.

In mod aseminitor, pentru un hirbat a cirui inil{ime
este cu 10 cm mai mare decit indltimea mijlocie, greutatea
normald se calculeazd din proportia:

64 1z = 1,65% : 1,758

Avem z = 67 kg, adicd cu 12 kg mai mult decit greutatea
mijlocie. Acest adaos este mult mai mare decit se considera
de obicei.

Fira indoiald cd astfel de calcule efectuate in mod exact
trebuie .s& aibd o importantd destul de mare, in practica
medicald, la stabilirea greutdtii normale, la calcularea dozei
de medicamente etc.

URIASII §1 PITICN |

Care va fi in cazul acesta raportul dintre greutatea unui
urias si a unui pitic? Sint sigur cd multora le va pirea nevero-
simil ¢ uriagul poate fi de 50 de ori mai greu decit piticul.
Cu toate acestea, la aceastd concluzie ne duce un calcul
geometric exact. ’

Unul dintre cei mai inalti uriasi, a cirui existentd este pe
deplin doveditd, a fost austriacul Winckelmeyer, care avea o
inaltime de 278 cm; altul, alsacianul Krau, avea o indl{ime
de 275 cm; cel de-al treilea, englezul O’Breek, despre care
se povestea cd isi aprindea pipa de la felinarele de pe strizi
atingea o indltime de 268 cm. Toti acestia erau cu un metru
mai inalfi decit un om de staturd obignuitd. Dimpotrivi,
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piticii ajung la virsta adultd aproximativ la o indltime de
75 cm, adicd cu un metru mai putin de inilfimea obignuita.
Ce raport existd intre volumul si greutatea unui urias si
volumul si greutatea unui pitic? El va fi egal:

2753 : 753, sau 113 : 3% = 49,

Prin urmare, greutatea unui uriag esle egald aproape cu
greutatea a 50 de pitici!

Dar dacd vom crede informatia privitoare la pitica arabi
Aghibe care avea o indltime de 38 cm si la cel mai inalt
gigant cu o indl{ime de 320 cm, acest raport va fi si mai
uimitor: cel mai inalt urias ar fi de mai bine de 8 ori mai inalt
decit aceastd piticd si deci mai greu de 593 ori. Mai demn3
de incredere este comunicarea ficutd de Buffon care a mi-
surat un pitic ce avea o indltime de 45 cm: acest pitic ar fi
de 405 ori mai usor decit un uriag.

GEOMETRIA LUl GULLIVER

Autorul Cdlgtoriilor lui Gulliver a evitat, cu multd precau-
tie, pericolul de a se incurca in relatii geometrice. Fara in-
doiald, c& cititorii tin minte cd in tara liliputanilor unui
picior ii corespundea un tol, iar in {ara uriasilor, dimpotriva,
la 1 tol corespunde 1 picior. Cu alte cuvinte la liliputani,
toti oamenii, toate obiectele, toate operele naturii sint de
12 ori mai mici decit cele normale, iar la uriasi ele sint mai
mari tot de atitea ori. Aceste rapoarte, simple la prima
vedere, se complicau totugi foarte mult cind era nevoie si se
rezolve probleme aseméingtoare cu cele ce urmeaza.

1. De cite ori Gulliver minca mai mult la masa decit un
liliputan?

2. De cite ori i1 trebuia lui Gulliver mai multd stofd
pentru costum, decit liliputanilor?

3. Ce greutate avea un mir din tara uriagilor?

Autorul Cdldtoriilor, in majoritatea cazurilor, rezolva
aceste probleme, cu destul succes. El a calculat corect ca
dacd un liliputan are o indltime mai mici decit cea a lui
Gulliver de 12 ori, atunci volumul corpului lui va fi mai mic
cu 12x 12 x 12, adicd de 1728 de ori; prin urmare,
pentru indestularea lui Gulliver era nevoie de 1 728 de ori
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de mai multe alimente decit pentru un liliputan. Citim din
Cdldtorii urmitoarea descriere a prinzului lui Gulliver:

»~Aveam 300 de bucétari, care-mi pregidteau merindele
in nigte colibe foarte potrivite pentru acest scop, clidite in
jurul casei mele: aci locuiau bucétarii cu familiile lor. Eu
ridicam 20 de servitori cu mina si-i agezam pe masd, alti 100
stdteau pe jos, unii purtind tdvile cu mincare, altii butoaiele
cu vin §i alfii tot soiul de vase cu bauturi in spinare; toate
acestea servitorii de pe mas# le trigeau sus, pe misurd ce
aveam nevoie de ele, cu ajutorul unor fringhii si scripeti...”

Swift a calculat corect cantitatea de stofd necesard pentru
costumul lui Gulliver. Suprafata corpului sdu era mai mare
decit a liliputanilor de 12 x 12 = 144 de ori; deci tot de
atitea ori el avea nevoie de mai mult material, de mai multi
croitori etc. Toate acestea au fost luate in consideratie de
Swift care povesteste in numele lui Gulliverc&,,300 de croitori
furd intrebuintati pentru a-mi face doud rinduri de haine,
dupd modelele obignuite din partea locului“.

(Urgenta lucrdrii a necesitat un numar dublu de croitori.)

Necesitatea de a efectua astfel de calcule apérea in fata
lui Swift aproape la fiecare pagind. $i, in general vorbind,
el le efectua corect. Dacd la Puskin in Evghenii Oneghin,
dupd cum afirm poetul, ,,timpul este calculat dupé calendar*
in Cdldtoriile lui Swift toate dimensiunile sint in concordanta
cu regulile de geometrie. Numai arareori scara necesard nu
era respectatd, mai ales in descrierile tarii uriasilor. Aici
uneori pot fi intilnite erori.

»O datd — povesteste Gulliver — piticul Curtii ne-a
insotit prin grddind. El agteptd si trec pe sub unul din
meri §i-1 scuturd in capul meu; vreo duzind de mere, fiecare
din ele mare cit un butoi de Bristol, se rostogoli pe lingd
urechile mele; ba unul masilovi in spinare $i m4 trinti jos...“

Gulliver s-a sculat cu bine in picioare dupd aceastd lovi-
turd. Totugi, este usor de calculat cd lovitura cauzatd de
cdderea unui asemenea mar ar fi trebuit sd fie cu adevérat
nimicitoare: cdci un méir de 1 728 de ori mai greu decit un
mar de-al nostru, adica care are o greutate de 80 kg, a cdzut
de la o indltime de 12 ori mai mare. Energia loviturii ar fi
trebuit sa fie de 20 000 de ori mai mare decit energia cauzatd
de cdderea unui mir obignuit si ar putea fi comparatid doar
cu energia unui proiectil de artilerie...

Lui Swift i-a scipat insd o eroare si mai mare in calculul
fortei musculare a uriasilor. Am véizut deja in primul
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capitol c& puterea animalelor mari nu este proportionali
cu dimensiunile lor. Dacd aplicim rationamentele citate
acolo la uriasii Iui Swift, va rezulta faptul ci, cu toate ci
forta lor musculard era de 144 de ori mai mare decit forta
lui Gulliver, greutatea lor corporald era mai mare de 1728 de
ori. i dacé Gulliver era in stare si ridice nu numai greutatea
corpului séu, dar si o greutate aproximativ egald, uriasii nu
ar fi fost in stare sd biruie nici méacar greutatea corpului lor
imens. Ei ar {i trebuit si stea nemiscati in acelasi loc, fird
putinta de a face o miscare mai insemnat3. Puterea lor,
care este atit de plastic descrisd la Swift, a putut fi doar o
urmare a unui calcul inexact?!.

DF CE NORII $I PRAFUL PLUTESC IN AER?

»Pentru cd ei sint mai ugori decit aerul”, — iat& raspunsul,
obisnuit, care le pare multora atit de firesc, incit nu lasi
nici un fel de motive de indoiald. Insi o asemenea explicatie,
cu toatd simplitatea ei cuceritoare, este cu totul gresita.
Firele de praf mu numai cd nu sint mai ugoare decit aerul,
ci sint mai grele decit el de sute §i chiar de mii de ori.

Ce sint aceste ,fire de praf“? Cele mai marunte particule
din diverse corpuri solide: sfirimaturi de piatrd sau de sticld,
firimituri de cdrbune, lemn, metale, fibre, tesdturi etc.
Oare toate aceste materiale sint mai usoare decit aerul?
O simpld informare asupra tabelului greutdtilor specifice
ne va convinge ci oricare dintre ele este sau de citeva ori
mai greu decit apa, sau mai usor decit ea numai de 2—3 ori.
Iar apa este mai grea decit aerul cam de 800 de ori; prin
urmare, firele de praf sint mai grele decit aerul de citeva
sute, dacd nu de citeva mii de ori. Acum este evident carac-
terul eronat al pdrerii obignuite cu privire la cauza plutirii
firelor de praf in aer.

Care este cauza reald? Inainte de toate trebuie si observim
cd de obicei ne reprezentdm intr-un mod inexact insusi acest
fenomen, privindu-1 drept plutire. Plutesc in aer (sau intr-un
lichid) numai corpurile a cdror greutate nu este mai mare
decit greutatea unui volum egal de aer (sau de lichid),iar
firele de praf depidsesc de mai multe ori aceastd greutate si,

! Vezi amidnuntit, cu privire la aceasta, lucrarea lui 1. I. Pe-

relman, 3anumameavnas mexanuka, (Mecanica distractiva),
®. M., Mocksa, 1959.
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din aceastd cauzi, ele nu pot pluti prin aer. Ele nici nu plu-
tesc, ci planeazd, adica coboara incet, retinute in cdderea lor
de rezxstent,a aerului. Firul de praf in cidere trebuie si- si
faci drum printre particulele de aer, dindu-le la o parte
sau atrdgindu-le dupd sine. $i intr-un caz si in celdlalt se
cheltuieste energia de cddere. Aceastd cheltuiald este cu
atit mai insemnatd, cu cit suprafata corpului este mai in-
tinsd (mai exact, suprafala sectiunii transversale) in com-
paratie cu greutatea In cursul ciderii unor corpuri mari,
masive, nu observim actiunea incetinitoare a rezistentei

erulul, deoarece greutatea lor intrece cu mult forta de rezis-
tentd a aerului.

S3 vedem ce se intimpla in cazul cind corpul se micsoreaza.
Geometria ne va ajuta s ne descurcim si in aceastd privintd.
Este usor de inteles cd prin micgorarea volumului unui corp,
greutatea lui se micsoreazi cu mult mai mult decit suprafata
sectiunii transversale: micsorarea greutai;n este propormo-
nald cureducerea liniari la puterea a treia, iar slibirea rezis-
tentei este proportionald cu suprafata, adicd cu sciderea
liniars la puterea a doua.

Ce importantd are aceasta in cazul nostru reiese limpede
din exemplul urmé&tor. S& ludm o bild de crichet cu un dia-
metru de 10 cm si o alta din acelasi material, care s& aiba
un diametru de numai 1 mm. Raportul dintre dimensiunile
lor liniare va fi egal cu 100, pentru cd 10 cm este mai mare
decit milimetrul de 100 de ori. Bila micd este mai usoard
decit bila mare de 100% de ori, adici de 1 000 000 de ori;
ezistenta pe care o intimpind in migcarea sa prin aer este
maimici doar de 1002de ori, adicd de 10 000 de ori. Este lim-
pede c# bila mici va trebui si cadd mai incet decit cea mare.
Vorbind mai pe scurt, cauza pentru care firele de praf se
mentin in aer este ,,capacitatea lor de planare“ conditionata
de dimensiunile lor mici si nicidecum de faptul ci ele ar fi
mai usoare decit aerul. O piciturd de apd cu o razi de
0,001 mm cade prin aer cu o vitezd egald cu 0,1 mm/s; este
suficient un curent de aer, imperceptibil pentru noi,
pentru a impiedica o cddere atit de inceata.

Iatd de ce intr-o camera prin care se circuld mult se depune
mai putin praf decit in incdperile nelocuite, si ziua mai putin
decit noaptea, cu toate cd lucrurile par ci se petrec tocmai
invers: curentii care iau nastere in aer impiedici depunerea,
iar acesti curenti aproape cd nu existd in aerul linigtit din
incdperile putinfrecventate.
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Dac# firimitim un cubulet de piatri cu o iniltime de 1 cm
in firicele de praf cubice, care sd aibd 0 in#ltime de 0,0001 cm,
atunci suprafata totald a aceleiagi mase de piatrd se va miri
de 10000 de ori gi tot de atitea ori va cregte rezistenta aerului
opusd miscérii ei. Firicelele de praf adesea ating tocmai
aceste dimensiuni §i se intelege cd rezistenta aerului, mult
crescutd, modificd cu totul desfisurarea caderii.

Din aceeasi cauzi norii ,plutesc prin aer. De mult s-a
renuntat la parerea invechitd cd norii sint constituiti din
bule umplute cu vapori de apd. Norii sint acumuliri ale
unui numdr imens de piciturl de apd extrem de mici, dar
compacte. Aceste picituri, cu toate cd sint mai grele decit
aerul de aproximativ 800 de ori, aproape nu cad de loc;
ele coboard cu o vitezd abia perceptibild. Ciderea extrem de
incetinitd a acestora se explicd, ca si in cazul firelor de praf,
prin suprafata lor uriasd in raport cu greutatea.

Cel mai slab curent ascendent de aer poate, din aceastd
cauzd, nu numai si opreascd cdderea extrem de inceatd a
norilor — mentinindu-i la un anumit nivel — dar s&-i si
ridice in sus.

Cauza principald care condifioneazi toate aceste fenomene
este existenta atmosferei: in vid, atit firele de praf cit si
norii (daci ar putea si existe) ar cidea tot atit de vertiginos
ca §i pietrele cele mai grele.

Este inutil s mai addugim c4, inceata cidere a unui om
cu ajutorul parasutei (aproximativ 5 m/s) apartine fenome-
nelor de acest gen.



Capitolul X111

ECONOMIE GEOMETRICA

CUM A CUMPARAT PAHOM PAMINT

Acest capitol al cdrui titlu neobignuit va deveni de in-
teles pentru cititori din cele ce urmeazi, il incepem cu un
fragment din arhicunoscuta povestire a lui Lev Tolstoi:
Cit padmint ii trebuie omului.

»— 91 care-i pretul? — a intrebat Pahom...

— N-avem decit un pret: o mie de ruble ziua.

Pahom nu intelegea:

— Ziua? Ce fel de miasurd e asta? Cite deseatine ar fi?

— Asa nu ne pricepem sid socotim. Vindem cu ziua; tot
pimintul pe care-1 poti ocoli intr-o zi, pe jos, e al tdu; pretul
zilei e o mie de ruble.

— P4i intr-o zi poti sd ocolesti mult pidmint — se minuna
Pahom.

Céapetenia bagkirilor incepu sd rida.

— Acela va fi tot al tdu! Trebuie s te prinzi insd ca-ti
pierzi banii dacd nu te intorci in aceeasi zi la locul din care ai
pornit.

— Sicumsd insemn pe unde am trecut?

— Noi ne vom ageza intr-un loc, acolo unde-ti vei alege
tu pdmint si nune vom misca ; tu vei porni pe jos, sd dairoatd;
ia cu tine un hirlet, fi semne unde trebuie, sapd gropi la
colturi, inseamn&-le cu brazde de iarbd ; mai tirziu vom trage
cu plugul o brazd4 de la o groapd la alta. Poti face ocolul cit
de mare numai s ajungi pind la apusul soarelui in locul de
la care ai pornit. Tot pimintul pe care-1 ocolesti e al tau.

Apoi bagkirii se impristiard care incotro, dupa ce faga-
duird ci se vor aduna a doua zi in zori, ca si plece spre locul
de pornire inainte de rdsdritul soarelui.

Cind sosird in stepd, se ficea lumind. Cipetenia se apropie
de Pahom si-i ar§td cu mina.

— latd — zise el — tot pdmintul e al nostru, cit cuprinzi
cu ochiul. Alege-ti-1 pe care-1 vrei!

Cipetenia bagkirilor isi scoase cdciula din bland de vulpe
$i 0 puse jos.
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— Tat& semnul — spuse el — porneste de aici, tot aici
trebuie sd te intorci. Tot pdmintul pe care-l vei ocoli va fi
al tdu.

Cum tisni soarele deasupra zirii, Pahom lua hirletul pe
umdr si porni in stepa.

Dupé o verstd, se opri §i sdpd o groapd mici. Apoi merse
mai departe si, dupa o bucatd de drum, mai sdpéd 0 groapd
micé.

Mai strabdtu vreo cinci verste. Dupa soare, Pahom inte-
lese c& e vremea gustdrii.

«A trecut un sfert de zi — se gindi el — mai am inc& trei
sferturi inaintea mea; e prea devreme sd schimb drumul.
Hai s& mai fac vreo cinci verste, pe urma o iau la stinga».
Mai merse o vreme drept inainte.

«Ei — se gindi Pahom — am mers destul pe latura asta;
trebuie sd cirmesc». Se opri, sdp# o groapd ceva mai mare, si
o cirmi spre stinga.

Mai strabédtu multd cale si pe latura aceea; apoi ficu o a
doua cotiturd. Privi din nou spre sihan: argita intinsese o
picld strivezie, o adiere de lumind pdrea sd tremure prin
vizduh i prin ceata ugoard abia se zireau oamenii de pe
sihan. «Am luat laturile cam lungi — se gindi Pahom —
pe asta trebuie s-o fac mai scurtd». Pahom porni pe latura a
treia. Se uitd la soare: se apropia de amiazi, si el nu stri-
bituse pe a treia laturd decit vreo doud verste. Pind la locul
de sosire rimineau tot 15 verste. «Asa nu merge — isi zise
Pahom — o s# iasd mogia cam strimba, dar trebuie sd ma
griabesc sd ajung la movild pe drumul cel mai drept. Sipi in
grabd o groapd mici si o lud de-a dreptul spre sihan.

Pahom se indrepta acum spre sihan, dar mergea din ce in
ce mai greu. Ar fi vrut sd se odihneascd, dar nu se putea:
n-ar fi avut timp si ajungd inainte de apus. Si soarele nu
mai era departe de zare.

Simergea Pahom aga; ii venea greu, dar iutea mereu pasul.
\lergea mergea — tot departe era; o lud la fugd... Pahom
fugea, sudoarea ii lipea de trup cimasa si pantalonn gitlejul
i se uscase. Pieptul i-1 umflau parcd foalele fierdriei, iar in
inim4 ii batea un ciocan.

Pahom alerga cu ultimele lui puteri. Soarele cizuse aproape
pe zare, mai avea putin pind sd apunid. Nu mai avea mult
soare, dar nici locul de sosire nu mai era departe.
Pahom vedea ciciula din bland de vulpe pe jos, vedea si pe
mai marele baskirilor, sezind pe jos, in capul oaselor.
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Pahom privea soarele: acesta atinsese pidmintul, apusese
chiar in parte gi se vedea acum ca un arc de cerc mare, proptit
pe bucata care apusese. Pahom isi incordd ultimele puteri,
isi umfld pieptul, urcd in fugd sihanul. Pahom ajunse in
virf gi-i cdzurd ochii pe ciciula de blani de vulpe. Apoi i se
tdiard picioarele §i cizu inainte, atingind cu miinile cdciula.

— Hei, bravo tie! — strigd cipetenia bagkirilor. — Ai pus
mina pe mult pimint!

Argatul lui Pahom alergi s&-1 ridice; dar vdzu cd din gurd
ii curgea singe, era mort..."

PROBLEMA LUI LEV TOLSTOI

S& ne depirtim de la tragicul deznoddmint al acestei
istorii si sd ne oprim asupra laturii ei geometrice. Oare putem
calcula cu aproximatie, dupi datele presdrate in aceastd
povestire, cite deseatine de p&mint a inconjurat Pahom?
Aceastd problem4, la prima vedere, pare de nerezolvat, insa
se rezolvd destul de simplu.

Rezolvare

Recitind cu atentie povestirea si extrigind din ea toate
indicatiile geometrice, este usor s ne convingem cd datele
obtinute sint de deplin suficiente pentru a da un rdspuns
concret la intrebarea pusi. Putem chiar si desenim planul
parcelei de teren pe care a inconjurat-o Pahom.

Inainte de toate, din povestire reiese in mod limpede ci
Pahom fugea pe laturile unui patrulater. Despre prima latura
a lui citim urméitoarele:

»,Strabdtu vreo cinci verste... Hai si mai fac vreo cinci
verste; pe urmd o iau la stinga...”

Prin urmare, prima laturi a patrulaterului avea o lungime
cam de 10 verste.

Despre cea de-a doua laturd, care formeazad impreund cu
cea dintii un unghi drept, nu ni se comunicd in povestire
nici un fel de indicatii numerice.

Lungimea celei de-a treia laturi, evident perpendiculara
la cea de-a doua, se aratd in povestire in mod direct: ,Nu
strabidtuse pe a treia laturd decit vreo doud verste“.
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fn mod direct ni se d si lungimea celei de a patra laturi:
,Pind la locul de sosire ramineau tot 15 verste“l.

Dupéd aceste date putem desena planul parcelei inconju-
rate de Pahom (fig. 163). In patrulaterul obtinut ABCD,

A

5
10 \

B

D
iz
C

T
Fig. 163. Traseul urmat de Pahom. Fig. 164. Precizarea traseulut.

latura AB = 10 verste, CD = 2 verste, AD = 15 verste;
unghiurile B gi C sint unghiuri drepte. Lungimea z a laturii
necunoscute BC este usor s-o calculim dacd vom duce
din D perpendiculara DE la AB (fig. 164). In triunghiul
dreptunghic AED cunoastem cateta AE = 8 verste si
ipotenuza AD = 15 verste. Cateta necunoscutd este
ED = |/152 — 8% — 13 verste.

Asadar cea de-a doua laturd avea o lungime aproximativé
de 13 verste. Evident, Pahom s-a inselat, considerind c&
cea de-a doua laturd este mai scurtd decit prima laturi.

Dupé cum vedeti, se poate desena destul de exact planul
parcelei inconjurate de Pahom. Fira indoiald ¢4 L.N. Tolstoi
a avut in fata ochilor un desen asemindtor celui din
figura 163, atunci cind si-a scris povestirea.

Acum ne va fi ugor si calculdm si suprafata trapezului
ABC D care este format din dreptunghiul EBC D si triunghiul
dreptunghic AED. Ea este egald cu:

2% 13-}—:— X 8 X 13 = 78 de verste pitrate.

Calcularea dupa formula trapezului ar fi dat, desigur,
acelasi rezultat:

9
AELLD —; P« Bc=" T = x 13 =78 de verste pitrate.

1 Aici este de neinteles cum putea Pahom sa distingd oamenii aflati
pe dimb, de la o asemenea distanta.
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Am aflat cd Pahom a inconjurat o bucati intinsi de teren
care avea o suprafatd de 78 de verste pitrate, sau aproape
8000 de deseatine. O deseatind l-ar fi costat 12 copeici si
jumaétate.

TRAPEZ SAU DREPTUNGHI?

Problemi

In ziua fatald pentru viata sa, Pahom a parcurs 104 13 +
+ 2 + 15 = 40 de verste, mergind pe laturile unui trapez.
Intentia sa-initiald a fost si meargd pe laturile unui drept-
unghi; trapezul a rezultat intimplator, in urma unui calcul
gresit. Interesant este de stabilit: oare a cistigat el sau a
pierdut din cauza faptului ci parcela nu a fost un dreptunghi.
ci un trapez? In ce caz ar fi trebuit s& primeasci el o suprafati
mal intinsd de pdmint?

Rezolvare

Pot s& existe foarte multe dreptunghiuri cu un perimetru
de 40 de verste si fiecare dintre ele sd aibd o altd arie. Iatd
un gir de exemple:

14 X 6 = 84 de verste pitrate

B x7T=9% » ”» »
12 x 8 = 96 » » »
11 x9 =099 ” » ”

Vedem ci la toate aceste figuri care au acelagi perimetru
de 40 de verste, aria este mai mare decit la trapezul nostru.
Totusi pot fi si astfel de dreptunghiuri, cu perimetrul de
40 verste, a ciror suprafatd s fie mai mic# decit cea a tra-
pezului. :

18 X 2 = 36 de verste pitrate

19 x1=19 » »

1 1 3

195x 5=9 -

Prin urmare, la intrebarea pusa in problemé nu se poate da
un réspuns determinat. Existd dreptunghiuri cu o arie mai

” ”
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mare decit trapezul, dar existd i dreptunghiuri cu o arie mai
micd, avind acelagi perimetru. In schimb, se poate da un
rispuns pe deplin determinat la urmitoarea intrebare:
care dintre toate figurile dreptunghiulare cu perimetrul
dat are cea mai mare arie. Comparind dreptunghiurile
noastre, observim ci cu cit diferenta dintre lungimile latu-
rilor este mai micd, cu atit aria dreptunghiului va fi mai
mare. Este normal si conchidem ca atunci cind aceastd
diferentd nu va exista de loc, adicdl atunci cind dreptunghiul
se va transforma in patrat, aria figurii va atinge mirimea
maxima. Atunciea va fi egald cu 10 x 10 = 100 de verste
pitrate. Este usor de observat cd acest pitrat intrece cu
adevirat, in ceea ce priveste aria, orice dreptunghi care.are
perimetrul egal cu al sdu. Pahom ar fi trebuit sd urmeze
laturile patratului, pentru a primi o parceld cu cea mai mare
suprafatd, adicd cu 22 de verste pitrate mai mult decit
a reusit el sd cuprindd.

MINUNATA PROPRIETATE A PATRATULUI

Uimitoarea proprietate pe care o are pitratul, de a cuprinde
in limitele sale cea mai mare arie in comparatie cu toate
celelalte dreptunghiuri, care au acelasi perimetru, nu le
este cunoscutd multora. Din aceastd cauzi sd facem aici o
demonstratie riguroasi a acestei proprietéti.

S& notdm perimetrul figurii dreptunghiulare cu P.
Dacd vom lua un pitrat cu un astfel de perimetru, atunci

. . . c oops « P . ¥
fiecare laturd a lui ar trebui sd fie egald cu = S& demonstrim

¢, reducind o laturs a lui cu o lungime oarecare b i méirind
cu aceeasi lungime laturile invecinate, vom obtine un
dreptunghi care va avea un perimetru egal cu acela al
pdtratului, insd cu o arie mai mici. Cu alte cuvinte, vom

. . 1P\ < . . s :
demonstra ci aria lz) a pdtratului este mai mare decit aria

(‘% — b] (1{% -+ b) a dreptunghiului:

Ry}
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Deoarece expresia din dreapta a acestei inegalititi este
% P2 . . .
egald cu (Z] — b2, inegalitatea devine:

0> — b2 sau b2 > 0.

Insd aceastd ultimi inegalitate este evidenti: pitratul
oricdrei valori, pozitive sau negative, este mai mare decit 0.
Prin urmare, este adeviratd si inegalitatea initiald care ne-a
dus la aceasta.

Prin urmare, pétratul are aria maximé dintre toate drept-
unghiurile de acelasi perimetru.

De aici rezultd, printre altele, si faptul cd, dintre toate
figurile dreptunghiulare cu arii egale, pdtratul are perime-
trul cel mai mic. Putem sd ne convingem de aceasta rationind
in modul urmétor. Si presupunem ci acest lucru este inexact
si cdl existd un astfel de dreptunghi A, care avind o suprafatd
egald cu cea a patratului B, are un perimetru mai mic decit al
acestuia din urmi. Atunci, desenind un pitrat C care si
aibd acelasi perimetru cu dreptunghiul A, vom obtine un
pitrat care va avea o arie mal mare decit a lui A4 si, deci,
mai mare decit a patratului B. Ce am obtinut? Ci patratul C
are perimetrul mai mic decit patratul B, iar aria lui este mai
mare decit a padtratului B. Acest lucru, in mod evident,
este imposibil: dac# latura pitratului C este mai mici decit
latura patratului B, atunci si aria lui trebuie si fie mai micd.
Deci, nu se poate admite existenta dreptunghiului A care,
avind o arie egald, sd aibd un perimetru mai mic decit pa-
tratul. Cu alte cuvinte, dintre toate dreptunghiurile care au
aceeagi suprafatd, pdtratul are perimetrul cel mai mic.

Cunoagterea acestor proprietdti ale pdtratului l-ar fi
ajutat pe Pahom s#-si calculeze corect fortele sale §i s obtind
un teren dreptunghiular cu cea mai mare suprafatd. Stiind
cd el poate sd parcurgd intr-o zi, fara efort, si presupunem,
36 de verste, ar fi mers pe marginea pétratului cu o laturd
de 9 verste si spre seard ar fi fost proprietarul unui teren de
81 de verste patrate, cu trei verste patrate mai mult decit a
obtinut el cu o incordare a fortelor care l-a costat viata.
Si invers, dacd s-ar fi mirginit dinainte la 0 anumit3 arie a
unui teren dreptunghiular, de exemplu de 36 de verste
pédtrate, atunci ar fi putut sd obtind rezultatul dorit cu o
mai micd cheltuiald de forte, mergind pe marginea unui
pdtrat a cdrui laturd ar fi fost de 6 verste.
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PARCELE DE ALTA FORMA

Poate cd pentru Pahom ar fi fost §i mai avantajos
sd-si croiasci o parceld nu de formd dreptunghiulari, ci
de altd form#, de exemplu de patrulater, triunghi, pen-
tagon etc.?

Aceastd problemd poate fi analizati dintr-un punct de
vedere strict matematic; totusi, din dorinta de a nu obosi
pe cititorii nogtri, nu vom incepe aici aceastd analizi, ci le
vom face cunoscute doar rezultatele.

In primul rind, se poate demonstra ci dintre toate patru-
laterele care au acelasi perimetru, suprafata cea mai mare o
are patratul. Din aceastd cauzd, dorind si aibi un teren
dreptunghiular, Pahom nu ar fi putut nici cu ajutorul unor
viclenii sd punéd stipinire pe mai mult decit pe o sutd verste
pitrate (considerind cd el ar fi putut sd parcurgd intr-o zi
maximum 40 de verste).

In al doilea rind, se poate demonstra ci pitratul are o
arie mai mare decit oricare triunghi cu acelasi perimetru.

Un trlunghl echilateral cu acelagi perimetru are latura de
40-

3
este suprafata, iar @ — o laturd):

= 135 verste, iar aria (dupd formula § = ¢ 4V3 unde §

z_(% ’-2|/§_—_ 77 de verste pitrate,

adici mai putin chiar decit la acel trapez, pe care l-a ocolit
Pahom. Mai departe (p. 297) se va demonstra ci dintre toate
triunghiurile cu perimetrul egal, triunghiul echilateral are
aria cea mai mare. Prin urmare, daci acest triunghi care este
cel mai mare, are o arie mai micd decit aria péatratului,
atunci toate celelalte triunghiuri cu acelasi perimetru
sint cu atit mai mici, in ceea ce priveste aria lor, decit
patratul.

Dacd insd vom compara aria unui patrat cu suprafata
unui poligon cu cinci, sase etc. laturi, cu un perimetru
egal, aici el nu va mai avea intiietate. Un pentagon regulat
are o arie mai mare, un hexagon regulat are o arie §i mai mare
etc. Este usor sdne convingem de acest fapt luind un exemplu
de hexagon regulat. Avind un perimetru de 40 de verste
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latura lui este egald cu ’%{, iar suprafata (dupd formula
§ = &2‘/3’ este de:
%([:3_0)2 V3 = 115 verste pitrate.

Dacd Pahom ar fi ales pentru parcela sa forma unui hexagon
regulat, cu aceeasi incordare a fortelor, el ar fi pus stidpinire
pe o suprafatd cu 115—78, adicd cu 37 de verste pitrate mai
mare decit in realitate, si cu 15 verste pitrate mai mare decit
i-ar fi putut oferi o parceld in forma patratd (insd pentru
aceasta, desigur, el ar fi trebuit si porneascéd la drum cu un
instrument pentru méisurarea unghiurilor).

Problemi

S4 se fermeze din sase chibrituri figura cu arie maximi.

Rezolvare

Din sase chibrituri se pot alcdtui figuri destul de variate:
triunghi echilateral, dreptunghi, o multime de paralelograme,
un intreg sir de figuri neregulate cu cinci laturi, un sir de
hexagoane neregulate si, in sfirgit, un hexagon regulat.

Un cercetitor al problemelor de geometrie cunoaste
dinainte, fird sd mai compare intre ele ariile acestor figuri,
ce figurd anume are aria maximai: aceastd figurd va fi hexa-
gonul regulat.

FIGURI CU ARIA MAXIMA

Se poate demonstra strict geometric faptul cd cu cit o
parceld in formd de poligon regulat-va avea mai multe laturi,
cu atit va fi mai mare aria pe care o margineste, perimetrul
parcelei fiind acelasi. Iar, la un perimetru dat, aria maximé
o cuprinde cercul. Dacid Pahom ar fi alergat in cerc, atunci,
parcurgind tot 40 de verste, el ar fi obtinut o suprafata de:

7:(39)2 = 127 de verste pétrate.

T
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Nici o altd figurd cu perimetrul dat, indiferent dacé are
linii drepte sau curbe, nu poate sd aibd o arie mai mare.

Ne vom permite sd ne oprim putin asupra acestei proprie-
tdti uimitoare a cercului de a cuprinde in interiorul siu aria
maximad, fatd de orice alta figurd, de oricare form#, si avind
acelasi perimetru. Poate cd unii cititori vor dori sd afle in
ce mod se demonstreaza astfel de proprietdti. Vom da mai
departe demonstratia, e drept nu tocmai riguroasd, a acestei
proprietidti a cercului — demonstratie propusi de catre mate-
maticianul Jacob Steiner. Aceastd demonstratie este destul
de lungd, insa aceia cérora li se va pédrea obositoare, pot sd
treacd peste ea, fird nici o pierdere in ceea ce priveste inte-
legerea celor ce vor urma.

Trebuie sd demonstrdm c& cercul este figura care are arie
maximi, avind un perimetru dat. Inainte de toate, vom
stabili ca figura necunoscutd trebuie sa fie convexd. Aceasta
inseamnd cd oricare coardd a ei trebuie s fie situatd in intre-
gime in interiorul figurii. S4 presupunem cd avem urmétoarea
figurd AaBC (fig. 165), care are o coardd exterioard AB.
S& inlocuim arcul a prin arcul b, simetric cu el. Prin aceastd
inlocuire perimetrul figurii ABC nu se va modifica, insd
aria evident se va mari. Prin urmare, figurile de genul AaBC

M

8

\
/}A,
C N e’

Fig. 165. Stabilim cd figura Fig. 166. Dacd coarda im-

cu aria mazxzimd trebuie sd parte in jumdtate perimetrul

fie convexd. figurit convexe cu aria maxi-
.imd atunci ea taie in jumdtate
si suprafata et.

nu pot fi dintre acele figuri care, avind acelasi perimetru,
cuprind aria maximi.

Asadar, figura necunoscuti este o figurd convexd. Mai de-
parte, putem stabili dinainte i o altd proprietate a acestei
figuri: orice coardd care-i imparte in jumitate perimetrul
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taie in jumitate i suprafata ei. S§ presupunem ci AMBN
(fig. 166) este figura cdutatd si sd presupunem ci coarda
MN ii imparte perimetrul in doui. Vom demonstra ci aria
AMN este egald cu aria MBN. Intr-adevir, daci una dintre
aceste parti ar avea o arie mai mare decit cealalts, de
exemplu: AMN > MNB, atunci indoind figura AMN dupi
coarda MN, am obtine figura A MA'N, a cdrei arie ar fi mai
mare decit a figurii initiale AMBN, insi perimetrul ar fi
egal cu perimetrul ei. Prin urmare, figura AMBN, in care
coarda taie perimetrul in doud imparte suprafata in parti
inegale, nu poate fi cea cdutatd (adicd nu poate s aibi aria
maximd avind un perimetru dat).

Inainte de a merge mai departe, vom demonstra urmitoa-
rea teoremd auxiliard: dintre toate triunghiurile cu doui
laturi date, cea mai mare arie o va avea acel triunghi, la
care unghiul cuprins intre aceste laturi este un unghi drept.
Pentru a demonstra aceasta, sd amintim expresia trigono-
metricd a suprafetei S a unui triunghi cu laturile a si b si
unghiul C cuprins intre ele:

S = — ab sin C.

1o | -

Expresia aceasta va avea, evident, valoarea maximi
(laturile fiind date) atunci cind sin C va avea valoarea
maximi, adici va fi egal cu unu. Ins¥ unghiul al crui sinus
este egal cu unu este un unghi drept, ceea ce trebuia si
demonstram.

Acum putem s trecem la rezolvarea problemei principale,
adicd la demonstrarea faptului c&, dintre toate figurile cu
perimetrul p, aria maximi o cuprinde cercul. Pentru a ne
convinge de-acest fapt, vom incerca si admitem existenta
unei figuri convexe necirculare MANBM (fig. 167), care
si posede aceastd proprietate. S§ ducem in interiorul ei
coarda MN care-i imparte perimetrul in doud; dupd cum
stim, ea va impérti si suprafata figurii in doud. S& indoim
jumitatea M KN dupd linia MN in asafel ca ea si sesitueze
simetric (M K’'N). S& observim cad figura MNK'M posedd
acelasi perimetru si aceeasi arie ca sifigura initialda MKNM.
Intrucit arcul MKN nu este un semicerc (astfel nici n-am
avea ce demonstra), pe el trebuie si fie situate puncte, din
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care segmentul MV nu se vede sub unghi drept. Si presu-
punem cd K este un astfel de punct, iar K’ este simetricul
lui, adicd unghiurile K i K’ nu sint unghiuri drepte. Apro-
piind (sau depirtind) laturile MK, KN, MK', NK’, vom
putea face ca unghiul cuprins intre ele si fie un unghi drept
si vom obtine astfel triunghiuri dreptunghice egale. Aceste
triunghiuri le vom indoi dupé ipotenuzele lor, agsa cum se

Fig. 167. Admitem existenta Fig. 168. Stabilim cd dintre

unet figuri convexe necirculare  toate figurile cu un perimetru

cu aria maximd. dat, aria maximd o cuprinde
cercul.

aratd in figura 168, sile addugdm in locurile corespunzitoare
segmente hasurate. Vom obtine in acest fel figura urmétoare:
M'KN'K'M’, care are acelasi perimetru ca si figura initial,
insd evident o arie mai mare (pentru ci triunghiurile drept-
unghice M'KN' si M'K'N' au o arie mai mare decit triun-
ghiurile care nu sint dreptunghice, MKN si MK'N). Prin
urmare, nici o figurd care nu este circulard nu poate si posede
arie maxim4, avind un perimetru dat. Numai in cazul cer-
cului nu putem si construim o figuri, prin procedeul aritat,
care sd aibd o arie mai mare, avind acelasi perimetru.

Tata prin ce rationament se poate demonstra ci cercul este
figura care are aria maximéi, avind un perimetru dat.-

Este usor s demonstrim si justetea urmétoarei proprie-
tati: dintre toate figurile cu aceeasi arie, cercul are perime-
trul minim. Pentru aceasta trebuie sd aplicim fatd de cerc
rationamentele pe care le-am aplicat mai inainte cu privire
la pdtrat (vezi p. 288).
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CUIELE

Problemi

Ce cui este mai greu de scos — unul rotund, p#trat sau
triunghiular, daca ele sint batute la fel de adinc si au aceeasi
arie a sectiunii transversale?

Rezolvare

Ne vom baza pe faptul cd cel mai bine se tine acel cui care
vine in contact cu materialul inconjurdtor pe o suprafati
mai mare. Care dintre cuiele noastre are o arie laterald
mai mare? Stim c&, avind arii egale, perimetrul patratului
este mai mic decit perimetrul triunghiului, iar circumferinta
cercului este mai micd decit perimetrul pdtratului. Dacd vom
lua latura patratului drept unitate, atunci calculul d& pentru
aceste trel mirimi urmaéatoarele valori: 4,53; 4; 3,55. Prin
urmare, cel mai bine trebuie si se {ind cuiul triunghiular.

Insi astfel de cuie nu se fabrici, cel putin ele nu se pot
intilni in comert{. Explicatia constd, probabil, in aceea cd
astfel de cuie se rup si se indoaie mai usor.

CORPUL DE VOLUM MAXIM

Suprafata sferici posedd o proprietate aseminitoare cu
proprietatea cercului: ea are volum maxim la o arie dati.
Siinvers, dintre toate corpurile cu acelasi volum aria minima
o are sfera. Aceste proprietdti nu sint lipsite de importanti
in viata practicd. Un samovar sferic are o arie mai mici decit
unul in form# de cilindru sau de orice altd form4, care poate
cuprinde acelagi numir de pahare de apd, iar intrucit corpul
igi pierde cidldura numai de pe suprafata sa, samovarul sferic
se va rici mai incet decit oricare altul care posedd acelasi
volum. Dimpotrivi, rezervorul termometrului se incilzegte
s1 se riceste mai repede (adicd ia temperatura obiectelor
inconjurdtoare) atunci cind i se dd nu forma unei sfere, ci
a unui cilindru.

Din aceeasi cauzd globul terestru, care este format dintr-un
invelis solid i dintr-un nucleu, trebuie si se micsoreze in
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volum, adici si se contracte, si se stringd, in urma oriciror
cauze care il modifica forma suprafefei: con{inutul siu interior
este comprimat ori de cite ori inveligul exterior suferi o
modificare oarecare, depirtindu-se de forma unei sfere.
S-ar putea ca acest fapt geometric si fie in legiturs cu cutre-
murele si, in genere, cu fenomenele tectonice, insi despre
aceasta trebuie sd-si spund pérerea geologii.

PRODUSUL FACTORILOR EGALI

Problemele aseminitoare cu cele de care ne-am ocupat
acum examineazd chestiunea sub un aspect care pare eco-
nomic: avind o cheltuiald datd de forte (de exemplu, la
parcurgerea unui drum de 40 de verste), cum si obtinem
rezultatul cel mai avantajos (sd cuprindem o parceld de teren
cit mai intins#)? De aici vine si titlul acestui éapitol din
carte: ,economie geometrici“. Insi aceasta-este o libertate
pe care ne-am permis-o in calitate de popularizatori; in mate-
maticd, intrebarile de felul acesta au o alti denumire: pro-
bleme ,de maxim si de minim“. Ele pot fi extrem de
variate in ceea ce priveste subiectul lor si dupd gradul de
dificultate pe care-1 prezinti. Multe dintre ele se rezolvi
numai prin procedeele folosite in matematicile superioare,
insd existd destul de multe probleme pentru rezolvarea
cirora sint suficiente cunostintele cele mai elementare. In
cele ce urmeazd vom examina o serie de asemenea probleme
din domeniul geometriei, pe care le vom rezolva folosind o
proprietate interesantd a produsului factorilor egali.

Pentru cazul cind avem doi factori, cunoastem aceastd
proprietate. Stim ci aria pitratului este mai mare decit aria
oricdrui alt dreptunghi, care are acelasi perimetru. Daci vom
traduce aceastd tezd geometricd in limbajul aritmeticii, ea
va insemna urmitoarele: cind trebuie sd impartim un numar
in doud parti, astfel ca produsul lor si fie maxim, trebuie s&
impdrtim acest numir in doui pirti egale. De exemplu,
dintre toate produsele 13 x 17,16 x 14,12 x 18,11 x 19,
10 x 20, 15 x 15 etc., la care suma factorilor este egald cu
30, cel mai mare va fi 15 x 15, chiar dacd vom compara

si produsele numerelor fractionare (14% X 15% etc.).

Acelasi lucru este exact gi pentru produsele a trei termeni
care au 0 sum constanti: produsul lor ia valoarea maximi,
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cind termenii sint egali intre ei. Aceasta decurge in mod direct
din cele de mai sus. Sd presupunem ci lrei termeni z, y, 2
au suma egald cu a:

r 4y +z=a.

Si admitem cé z si y nusint egali intre ei. Daca vom inlocui
r 4y

) ’

pe fiecare dintre ei cu semisuma lor - suma factorilor

nu se va modifica:
Y Y sty 2=
Insd intrucit in conformitate cu cele de mai sus
z + y) ( > xy,

atunci produsul a trei factori

T4y,
( 2 )( 2 ’”

este mai mare decit produsul zyz:

(=) (5 > e

In genere, daci intre factorii zyz sint cel putin doi inegali,
atunci se pot alege intotdeauna alte numere care, fard a modi-
fica suma totald, vor da un produs mai mare decit zyz.
Si numai atunei cind totl trei factorii sint egali nu putem
face o astfel de inlocuire. Prin urmare, atunci cind avem
z + Yy + 2= a, produsul zyz va fi maxim atunci cind

r = y =
Si ne folosim de cunoagterea acestor proprietdti ale fac-
torilor egali pentru a rezolva citeva probleme interesante.

TRIUNGHIUL DE ARIE MAXIMA

Problemi

Ce formd trebuie sd-i ddm triunghiului, pentru ca, avind o
sumad dat& a laturilor lui, el s& aibi aria maximéa?

Am observat mai inainte (p. 290) ca triunghiul echilateral
posedd aceastd proprietate. Cum demonstrim insi aceasta?
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Rezolvare

Aria S a unui triunghi cu laturile a, b, ¢ si perimetrul
a + b 4 ¢ = 2p se exprimi, dupd cum se stie din cursul
de geometrie, prin formula

S =Vplp — a)(p — b)(p — ¢,

de unde
52
;=@—®@—M@—¢
“Aria S aunui triunghi va fi maximad atunci cind si patratul
el S? va avea valoarea maximdi, sau expresia i—_, unde p

(semiperimetrul), are prin ipotezd o valoare fixi. Insi,
deoarece ambii membri ai egalitdtii iau simultan valoarea
maximi, problema se reduce la intrebarea in ce conditie
produsul

(p—a)p— b)(p — o
devine maxim? Observind cd suma acestor trei factori are o
valoare constanti,

p—a+p—b+p—c=3p—(a +b+c)=3p—2p=p,

rezultd cd produsul lor atinge valoarea maxima cind factorii
devin egali, adicd atunci cind se realizeazd egalitatea:

p—a=p—b=p—ec,

de unde
a=1>b=c.

Asadar, triunghiul avind un perimetru dat va avea aria
maximi atunci cind laturile lui sint egale intre ele.

GRINDA CEA MAI GREA

Problemi

Dintr-o birnd cilindrici trebuie si se taie o grindd cu
greutatea maximd. Cum si facem aceasta?
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Rezolvare

Evident problema se reduce la faptul de a inscrie intr-un
cerc un dreptunghi cu aria maximé. Cu toate ci, dupi cele
expuse mai sus, cititorul este pregdtit pentru ideea ¢4 acest
dreptunghi va fi un péatrat, este
interesant de a demonstra in mod
riguros aceastd proprietate.

Sd& notim o laturd a drept-
unghiului necunoscut (fig. 169)
prin z, atunci, cealaltd laturd vafi
exprimatid prin V4R? — 22, unde T
R este raza sectiunii circulare a
birnei. Suprafata dreptunghiului
va fi

S = z V4R* — 22, de unde e
Fig. 169. Referitor la pro-

S = g2(4R? — 22). blema privitoare la grinda cea
mau grea.

Deoarece suma factorilor 22
si 4R® — z® are o valoare constantd (22 4 4R? — 22 —
= 4R?), produsul lor S$% va fi maxim atunci ecind
2% = 4R? — 22, adicd atunci cind z = R }/2. Atunci si S
va atinge valoarea maximd, adicd aria dreptunghfului
necunoscut. )

Prin urmare, latura dreptunghiului cu aria maxim este
egalicu R Vﬁ, adicd cu latura patratului inseris. Grinda
are volumul maxim, dacd sectiunea ei este un pitrat
inscris in sectiunea birnei cilindrice.

DINTR-UN TRIUNGHI DE CARTON

Problemi

Avem o bucati de carton de formi triunghiularg. Trebuie
si decupdm din ea un dreptunghi cu aria maxim4, care si
aibd o laturd paraleld cu baza iar cealalti cy indl{imea
triunghiului.
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Rezolvare

Fie ABC triunghiul dat (fig. 170), iar MNOP este dreptun-
ghiul care trebuie sd rimind dupd decupare. Din asem#narea
triunghiurilor ABC si NBM avem:

BD _ Ac
BE NM
de unde
. ‘1 N
NM — BE -.1C
BD

AP D O0C

g 1 iro_"”fgiifn;’i; Insemnind latura NM a dreptunghiu-
dreptunghiul cu aria 101 Necunoscut prin y, distanta BE, de
maxima. la virful triunghiului la ea, prin z,
baza AC a triunghiului dat, prin a, iar
indl{imea sa BD prin k, transcriem expresia obtinutd
anterior in urm#toarea formé:
nxr

y:T.

Aria S a dreptunghiului necunoscut MNOP va fi:
§ = MN-NO = MN-«(BD — BE) = (h — z)y =

azx
’—(h_x)T’

prin urmare

Sh_ (b — 2)z.
a

. . VA . Sh . .
Aria S vafimaxima cind si produsul — vaficel mai mare,
a

deci atunci cind produsul factorilor (2 — z) si x va atinge
valoarea maxima. Insi suma h — 2 + z = h are o valoare
constantd. Prin urmare, produsul lor este maxim atunci cind:

h—z =z,

de unde
Xr =

1>

Am aflat cd latura VM a dreptunghiului necunoscut trece
prin mijlocul indltimii triunghiului si, prin urmare, uneste
mijloacele laturilor lui. Rezultd deci cd aceastd laturd a

. . < . « < h
dreptunghiului este egald cu %, iar cealaltd egald cu ot

& -
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INCURCATURA TINICHIGIULUI

Problemi

Unui tinichigiu i s-a comandat si confectioneze dintr-o
bucatd patratd de tabli, cu o litime de 60 cm, o cutie fara
capac, cu fund péitrat si i s-a pus conditia, ca aceastd cutie
sd aibd capacitatea maximd. Tinichigiul a chibzuit un
timp indelungat ce ldtime ar trebui s& aiba peretii acestei
cutii, insdinu a putut sd ajung4 la o anumit4 solutie (fig. 171).
Oare n-ar putea cititorul si-1 ajute sd iasd din aceastd
incurcatura?

Rezolvare

S& presupunem cd litimea marginilor indoite este egala
cu z (fig. 172). Atunci, latura fundului pitrat al cutiei va fi
egald cu 60 — 2z, iar volumul ¢ al cutiei va fi exprimat

prin produsul

E ¢ = (60 — 2z)(60 — 22)z.

R R R Pentru ce valoare a lui z
| ! acest produs va fi maxim?
I Dacéd suma celor treifactori
| ar fi constantd, produsul
{ - ar fi maxim in cazul egali-
! tatii lor. Insd aici suma
! factorilor este
I

60-2x 1 60 — 2z 460 —22 +z =
i = 120 — 3z,

adicd nu are o valoare con-
Fig. 172. Rezolvarea problemei ti- stantd, deoarece ea variazd
nichigiului. atunci cind variazd z. To-
tusi, nu este greu sd facem
in aga fel ca suma celor trei factori si fie constantd:
pentru aceasta este suficient doar s& inmultim ambii mem-
bri ai egalititii cu 4. Vom obtine:

4y = (60 — 22)(60 — 2z) 4.

.
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Suma acestor factori va fi egald cu:
60 — 2z + 60 — 2z + 4x = 120,

care este constantd. Prin urmare, produsul acestor factori
ajunge la valoarea maximi atunci cind ei sint egali, adic4,
cind:
60 — 22 = 4z,
de unde
z = 10.

Iaratunci §i 4v, precum gi v vor atinge valoarea lor maxima.

Asadar, cutia va avea volumul maxim dacd vom indoi din
foaia de tabld 10 cm. Acest volum maxim este egal cu
40 x 40 X 10 = 16 000 cm3 . Indoind cu 1 c¢m mai mult
sau mai putin, in ambele cazuri vom micsora volumul
cutiei. Intr-adevir:

9 X 42 X 42 = 15900 cm?3,
11 x 38  x 38 = 15900 cm?;

deci §i intr-un caz si in celdlalt vom obtine un rezultat mai
mic decit 16 000 cm3*

\ 1

iNCURCATURA STRUNGARULUI

t

Problemi

Unui strungar i s-a dat un con si i s-a comandat sd strun-
jeascd din el un cilindru in aga fel, incit s fie strunjit, pe cit
posibil, cit mai putin material (fig. 173). Strungarul a
inceput sd reflecteze asupra formei dimensiunilor cilindrului
necunoscut: cum si-1 facd inalt deci ingust (fig. 174), sau
dimpotrivd, mai lat, ins& scund (fig. 175). Mult timp n-a

* Rezolvind problema in cazul general, vom afla ca, avind li-
timea a a foii patrate de tabld, pentru a obiine o cutie cu volumul

1
maxim va trebui sd indoim marginile cu 1d{imea z = e pentru ci
produsul (¢ — 2z) (@ — 2z)z sau (@ — 2z) (e — 2r)kx este maxim

atunci cind a — 2r = 4.
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Fig. 173. Incurcatura strungarului.

putut afla in ce caz cilindrul va avea volumul maxim, adica
va rdmine mai putin material strunjit. Cum ar fi trebuit sa
procedeze?

Rezolvare

Problema necesitd o examinare atentd din punct de vedere
geometric. Sd presupunem cd ABC (fig. 176) este sectiunea
axiald a conului, BD reprezinta indltimea lui, pe care o
insemndm prin A, iar raza bazei AD = DC o vom nota
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prin R. Cilindrul pe care-1 putem strunji din acest con, are
sectiunga MNOP. Si aflim la ce distanti BE = z de la
virful B trebuie sé se afle baza de sus a cilindrului , pentru ca
volumul lui 's& fie maxim.

B

/EE

Ane [ ] s

4Ny A o c
Fig. 174—175. Dintr-un con se poate strunji Fig. 176. Sectiunea
un cilindru inalt dar ingust, sau unul lat aziald a conului si
si scund. In care caz va ramine mai putin cilindrului.

material strunjit?

Raza r a bazei cilindrului (PD sau ME) este usor de aflat
din urmétoarea proportie
MF BL

..
—'=——, adicd —
AD  BD R

de unde -
.R.L

h

Indltimea ED a cilindrului este egald cu & — z. Prin ur-
mare volumul lui va fi

7

v=rn ’i'fJ h—2) == B2 — ),
Tk
de unde
vh-
R 2k — 2).

R .okt .. . . .
In expresia —— mdrimile %, R sint constante si numai v
! rlt? ! ;

esle variabild. Vrem sd 'gisim un astfel de x, pentru care v
devine maxim. Insd, evident, v va deveni maxim in acelagi

: vh? - s 4 ox PR PR
timp cu ey adicd cu x?(h—x). Cind, insd, aceastd ultima
.

expresie devine maximd? Avem aici trei factori variabili
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z, £ §i (b — ). Dacd suma lor ar fi constanti, produsul ar fi
maxim atunci cind factorii ar fi egali. Putem obine con-
stanta sumei cu usurintd daci vom inmulti cu 2 ambii
membri ai egalitdtii din urmd. Obtinem

2uh?

nR?

= z*(2h — 22).

Acum cei trei factori ai membrului al doilea au suma con-
stantd '

z +x +2h — 22 = 2h.

Prin urmare, produsul lor va fi maxim atunci cind toti
factorii vor fi egali, adica
. 2/
x=2h—2z iz =31

9 h2

. . . v . . AUR . A <
Atunci va deveni maximd §i expresia 5’ lar impreund
T
cu ea §i volumul ¢ al cilindrului.
Acum stim cum trebuie si fie strunjit cilindrul necunoscut:
baza lui de sus trebuie 54 fie situatd lao distanti, de virful

. « 2 e
conului, egald cu 5 din indltimea lui.

CUM SA LUNGIM SCINDURA?

In timpul confectionirii unui obiect oarecare in atelier sau
la domiciliu se intimpld uneori ca dimensiunile materialului
aflat la indemind s nu fie acelea de care avem nevoie.

Atunci trebuie sd incercim sd modificim dimensiunile
materialului, prelucrindu-1 in mod corespunzitor, si putem
obtine multe cu ajutorul ingeniozitdtii geometrice §i con-
structive si al calculelor.

S& ne reprezentim un astfel de caz: pentru confectionarea
unui raft de cdrti avem nevoie de o scindurd cu dimensiuni
exacte, si anume avind 1 m lungime si 20 cm 13time, iar noi
avem o scinduri mai scurtd, dar mai latd, de exemplu,
75 cm lungime §i 30 cm litime (fig. 177, stinga).

Cum vom proceda?
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Desigur putem tidia de-a lungul scindurii o portiune cu o
litime de 10 em (linia punctald), tdind-o apoi in Lrei bucati
egale, avind fiecare o lungime de 25 cm, si cu doud dintre ele
sd putem lungi scindura (fig. 177, jos).

O astfel de rezolvare a problemei nu ar fi economica din
cauza numdirului de operatii (trei operatii de tédiere si trei

Fig. 177. Cum sd lungim scindura cu ajutorul a trei operatii de tdiere
st al unet operatii de incleiere?

operatii de incleiere) si nu ar satisface cerintele de rezistenti
(rezistenta ar fi scdzutd in locul unde bucétile sint lipite la

scindurd).
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Problema

Gésiti un procedeu de lungire a scindurii respective cil
ajutorul a trei operatii de tdiere gi ale unei singure operatii
de incleiere.

Rezolvare

Trebuie (fig. 178) sd tdiem scindura ABCD pe diagonala
AC si sd deplasim o jumitate (de exemplu, A ABC) de-a
lungul diagonalei paralel cu ea
insdsi pe distanta C,E, egald cu
lungimea care nu ne ajunge, adicd
cu 25 cm; lungimea totald a celor
doud jumatdti va fi egald cu 1 m.
Apoi, aceste jumititi trebuie sd le
lipim pe linia AC; si capetele ra-
mase (triunghiurile hagurate) sé le
tdiem. Vom obtine o scindurd cu
dimensiunile necesare.

Intr-adevir, din aseminarea
triunghiurilor ADC si C,EC vom
avea:

AD : DC = C,E: EC,

de unde

DC
AD

EC =

. ClE,

sau

D= EC::—‘;-25=10 cm;

Fuig. 178. Rezoloarea pro- _ _
blemei privitoare la lun- DE = DC — EC = 30 cm —
girea scindurii. — 10 em = 20 cm.

DRUMUL CEL MA|} SCURT

In incheiere, si examinim o problemd de ,maxim si
minim“, care se rezolvd printr-o constructie geometrica
extrem de simpla.
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Problemi

Pe malul unui riu trebuie s& construim un castel de api din
care apa sd ajungd prin tevi pind in punctele populate A si B
(fig. 179).

RSN B e @ SRS 2

S %2, My WSS R N 57 i

““‘\ ,,//////,'z!/f/fz;;;’fzy;l,‘,f,g}l\\\\‘}tii\\\\_\}\h\!l\;;;}\-\\}t\\‘:\f-';- ,{”’?!. S
A RN o

A

Fuig. 179. Problema privitoare la castelul de apa.

In ce punct trebuie si construim castelul pentru ca lun-
gimea totald a tevilor de la castelul de apé si pin& la ambele
sate sd fie minima?

Rezolvare

Problema se reduce la aflarea drumului celui mai scurt de
la A la malul riului si apoi la B. |

S4 admitem cd drumul ciutat este ACB (lig. 180). Sa
indoim desenul pe linia CN. Obtinem punctul B’. Dacd
ACB este drumul cel mai scurt, atunci, deoarece CB’ = CB,
drumul ACB’ trebuic si fie mai scurt decit oricare altul
(de exemplu, ADB’). Prin urmare, pentru a atla drumul cel
mai scurt trebuie si gisim doar punctul C de intersectie al
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dreptei AB’ cu linia malurilor. Atunci, unind C si B, vom
gisi ambele parti ale drumului celui mai scurt de la A la B.

Ducind in punctul C o perpendiculard la CN, este usor
sd observdm, cd unghiurile ACP i BCP, alcituite de aceasti

R’

Fig.
a problemei privitoare la alegerea
drumului celui mat scurt.

180. Rezoloarea geometricd

perpendiculard cu ambele
laturi ale drumului celui mai
scurt, sint egale intre ele
(X ACP = X B'CQ =
= BCP).

Aceasta este, dupd cum se
stie, legea de reflexie a unei
raze de lumind cézutd pe o
oglindd: unghiul de 1inci-
dentd este egal cu unghiul
de reflexie. De aici rezultd
cd raza de lumind in timpul
reflexiei alege drumul cel
mai scurt, — concluzie care

era cunoscutd incid cu 2000 de ani in urmd fizicianului
si cercetiitorului antic al problemelor de geometrie, Heron

din Alexandria.
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