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MATEMATICA PRIVITA
CA UN SISTEM CULTURAL

Acum citeva zile m-zm pomenit cu Nucu, nepotul neuita-
tului meu prieten Teodor Solonar. Avea o carte in mini si cu
fata luminata de un zimbet mi-a spus :

— Tare as vrea si discut cu mata citeva lucruri din cartea
aceasta, cum se intimpla odinioara, cind era unchiul meu.
V-am ascultat de atitea ori pe cind eram student si apoi, mai
tirziu, duga ce am terminat si, uneori, mi-e dor de zilele
acelea... Imi finchipui cu citd curiozitate ar fi citit Bidia
cartea aceasta si cu ce plicere v-ar fi provocat la vorbi !

— Curiozitate ai zis ? Cuprinde ea chiar ceva atit de deose-
bit de problemele, pe care le discutam odinioara ?

— Desigur. Puteti judeca dup titlu. Se cheama M alema-
licu privild ca un sistem cultural, e scrisi de Raymond Wilder
si a aparut in 1981.

— Da, titlul suna oleacd altfel decit acela al cértilor cu
care ne delectZm noi, Dar, i{i spun drept cd nu m-as incumeta
sad o deschid pina ce nu stabilim, in mod clar, ce se intelege
prin sistem ?

— Nimic mai usor. Stiu unde-i locul Diclicnaruiui de
Fiiosofie, al aceluia din 1978, adicé editia a 1I-a. La pagina
38 scrie ca prin sistem ce intelege : ,Muliime de elemente
si multime de relatii intre aceste clemente, relatii relativ
invariabile fatd de anumite reguli ale tramsformérilor care
formeaza sfructfura acestor multimi. Totalitatea de elemente
care constituie sistemul nu poate fi redusd la elementele sale
sau definita prin ele. .. Nefiind reductibile la clementele care
le compun, sistemele posedd proprietatea integralildfii, au
caracter integral...” ]

— Preca bine. In aceasti definilic se poate integra si ma-
tematica, insa. ..

— Stiu, mata vrei ceva mai mult. Iatd si completarea :
,Stiintele particulare pun in evidentid existenta sistemelor
integrale. . .in cunoastere (de exemplu, sistemul axicmelor
geometriei euclidiene)*. Si mai departe : ,Intrun sistem
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integral, dati fiind legatura dialectici dintre infreg si parfe,
ansamblul este conditionat de citre componente, iar acestea
din urmi sint supuse unei acfiuni integratoare din partea
sistemului. Orice sistem este alcituit din subsisteme, care
reprezintd, fiecare in parte, alte sisteme, cirora le sint subor-
donate ansambluri de elemente®.

— Ei, acum mai merge ! Si fiindci tot ai dictionarul in
mind, aruncd un ochi si la cele ce scrie despre culturd.

— S-a ficut ! Iatd ce se spune la pagina 168 : ,,Culfurd,
totalitate a produselor materiale si spirituale ale muncii
omenesti, rezultate ale activitatii oamenilor de transformare
constientd a mediului lor natural si social, ale dezvoltirii
si perfectionirii omului“. $i mai departe: ,,In gindirea moderni
conceptul de cultura a devenit unul dintre cele mai complexe
si mai controversate. Ca infeles fundamental, legat si de
sensul originar mentionat mai sus, cultura ia nagtere gsi se
defineste in opozitie cu natura. . . Cultura cuprinde ansamblul
fenomenelor social-umane care apar ca produse cumulative
ale cunoagterii si, totodatd, ca valori sintetice”. De ajuns ?

— Deocamdata poate ci da. Asa ci putem deschlde cartea
si si vedem ce spune.

— Autorul considera cd matematica poate fi privitd ca un
sistem cultural creat de om, atit in vederea adaptirii, cit si
pentru propriile Ini satisfactii intelectuale.

— Dar, dupid cite vid, o ‘considera si ca osubstructurd a
culturii generale ! In privinta asta sint de acord cu el, fiindci
e bine cunoscut cd asupra matematicii acfioneazi anumite
forte culturale si, astfel, ii stabileste evolutia.

— Desigur, in prezent acesta este modul in care trebuie
privita matematica, spre deosebire de acela legat de trecutul
Indepartat, cind matematica s-a manifestat doar ca un element
cultural.

— Daci te referi la Babilon sau la Egipt, ai dreptate.
Atunci geometria exista doar ca un capitol al aritmeticii in
care se invita cum se calculeazi lungimile, ariile sau volumui
anumitor figuri geometrice. $i dacd ma vei intreba de ce
s-a dat prioritate aritmeticii i nu geometriei, am sa-{i raspund
ca ideea de numir a fost mai aproape de spiritul omenesc
decit aceea de spatiu. Asa c#, desi babilonienii cunosteau
teorema lui Pitagora cu vreo mie de ani mai inainte de a se
fi niscut Pitagora, totusi, pentru ei, aceasti tcorema nu
exista ca un adevdr geometric, ci ca unul aritmetic. Astizi
putem spune ci ea reprezinti problema numerelor pitagoreice
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din teoria numerelor, adici ale acelor triplete de numere
tntregi pentru care n®*=n?4-n.

— M-a incintat observatia autorului legatd de ,copacul
matematic® !

— Te referi la analogia care se folosea odinioard intre
dezvoltarea matematicii si aceea a unui copac ? Copacul
matematic, ale cirui rddicini sint Fundamentele matematicii,
iar din trunchiul lui se dezvoltd ramurile principale : aritme-
tica, geometria, algebra, topologia, fiecare dintre aceste
ramuri purtind vlistare noi, ca, de pilda, teoria grafurilor
care se desface din ramura topologiei, s.a.m.d. ?

— Da, cici aceasti imagine nu mai rezistd ! Cum si re-
prezinti Geometria analiticd, disciplina care cere colaborarea
dintre cele doud ramuri principale : ale geometriei si alge-
brei ? Sau algebrele booleene in care alaturi de ramura algebrei
trebuie si se manifeste si contributfia rid&cinii ?

— Si totusi, aceastd imagine a copacului matematic avea
farmecul ei. De mulle ori ne odihneam privindu-l, -desi
observasem si noi anumite nepotriviri !

— Am gisit aici o altéd reprezentare grafici a matematicii,
potrivitd conceptiei de sistem cultural, introdusa de antropo-
logul L. A. White, in 1975. Matematica apare ca un sistem
de vcrtori,ﬁécare dintre vectori, corespunzind unuianumit ca-
pitol : aritmetica, geometria, algebra, logica matematicd,
fundamentele matematicii etc., avind o directie, sens si marime
legatéd de problema urmairita. Acesti vectori se intilnesc sau se
pot intilni intre €i ca si formeze anumite noi domenii de cerce-
tare, astfel ca evolutia matematicii sd apard ca ¢ urmare
fireascad ale acestor compuneri vectoriale, petrecuti in
decursul timpurilor.

— O asemenea schemi vectoriald fixeaza, in adevir,
diferitele aspecte ale evolutiei matematice printr-un sir de
sisteme vectoriale, spune autorul, observind ca méirimea
vectorilor sau directia lor se schimba ; anume, intr-o epoci
vectorul geometriei creste repede, in timp ce alti vectori ramin
oarecum pe loc, iar in alta, vectorul analizd are o crestere
acceleratd, ori, ca in epoca moderna, vectorul {eoriei multimii
s-a desprins din domeniul analizei s.a.m.d.

— Si ca o consecintd a acestui fapt, vid ci spune mai
departe, tot el: ,aceste schimbiri care s-au produs fie in
timp, fie cerute de modelul unei anumite culturi, ne face si
stabilim o deosebire intre isforia si evolufia culturii matema-
tice. Istoria este o descriere a evenimentelor trecute, asezate
fn ordine cronologica, impreuni cu unele discutii asupra
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Grigore C. Moisil

relatiilor (de pildd cauzale) ale acestor evenimente, pe cind
evolufia este procesul de schimbare, un proces in care diferitele
forme sau structuri se transform& in forme sau structuri
imbunatitite, motivate, in general, de anumite forfe a ciror
natura depinde de tipurile, de formele sau de structurile
implicate. Isforia culturald stabileste evenimentele culturale
particulare, pe cind evolufia culturald aratd schimbarile pe
care le suferd formele acestei culturi.

— Cu alte cuvinte, dupa cite vad, autorul pune accentul,
in primul rind, pe evolulia culturald si trece istoria culturald
pe planul al doilea ! In discutiile pe care le purtam noi odini-
oard, unchiul tiu cu mine, ne straduiam sa privim evolutia
unei anumite probleme din matematici din punct de vedere
istoric.

— Da, dumneavoastra ati tratat evolutia culturii matema-
tice in sine, din punct de vedere istoric, ldsind deoparte actiu-
nile diferitelor forte sau imprejurari care si-au spus si ele
cuvintul in decursul acelei -dezvoltdri, cu toate cd aceste
aspecte se influenfau reciproc! Ca si fim mai concreti, ar fi
binc s& ne referim la un exemplu particular.

— Bine, daci alegem conceptul modern de funcfie, consta-
tim ci el a trecut prin diferite etape, unele rezultate din
argumentele aduse de diferitele scoli, iar altele cerute de
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nceesitatea de a generaliza aceastd noliune astfel ca ea sa
satisfacd la anumite cerinte.

— Stiu ca mata ai cartea matematicianului Gr. C. Moisil,
Stiinfd gi umanism, in care au fost adunate multe dintre
sclipitoarele lui gindiri. N-ai vrea si citim de acolo despre
funcliile recurente 7

— Cu draga inima ! Uite cartea.

— Am gasit ceea ce cautam, la pagina 197 : ,,0 anumiti
alitudine in filosofia matcmaticilor, numitd intuifionism,
a indemnat pe matematicieni si studieze din ce in ce mai
mult actul de numirare, trecerea de la 1 la 2, de la 2 la 3
s.a.am.d. — scurt, ceca ce se numeste rationament prin re-
curenii. Teoria funcliilor recurente este un nou capitol
al matematicii. Marele matematician si ginditor sovietic
A. A. Markov a privit altfel problema. Atuncicind construiesc
un obiect, trebuie sd am o retetd, un proiect de constructie.
Aceasta observatie insi este valabila si cind construiesc un
obiect matematic ; trebuie sid-mi dau un algoritm de construc-
tie. Si A. A. Markov, pentru a satisface cerintele sale filosofice
weonstrucliviste a creat o Teorie a algoritmului. Un algoritm
esle un sir de reguli fixe. O funclie recursivd e ceva care ne
face sa trecem de la 11a 2, de la 2 la 3 s.a.m.d. Ca in fond,
ele sint acelasi lucru, aceastae o teorema. Ci ele dau modelul
unei mecaniziri, deci cad ele se apropie de munca pe care o.
face calculatorul, iatd un lucru pe care incepem si-1 intelegem*.

— A venit foarte la timp interventia ta. Ea a pus mai
clar in evidentid ratiunea de a fi ale acelor schimbari care
stabilesc evolufia notiunii de functie. Procesul isforic insi
s€ leagi de relatarea evenimentelor care au aparut in timpul
evolutiei notiunii de functie. De pild&, discutiile lui d’Alembert
cu Euler si Johann Bernoulli in legdturd cu problema coardei
vibrante, sau acelea care s-au ivit o dati cu lucrarile lui
Fourier despre seriile trigonometrice si, mai ales, contributiile
Iui Dirichlet, Riemann, Weierstrass, etlc. la precizarea notiunii
de functie !

— Da, am putea considera cd faptele istorice ilustreazi si
descopera totodata modelele culturale si fortele care an cauzat
un anumit proces cultural.

— Cred céd istoria logicii ar putea ilustra cit se poate de
bine aceasta !

— Sa incercam. Descoperitéd de filosofii greci, logica a pa-
truns in matematica greacd si prin ea s-a dezvoltat mefoda
ariomalicd. Elementele lui Euclid cuprind primul exemplu,
de deduceri logice. Atit in filosofie, cit si in matematica,
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Logica a trecut prin fazele sale medievale ca apoi, datoriti
lui De Morgan si Boole, si se dezvolte logica simbolicd, devenind
astfel, in secolul al XX-lea un domeniu independent al ma-
tematicii sub numele de Logica matematicd. L.ogica matematica
s-a difuzat repede, atit in Fundamentele matematicii, oit si in
Programarea matemaficd. Fara aceastd raspindire a metodelor
si conceptelor matematice nu ar fi putut exista cultura tehno-
logicd actualid si nici dezvoltarea moderni a matematicii
care gi-a gasit aici modele noi pentru diferite alte teorii ma-
tematice.

— As propune si ascultim, din nou, péirerile matematici-
anului Gr. C. Moisil, specialist in acest domeniu : ,De vreo
sutd de ani logica a intrat pe figasul matematizérii. Progre-
sele ei ca logicd matematicid au fost mari. S-au creat capitole
noi, cum e logica relatiilor ; s-au dezvoltat capitole abia
abordate inainte, cum e logica propozitiilor; s-au introdus
idei adinci, cum e teoria tipurilor ; s-au valorificat nuante ;
s-au dovedit rezultate tulburatoare, cum e teorema de incom-
pletitudine a lui Godel (care afirmi cé fata de orice formalizare
propusi pentru aritmetica, exista propozitii aritmetice ade-
varate, care nu pot fi obtinute in cadrul formalizarii consi-
derate. Adicd nici o formalizare nu poate cuprinde intreaga
Aritmeticd), imposibilitatea caracterizirii complete a nume-
relor naturale, doveditd de Skolem, independenta teoremei
alegerii, demonstrati de Cohen (axioma alegerii afirmi c4,
fiind data o familie de multimi disjuncte nevide, existi o
multime care contine cite un element si numai unul din fiecare
multime a familiei; independenta axiomei alegerii const&
in faptul ci nici ea, nici negatia ei, nu vin in contradictie cu
celelalte axiome ale teoriei mulfimilor)”“. Mai departe (p. 195)
el completeazi cele spuse: ,Logica matematicd schimba
orizontul disciplinelor axiomatizate. Se sperase cd o data
formalizati si axiomatizati, despre o disciplind deductiva
se va putea spune ci nu poate duce la contradictie. Paradoxul
lui Godel aratd cd o astfel de speranfa nu poate fi simplist
realizati Se credea ci numirul natural, adici numszrele 1,
2, 3, 4. ... nu ridicd nici o dificultate. Paradoxul lui Skolem
arati ci aceste numere naturale nu sint asa de simple cum par*”,

— S3 privim acum si celilalt punct de vedere, acela ci
matematica este o substructurd a culfurii generale. In acest caz,
ca si in alte substructuri, matematica a trebuit sa fie supusi,
fo decursul dezvoltirii ei, la diferite influenfe impuse de
necesititile sociale.
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— Aceasta se videste prin multe exemple. Unul ar fi
chiar numele de geomelrie, care in greceste inseamna mdsurarea
pdmintului, pe care grecii au dat-o, traducindu-i intelesul
ce-1 avea la egipteni, acelei stiinte pe care ei au creat-o si,
care, nici pomeneald nu-i s se mai ocupe cu asemenea ma-
suratori ! Ei au ficut din geometrie o stiinta teoretici si
logica.

— Da, sau daci ne apropiem de epoca modernd, constatim
¢4 matematica a fost constrinsi, datoritd cercetirilor din
domeniul fizicii, facute de Galileu si alti fizicieni, s& giseasca
metode pentru determinarea vitezei si acceleratiei unui
corp in miscare, adici si cerceteze problemele legate de fe-
nomenele instantanee pe care nu le considerase niciodata
pind atuneci. Prin Calculul diferential si inlegral putem afirma,
ca a inceput epoca moderna a matematicii.

— i studiul teoriei céldurii sau a sunetulul, in secolul al
XIX-lea, ofera un exemplu de infiuéntf a problemelor din
domeniul Fizicii asupra obiectului matematicii, care a avut
loc in timpul perioadei de tranzitie de la lucrarile Iui Newton
si Leibniz la matematica secolului al XX-lea. Tot aga, cerintele
tehnice ale celui de-al doilea rizboi mondial au contribuit
la inventarea calculaloarelor electronice, au stabilit {feoria
informafiilor, teoria jocurilor etc.

— O forta dintre cele mai stabile, care actioneazi fn
evolutia culturald a matematicii, este aceea care conduce
la procesul de unificare dintre doui sau mai multe concepte
matematice independente, ori teorii matematice, ori metode
matematice independente, astfel ca si formeze o siructurd
noud, avind un potential mai mare decit fiecare dintre compo-
nente in parte. Iatd citeva exemple : Unificarea algebrei si a
geometriei a condus la crearea Geometriei analitice. Unificarea
noliunilor de proiecfie, asa cum erau ele folosite la facerea
hartilor, cu acelea ale geomefriei euclidiene au format Geometria
proiectivd. Prin legarea algebrei cu logica s-a format Logica
matematicd. Teoriile matematice unite cu teoriile fizice au condus
la crearea Fizicii matemaiice s.a.m.d.

— O altd consecinta interesant, care rezult din faptul ci
descoperirile matematice sint privite ca ficind parte dintr-un
proces cultural, este aceea ci inliturai, stergind cu buretele
— adicd dindu-le o explicatie plauzibili — toate contro-
versele asupra prioritatilor in legituri cu marile descoperiri.
Cum ? Foarte simplu : ,,Cind un sistem cultural se dezvolti
pind la un nivel la care un concept sau o metodi sau o teorie
este pe punctul de a fi inventats, atunci se ivesc mai mulfi
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Carl Friederich
Gauss

cercetdtori care sint preocupati de acea problemi si care au
toate conditiile pregitite ca sa stabileascd, independent unul
de altul, aceeasi solufie, in acelasi timp. Solutia se prezinti
ca o noud combinatie, sau sintezi de elemente, in curentul
interactiv al culturii®.

— i cind te gindesti cit singe rau si-au facut, de-a lungul
secolelor, atitia matematicieni, care cu buni-credinta ciutau
argumentele prin care si sustini prioritatea favoritului lor
contra celuilalt, care, si el de buni-credinta se simtea ndpastuit
degeaba ! Din multimea atitor cazuri as aminti numai celebrele
dispute dintre Newfon si Leibniz cu privire la descoperirea
Calculului diferenfial sau dintre Jdnos Bolyai, Gauss si
Lobacevski in legatura cu Geomelriile neeuclidiene !

— Mi s-a parut foarte interesant ca R.L. Wilder mentioneaza
anvmite legi care guverneazid evolutia matematicii. Dar
el nu conferd acestor legi un caracter de imuabilitate, ci
namai unul analog legilor fizice, adica acela de a avea o mare
posibilitate in a se repeta. Jata citeva dintre ele :

»Prima demonstratie a unei teoreme importante este
urmati, de obicei, de altele mai simple.

Daca dezvoltarea unei teorii matematice depinde de uni-
ficarea anumitor concepte, atunci aceasta unificare va avea loc.

Continua evolutie a matematicii este insotitd de o crestere
a rigurozitatii. Fiecare generatie de matematicieni considera
ci este necesar si justifice, sau sa arunce, presupunerile tacite,
facute de generatiile dinainte.
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Un sistem matematic evolueazid numai prin abstractiziri
mai adinci, ajutat de generaliziri si unificiri etec.

In ultimele decenii, matematica are o aplicatie tot mai
largd in celelalte domenii stiintifice, tehnologice sau cultu-
rale. Ea este in general folosita fie ca instrument sau limbaj,
fie ca o sursa a configuratiilor conceptuale. Folosirea matema-
ticii ca limbaj s-a dezvoltat mult, nu numai datoritd calcu-
latoarelor electronice, ci prin aplicarea rezultatelor din alte
ramuri ale matematicii ca : logica matematici, matematica
constructiva, teoria combinatoricd etc. Rolul matematicii
in dezvoltarea altor stiinte apare si ca sursa a configuratiilor
conceptuale. Pentru Einstein, Calculul lui Ricci si Geomelria
riemanniand asteptau gata pregitite. Pentru un fizician
matematica nu-i numai un instrument cu ajutorul ciruia
~se pot calcula fenomenele, ci si izvorul conceptelor si a
principiilor cu ajutorul cireia se pot crea teorii noi“.

— Aceste observatii pe care autorul le-a legiferat dovedesc
cd matematica face parte din adincul fiintei lui. Pe cind le
citeai, imi risidreau in minte unele observatii pe care le facea
fn mod spontan si Teodor Solonar, atunci cind ne prindea
noaptea prin padure, intorcindu-ne spre casd, sau zorile,
fn zilele ploioase. . . Dar mai ales mi-am amintit de o discutie
foarte insufletita, ce am avut-o cu.el, prilejuitd de un articol
asupra ,,Istoriografiei matematicii'de la Proclus la Cantor*
la recenzia cédreia lucra atunci.

— Mi-ar face mare plicere si reconstituim convorbirea
aceea, fiindca si Wilder face citeva observatii asupra modului
in care ar trebui scrisa istoriografia matematics, tinind seama
de faptul ci matematica ar trebuj privitd ca un sistem cultu-
ral. El citeaza chiar citeva lucrar asupra istoriei matematicii
din antichitate, in care s-au si introdus consideratii asupra
metodelor axiomatice sau ale aparatului logic. El insistd ci
este necesar ca, realizindu-se statutul cultural, si se adauge
noi puncte de vedere, prin care si se cerceteze rolul pe care
il joaca atit fortele de unificare sau de selectionare, cit si
simbolismul, abstractia etc., in evolutia matematicii.

— Ei bine, discutiile noastre atingeau uneori si aceste
puncte, dar nu in mod programat, ci ca nisgte sclipiri momen-
tane, cirora nu le dideam nicio importanta.

— Da, stiu, si totusi in mine mai triieste atmosfera aceea
de buni dispozitie care se ivea de indata ce ibricul cu cafea
apirea pe masi... In privinta istoriografiei matematice e
adevirat ca prima lucrare de acest gen a ramas de la Proclus
Diadohul, care a triit prin secolul al V-lea §i a scris printre
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altele un Comentariu asupra lui Euclid. In aceasti carte el
nue di numai referinte istorice asupra matematicii grecesti,
numindu-1, de pild3, pe Tales care a adus geometria din Egipt,
ci aratd ca prima istorie a matematicii a fost scrisd de cétre
Eudemos din Rodos, in secolul al IV-lea i.e.n. si apoi vorbeste
despre o alta scrisa de Geminos din Rodos, prin secolul I e.n.
Datoriti lui Proclus s-au péstrat pina acum multe fragmente
din istoria matematicii scrisd de Eudemos, asa ci, cu drept
cuvint el a facut opera de istoriografie matematica.

— Cind recenza lucrarea lui Struik, despre care ti-am vorbit,
avea pe masa lui o mulfime de cirti. Eu voiam si-1 las sa
lucreze, dar el nici nu a vrut si auda, motivind ci aceea e
treaba pe care o face cind e singur, nu cind are cu cine sta
de vorbi. Uite, ai aici — a continuat el — cea mai scumpa
comoard din cite exista pe acest pamint, cici in aceste carti
nu-s numai gindurile celor ce le-au scris, ci sint concentrate
si gindurile sutelor de matematicieni incepind din cele mai
vechi timpuri de cind existd omenirea.

— Ei s3 nu exagersm, i-am rdspuns eu, doar nu vrei s&-mi
spui cd Adam a pus bazele matematicii ?

— Nu o spun eu, ci o afirma Iosif Flavius, care a scris
istoria poporului evreu. In cartea I a acestei istorii el afirma
ci descedentii lui Adam au descoperit matematica si astro-
nomia, cd ei au prezis potopul si ca sa Seth a sdpat cunostin-
tele Ini matematice pe douid coloane...

— Cunosc eu povestea asta, numai cd un alt scriitor, mai
competent, a ardtat cd losif Flavius al matale s-a inselat,
fiindca el a confundat pe Seth cu Sesostris, regele Egiptului,
si e adevarat ca coloanele lui Sesostris au aparut cu inscrip-
tiile sapate pe ele dupa ce s-au retras apele potopului.

— Asa o fi spunind istoria matale, dar eu am luat povestea
cu Seth, nu din Flavius, ci din prima carte de geometrie pe
care a scris-o celebrul matematician francez din secolul
al XVI-lea, Pierre de la Romée cunoscut sub numele de
Ramus, primul profesor de matematici din Paris, care a fost
cmorit in noaptea de Sf. Bartolomeu, in 1572 | Dar daca nu
te emotioneazi aceastd noutate, atunci si o luim cuminte,
de la cartea lui Proclus ! :

— Vezi, asa m-a luat atunci unchiul tau in focuri, ca apoi
sd-mi citeasca fragmentele lni Eudemos despre cuadratura
lunulelor stabilite de Hipocrat, apoi despre Pitagora si scoala
lui matematicd si s tragid concluzia ca matematicienii greci
erau indragostiti de obiectul matematicii in sine si de
aceea notiunile matematice au jucat un rol important in
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sistemele lor filosofice, in special in scoala lui Pitagora si in
aceea a lui Platon. Imi mai amintesc de plicerea cu care el
mi-a atras atentia asupra ,,Colectiei matematice in 8 carti,
dintre care insi prima s-a pierdut, iar a doua existi numai
fn parte, scrisa, probabil prin secolul al I1I-lea de céitre Pappus
din Alexandria. Imi ariita ci aceasta este foarte prefioasi
nu numai pentru informatiile pline de competenti, despre
problemele de geometrie stabilite de matematicienii grec i
si pierdute, printre altele, acelea ale Iui Euclid si Apollonisus
dar mai cu seami pentru multimea informatiilor legate de
istoria matematicii |

— Da, si mie mi-a vorbit odati de Pappus cu incintare,
ardtindu-mi ci prin el incepe epoca comentatorilor si se sfirseste
aceea a producerilor originale. Matematicienii care i-au urmat
s-au marginit si-1 imite pe el, comentind lucrarile inaintasilor.
Dar as mai adduga ci tot la sfirsitul secolului al IV-lea, proba-
bil ca sub influenta cirtilor lui Pappus, filozoful Augustin
a ardtat in lucrarile lui o deosebiti admiratie pentru matema-
tica. Astfel, prin autoritatea sa, filozofii scolastici au considerat
ci matematica este demni de studiat.

— Cit de deperte erau ei de cele ce afirmid N. Bourbaki
in Elemente de istorie a matematicii | Imi amintesc perfect ci
scrie : ,,Adevirul matematic consta in deducerea logici bazata
pe anumite premise puse in mod arbitrar de axiome®.

— Nu o spune numai Bourbaki, ci toti matematicienii,
de acum !

— Bine spus ,,de acum®, céci au trebuit vreo trei secole
ca si se inteleagda acest lucru!

— 1In cele trei secole care au trecut s-au stabilit atitea
lucruri frumoase in istoria matematicii si ma gindesc cu jind
la acelea pe care le-ati discutat pe-ndelete cu Badia ! Tare
mi-ar fi placut sa le fi auzit si eu ! De pilda, zilele trecute
am dat peste problema taurilor Soarelui...

— Aij dreptate. Prietenul meu si unchiul tiu avea darul
sd adulmece problemele pe care o dati ascultate, si nu le
mai poti uita. Printre ele a fost si aceasta si multe altele. Eu
mi-am notat cite ceva despre ele si, dacd te intereseazi
vino s le discutim, ca si cum ar fi si prietenul meu cu noi.
Impreuna sper si facem fati dificultitilor. In cartea ,,Ulti-
mele ginduri, scrisd de H. Poincaré si publicatd dupid ce
autorul nu mai era in viatd, am gisit acest gind : ,,Oamenii
nu se inteleg, pentru cd nu vorbesc aceeasi limbi si exista
limbi care nu se invati“. Noi, din fericire, vorbim aceeasi
limb4, asa cd ne vom intelege.
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PROBLEMA
DESPRE TAURII SOARELUI

Intr-o vari, prietenul meu Teodor Solonar din Cimpulung
Moldovenesc m-a invitat la el. Am primit cu bucurie, gindin-
du-m3 la plimbirile ce le vom face prin maiestuoasele paduri
citre muntii din apropiere, cavaleri supusi ai voeievodului
Raridu, si care poarti pe crestet, drept coroani, Pietrele
Doamnei.

Dar dupd citeva zile senine vremea s-a stricat. Din cer-
dacul cu geamlic priveam cum se zbate in picli conturul
muntilor sau urméream goana burhaiului! pe deasupra padu-
rilor, ca un fum dens si alb, de parcé ploaia ar fi aprins copacii.
fntr-o dimineats, pe cind norii se ociirau cu inversunare
scipirind fulgere de minie, prietenul meu, pasionat matema-
tician, aduse un caiet si, punindu-l pe masa din cerdac, imi
spuse : '

— Vrei si dezlegdm problema taurilor lui Helios ?

— A taurilor lui Helios ? intreb eu nedumerit. Pare mai
degraba o problemad de mitologie decit de matematica.
Stiu ¢d Homer povesteste despre ei in cintul al XII-lea din
Odiseea. Asculta versurile...

— Se poate, mi-a raspuns prietenul dupéd ce m-a ascultat
fara sa ma intrerupa. Dacé le-ai spus bine sau rdu n-am de
unde s-o stiu, ritmul insi l-ai pastrat perfect. Eu le cunosc din
traducerea lui Murnu, pe care o am aici:

»lar cind scidpiram noi de stinci, de Scylia
St de Charybda cea cumplita, iatd

Ne pomenim la insula cea sfinta

A zeului. Acolo erau boii

Cei mindri si frumosi, oi multe grase

De-a Soarelui. . .“

— Te ingeli, i-am raspuns eu, tu mi-ai citit numai inceputul,
pe cind eu ti-am recitat si versurile in care se arata ca nenoro-

1 Ceatd (rara) care se ridicd dupd ploaie.
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cirea lui Ulise a inceput atunci cind tovarasii lui, indemnati
de Evriloh, s-au ospatat cu boii cei grasi ai Soarelui. Nu vid
insd cum s-ar putea tese o problemd matematica din firele
acestei tragedii.

— Dar nu s-a gindit nimeni la tragedia lui Ulise. Autorul
problemei se intreaba doar citi tauri si cite vaci pisteau atunci
pe insula Siciliei ? El e curios s& afle cit de mari erau turmele
atotputernicului Zeus, cel care s-a putut minia asa de cumplit
pe niste bieti oameni lihniti de foame.. .

— Se vede ca autorul tiu n-a cunoscut Odiseea ! Eu stiu
foarte bine cit de numeroase erau acele turme, cici i-o spunea
Circe lui Ulise cind ii prevestea nenorocirile ce-i stiteau in
cale. Nu-ti aduci aminte de inceputul cintului al XII-lea ?
,Vei sosi in insula Trinacria, unde pasc boii si oile Soarelui,
cite 7 cirezi de fiecare fel si fiecare de cite 50 de capete. Aceste
vite nu fati si nici nu mor si nici nu imbétrinesc, iar fetele
Soarelui, acele zine cu pir de aur, pasc turmele.. “

— Asa spunea Circe, care nu-si batea capul cu matematica.
Dar autorul problemei considerd cd Helios, zeul soarelui,
putea dispune de turme mai bogate decit acelea amintite
de ea. Nu cred ca Circe avea o nofiune prea precisd despre
numere. Pe vremea ei, 50 era un numar foarte mare si ma
indoiesc ci ea ar fi putut si-1 intuiasca.

— Daca problema ta este destul de simpld, citeste-o, si
vid ce voi intelege din ea.

— Bine, intii ascult-o si apoi vom sta de vorba :

,»Calculeazi-mi, prietene, numairul vitelor cornute ale lui
Helios, dar si te gindesti serios, daca ai pretentic de om
de stiinta. Cite pasc in cimpiile Siciliei, insula cu 3 unghiuri?
Ele se impart in 4 cirezi de culori diferite. Unele sint
albe ca laptele, altele de un negru strilucitor, altele
rosii, iar ultimele biltate. Fiecare cireadi are un numir
mare de tauri si sint unii fatd de altii in acest raport :

1 1

1. Cei albi sint atitia cit > si 3 impreund din cei negri

plus toti cei rosii;

1
- si 5 din cei baltati, plus toti cei

2. Cei negri sint cit p

rosii ;

1 1
3. Cei baltati sint 3 si < din taurii albi, plus numirul
total al celor rosii;
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1 1
4. Vacile cele albe sint 3 + ; din intreaga cireadd neagri

1 1
5. Cele negre py + 5 din toatd cireada baltatd, cind wvacile

pasc la un loc cu taurii;

1 1
6. Cele biltate fac 5 + ¢ din cireada vitelor rosii ;

1 1
7. Cele rosii fac cit 5 =+ Py din toatd turma albi,

Dacé-mi spui numirul cornutelor Soarelui, separat numa-
rul taurilor bine hréniti si pe cel al vacilor, si cite din
fiecare culoare, nu vei fi considerat nepriceput sau neiscu-
sit in calcule, dar nu vei fi socotit nici printre invatati.
Caci iatd ce se mai stie despre aceste vite ale lui Helios :

8. Atunci cind multimea taurilor albi se uneste cu aceea
a celor negri, ei formeazi impreund o figura patrata, iar
marea lor intindere umple toata suprafata insulei cu trei
unghiuri.

9. In fine, daci taurii rosii se asazi pe rinduri, impreuni
cu cei baltati, incepind cu unu si crescind succesiv cu cite
unu, ei formeazd o figura de forma unui triunghi, fara sa fie
printre ei tauri de alti culoare si fiard si se remarce absenta
acestora. Daca vei afla §i vei putea arita care sint aceste
numere, atunci inainteaza glorios si triumfitor, prietene,
convins fiind cid esti un om desivirsit in aceastid stiintd“.

— Dupa stil, as zice cd problema este o traducere.

— Desigur, ea a fost scrisi in versuri grecesti. Cuprinde
22 de distihuri, hexametri alternind cu pentametri.

— Am mai intilnit in antologia greaci probleme scrise
fn versuri. Ele sint numite epigrame. fmi aduc aminte, de
pilda, de aceea in care se cerea si se afle cit cintireste statuia
Minervei : ,Eu sint o Minervid de aur masiv. Metalul este
un dar al tinerilor poeti...“ Sau de aceea cu bazinul de ap4,
pe care-l umplea o cismea in chip de leu: ,,Sint un leu de
bronz, doui izvoare curg din ochii mei, altul din botul meu
si altul din laba mea dreapti. In doui zile ochiul meu drept
umple bazinul, ochiul meu sting in trei...“ si asa mai
departe, intrebarea fiind in cit timp se umple bazinul cind
toate izvoarele curg impreuni.

— Intr-adevir, problema taurilor este o epigrami, desi
cuvintul nu-i potrivit !

— Se prea poate, dar e o numire consacrati. Grecii au
numit astfel inscriptiile, adesea in versuri, gravate pe monu-
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mente, morminte sau statui. Dar chiar din epoca alexan-
drini, epigramele nu se mai compuneau pentru a fi inscrise
pe monumente, ci ca sa fie cititein diverse ocazii, ca poezii.
insi, in culegerile care le-am cercetat eu n-am intilnit
nici una cu taurii Soarelui, desi nu exagerez daci-ti spun
cd am gasit vreo 40 de probleme-epigrame.

— N-avea cum si figureze in vechile antologii grecesti,
pentru ca aceasta a fost descoperita de-abia in 1773, de catre
Lessing, intr-un manuscris necercetat pinid atunci.

— Lessing ? Celebrul scriitor si dramaturg ? S-a ocupat
de matematici ?

— Un motiv in plus ca si te apropiisi tu cu mai muita
dragoste de ele !

— Totusi, nu-mi vine si cred ! Am citit Minna von Barn-
helm, Emilia Galotti, Nathan infeleptul, am mai citit Scriso-
rile privitoare la literatura cea mai recentd, Laocoon si arti-
colele din Dramaturgia de la Hamburg, dar niciieri nu am
dat de vreo aluzie, din care si deduc cd el ar fi scris ceva
despre problema taurilor sau despre oricare alti problemi
de matematici !

— Nu ai giasit-o fn lucririle despre care-mi vorbesti,
fiindcd Lessing a publicat-o intr-o culegere de texte grecesti,
urmate de comentarii. Manuscrisele acestor texte se aflau
in biblioteca din Wolfenbiittel. El le-a gisit, le-a cercetat
si publicat in 1773, pe cind era bibliotecar acolo.

— Da, cunosc aceasti ultiméi si amara partea a vietii Iui.

— Desigur cd viata lui era amard din clipa cind isi ter-
mina serviciul de bibliotecar; dar poti t&gidui oare, ci
acolo, in bibliotecd, nu traia el clipe de desfitare ? Cind
rasfoia céartile din jurul lui sau g#sea vreun manuscris
nedescifrat incd, uita de mizerie ! Imagineazi-t{i ce surprins
trebuie sa fi fost cind a dat peste aceste rinduri ; ,,Problema
pe care a propus-o Arhimede intr-o scrisoare catre Eratos-
thene din Cyrene, acelora din Alexandria care se ocupid cu
asemenea lucruri I“.

— Asadar, problema a fost compusa de Arhimede ? De ce
nu mi-ai spus-o de la inceput ? Ai considerat ca-i mai intere-
sant sa o invilui in mister !

— Nu o invalui eu, cd era gata inviluita in mister, de
fndata ce se afirma c& autorul ei este Arhimede !

— Cum asa, nu-i negru pe alb ?

— O fi, dar Lessing, care stia probabil si el atita greaca
cit si tine, a pus la indoiald autenticitatea problemei. De
aici s-au stirnit o multime de discutii!
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— Cred si eu ! Numai ca, nu inteleg cum ar putea afirma
cineva, care nu cunoaste indeaproape opera lui Arhimede,
dacd o problema e scrisd de el sau nu ?

— Nu gresesti punind in acest fel intrebarea, numai ci
atunci si chiar mai tirziu, in tot cursul veacului al XIX-]ea,
matematicieni mult mai competenti ca tine si ca mine au
admis parerea lui Lessing, fara sa se sesizeze de faptul ci el nu
cunoaste indeaproape nici viata si nici opera lui Arhimede.

— Sl daca Lessing s-a 1nd01t de autenticitatea ei, cum de
a mai puhllcat—o ?

— Se vede ca problema i-a placut ! Ba i-a placut asa de
mult, incit a prezentat-o unui savant matematician din
orasul sau, rectorul Chr. Leiste, rugindu-l sa o verifice
Cici nu ti-am spus c&, in manuscrisul gasit de Lessing, pro-
blema se continud cu o notd, in care se arati rezultatul.

— De ce nu-i spui scolie, cici acesta-i termenul consacrat
in literaturd, pentru nofele care urmeazia dupid um text ?

— Fie. Aceasti scolie cuprindea, fird a indica felul in
care a fost stabilitd, urmatoarea solutie a problemei :

»Fie A numarul taurilor albi si a numirul vacilor albe,

» N » » Tnegri » U, » Tnegre
» R ”» ” r0$11 k2 r » ” rosll
2 B ” ”» baltat/l 2 b ”» ”» ba[;ate

5
A=829318560= N+R )
in total A 4-a=1 405 827 360
7
a=>576 508 800 = 5 (N +n)

9
N=59 841 120=5. B+R
in total N -n=988 300 800
9
n=391 459 680= —0 (B +b)

B=>588 644 800— - A +R
in total B-4b=3869 910 400
11
b=281265600= 30 (R+T)

R=331 950 960
in total R-4r=767 088 000

13
r=435 137 040= (A +q)
in total 4031 126 560
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Rectorul Chr. Leiste a cercetat problema si a stabilit
ci, ldsind de o parte ultimele douid conditii, numerele
ardtate de scoliast o verifica. Totodatd, el a gasit o alta
solutie, care are avantajul sa se exprim&d prin numere mai
mici. Aceasta se obtine impartind numerele aritate de sco-
liast prin 80.

— Oricum, strasnice numere ! Sint curios cit timp cer
asemenea calcule ?

— N-avem decit sa incercim ! Dupi cum vezi, afarid toarna
cu gileata !

— Atunci, hai la treabi ! Intii ajutd-mi sa traduc in
limbajul algebric si in ordinea indicatid de text cele 9 con-
ditii impuse de problemi. Cred ci e bine si pistrim nota-
tiile pe care le-ai indicat mai sus. Ce spui ?

— Desigur. Insi nu vid cum iti pot ajuta eu, fiindcd tu
ai si inceput si le scrii foarte corect.

— Ei bine ! Atunci priveste cele 9 ecuatii, pe care le
numerotez, ca in text, cu cifre romane :

I A=[L+;—)N+R

2
I N=(4l+;—)B+R
1T B=(é—+;—)A+R
IV, a=(;-+“;) (N +n)
V. n=(‘1?+;—~)(B+b)
V1. b=(;—+;—)(R+r)

VII. r=(§+;—)(A +d)
VIIT. A+N si fie un pitrat.
JX. R+4-B sa fie un numir triunghiular.

Nu inteleg de ce numerele fractionare sint exprimate ca
sumi de doud fractii cu numairatorul 1, cind era mult ‘mai
simplu sa se fi ficut adunarea lor i si se fi scris un singur
numir fractionar ?
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— Acest mod de a scrie fractiile, m-a lamurit prietenul
meu, nu-i intimplitor si nu aratd nestiinta, ci o influentd
de origine egipteani. Egiptenii priveau numerele fractionare
ca pe niste numere aparte, care reprezentau o anumitd
parte a unititii. De exemplu : o jumitate era reprezentata
printr-un semn special, corespunzitor in scriereaj noastra

| s . .
notatiei > o pitrime avea alt semn, echivalent semnului

1 « . . "
nostru; s.a.m.d. Dupd cum vezi e vorba numai de fracfit

cu numiritorul 1.

— Aceastd ‘reprezentare a fractiilor trebuie sa fi aparut
fn procesul de masurare a suprafefei unui terem, care nu
cuprindea un numir intreg de unitd}i de arie. Putea si ra-
min#d exprimatd, prin unitatea respectiva: de unitate

L
2
1 o . s . .
sau‘lt—saug . Pentru mirimea acelei porfiuni de teren ei
au stabilit atunci notatii speciale, pe care le-au privit ca
pe niste noi unitdfi de mdsurd.
— E drept, dar fractiile s-au ivit si la intocmirea calen-
darului. Anul a fost impértit in 12 luni si luna in 30 de zile.

: . . se . aoqr 1 .
Prima zi a 'lunii {era socotitd ca reprezentmdj% din-

tr-o luni, ziua a [10-a inseamn3 'deci %g = _1— din luna. Tot
asa s-au ivit fractiile si in alte procese de misurare. De aceea
egiptenii au notat fractia-tip 1 (n=1,2,3,.) cu un semn
special. "

— Mi se pare ci aceste fractii au §i un nume special ?

— Da, fractiilor cu numdiritorul 1 li se spune, uneori,
fractii alicote.

— Egiptenii au folosit in calculele lor numai fractii
alicote ?

— Se pare cé da, desi tot la egipteni au apirut, mai tirziu,

alituri de aceste fractii, si fractiile de forma 3, unde n
n
este impar (n=2p-1).
— Cred si eu ca n trebuie sa fie impar, cici dacd n este
par, fractia se reduce, prin simplificare, la o fractie alicota [
Pentru acestea, au inventat alte semne ?
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— Nu, ci le-au redus la fractiile alicote. In unul dintre cele
mai vechi papirusuri matematice ramase de la ei, papiru-
sul Rhind, care se afli la L.ondra, in Biblioteca de la Bri-
tish Museum, se giseste o tabela de descompunere a frac-

tiilor de forma Eincepind de la n=4 la n==101, in frac{ii
n
cu numdérétorul 1.
— Dar pe % nu-l descompuneau ?

— Uneori da, in %——}- ;—, fnsi de cele mai multe ori

3 .
aceasti fractie, ca SiZ’ care intervenea adesea In calculele

lor, era lisati asa. Pe toate celelalte le descompuneau. De
2 . . 1 1 1 1 2
exemplu, in loc de = ei scriau — 4 -— — — sau — =
P 5 5 + 10 + 15 + 30 29
1,1 1 1
“wntate T
— Bine, dar acest calcul pare foarte complicat. Eu nu

m-as pricepe de loc la el!
— Pentru egipteni, din contrs, aceasti reducere a fracti-

ilor de forma 2 la o suma de fractii-tip reprezintd o simpli-

n

ficare a problemei. Desi descompunerea ar fi putut fi ficuti
in moduri diferite, ea era ficuti numai intr-un singur fel,
asa cum se arita in tabele; se constati aceasta din diferite
manuscrise matematice care au fost descifrate. De altfel,
tocmai fiindcd un calcul cu fractii era destul de greu de
efectuat, problema fractiilor a cipitat o asa de mare impor-
tantd in timpurile vechi. Descompunerea imaginati de egip-
teni a fost folosita si de grecisi s-a menfinut pini tirziu, in
primele secole ale erei noastre. De aceea nu-i de mirare ci
fntilnim fractiile din problema noastrd, scrise sub aceast
forma. Dar noi n-avem decit si le transformim dupd cum
doresti. Deocamdatd ne limitim numai la primele trei
ecuatii :

I A= §N+R sau: 6A=5N46R

II. N=2303+R sau : 208 =9B $20R

III. B=1—§ A+R sau : 42B=134 442R
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— Desi ecuatiile nu-mi par prea complicate, nu mi im-
pac cu 3 ecuatii si 4 necunoscute. Mi-aduc aminte ci ar
trebui sa fie tot atitea ecuatii cite necunoscute. Ba, daca
méi uit la intregul sistem pe care il am fin fata mea, si el
imi pare tot asa de curios, cici sint in total 9 ecuatii si
numai 8 necunoscute.

— Intr-adevir, problema are 8 necunoscute, legate in
prima parte a problemei prin 7 conditii ; la acestea se adauga
in partea a doua, fincid douid conditii. In general, ecuatiile
dintr-o problem& traduc in limbaj algebric diferitele condi-
tii la care sint supuse mérimile necunoscute. Daci numarul
conditiilor nu egaleazi pe acela al marimilor necunoscute,
ci ramine mai mic decit ele, inseamné ca sistemul de ecuatii
este nedeferminat si valoarea necunoscutelor rimine nedeter-
minatd. Cu alte cuvinte, problema poate avea mai multe
solutii, toate la fel de acceptabile si legate intre ele prin-
tr-unul sau mai multi factori, care pot lna valori arbitrare,
ca, de pilda, valorile pe care le indica scoliastul in problema
taurilor si acela la care ajunge rectorul Chr. Leiste. De
ce ? Pentru cid scoliastul indicd o solutie a problemei, in
care nu te tine seami de ultimele dou# conditii, acelea ca
»A +R este un pétrat si cd T 4+ R este un numir triun-
ghiular“. E vorba de un sistem nedeterminat de 7 ecuatii
cu 8 necunoscute.

Nici Leiste nu a considerat ultimele doud conditii, rezol-
vind acelasi sistem nedeterminat de 7 ecuatii cu 8 necunos-
cute. De aceea, din valorile obtinute de el se gésesc acelea
ale scoliastului, prin inmultire cu factorul censtant 80.
Nu-i acelasi lucru cind numirul ecuatiilor este mai mare
decit al necunoscutelor. Unei singure marimi nu-i potfi
impune sa satisfaca mai multe condifii diferite, c&ci aces-
tea sint in general contradictorii. Cind se intimpla asa,
problema este considerata imposibila §i nu are solutii.
Dar s-ar putea ca, desi aparent numairul ecuatiilor sa fie mai
mare decit numéirul necunoscutelor, unele dinire ecuatii si
repete sub alta form# anumite conditii puse anterior si,
in acest caz, numairul ecuatiilor si fie egal cu cel al necunos-
cutelor. Atunci problema are o solufie unici, desi aparent
parea imposibila. Cum se prezinti problema taurilor vom
vedea pe parcurs ; deocamdatd si rezolvidm si noi sistemul
nedeterminat pe care il avem in fatd. Am putea incerca si
eliminim pe N si B.
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— N poate fi usor eliminat dacd inmultim prima ecuatie
cu 4 s5i 0 adunim la a doua. Avem in acest caz: 24A=9B 4
-+44R.

— Intr-adevir, si considerim acum sistemul

24A=9B+44R
42B=13A +42R

si sa procedam la fel.

— Da, dar aici 9 si 42 au ca factor comun pe 3, asa ci
prima ecuatie o voi inmulfi cu 14 si a doua cu 3. Prin
adunare se obtine :

297A=7T42R saud = 2 R
297.

— Ai obtinut pe A in functie de R. Mai departe sper ci
nu mai am nevoie si intervin.

— Cred si eu. Din primele doua ecuatii gisesc pe N si B

N="" R B=%FR
99 891

— Atunci hai si rezolvam si celelalte patru ecuatii care
urmeaza.

Intii am si le scriu sub forma :

7 11
V. a= —(N+n) VL b= (R+1)

! o= _ 13
V. n=2(B+b) VIL =5 (4 49

Cred cd ar trebui si inlocuiesc pe A, B si N si apoi si
vdd ce obtin.

" — Poate ci ar fi prea complicat. Ai putea incerca aceeasi
metoda de mai inainte, anume si elimini pe n din ecuatia
a IV-a si a V-a, apoi din ecuatia pe care ai 5-0 gasesti si
din a VJ-a pe b si apoi, din noua ecuatie si a VII-a pe r.
Al s§ gasesti astfel o ecuatie care contine numai pe a si 4,
B, N. Aici poti inlocui pe 4, B si N cu valorile cunoscute
5i vei obtine pe a in functie de R. Ca si gasesti acest rezultat
deodats inmulfeste ecuatia a JV-a cu 4800, a V-a cu 2 800,
si a VI-a cu 1260, a VII-a cu 462 si le aduni.
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— Intr-adevir, in acest caz avem:
4 800a 42 800n 4-1 260b +462n=2 8C0 (N +n )+
41260 (Bd-b)4-462 (R4r)+143(A +a)
sau:
4 657a=2 800 41 260B 4-462R +143A

fnlocuind, ficind adunirile si eliminarea numitorului,
ramine

2402120
297 4657

Acum fnlocuiesc pe a in ecuatia a VII-a si-l aflu pe r, In
ecuafia a VI-a il aflu pe b, iar din ecuatia a V-a il gisese
pe n.

Dar, drept si-{i spun, mi finspdimintd atitea calcule,
Vezi ¢ n-am avut ribdare si-l1 inmultesc nici pe 297 cu
4657,

— Nici nu era nevoie. Ba e mai convenabil si descompu-
nem numdiritorul si numitorul in factori primi, pentru even-
tuale simplificari in calculele ulterioare. Cied c&-ti mai
aduci aminte de numerele prime ?

— Ceva in legdturd cu divizorii unui numair ?

— Da. Orice numir natural in afard de 1 are doi sau mai
multi divizori adici se imparte exact prin doui sau mai
multe numere intregi. De pilda, numairul 2 se fmparte exact
cu 1 i cu 2, numirul 3 cu 1 si cu 3. Acelasi lucru il putem
spune si despre numerele 5, 7, 11, dar nu despre 6. Numirul
6 are 4 divizori pe 1, 2, 3, si 6, jar 12 are ca divizori
numerele, 1, 2, 3, 4, 6 si 12. Sint numere prime acelea care
au numai 2 divizori (pe 1 si pe el insusi), si neprime celelalte.
Numerele prime au fost cunoscute de catre matematicienii
din scoala lui Pitagora.

— Atunci, hai si-1 descompunem pe a. Avem :

_ 2:3:5:7:23:373 o
33.11.4 657

Din ecuafia a VII-a urmeazi:

r 13-46-489
32-11-4657
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Apoi din a VJ-a
2%.5-7-76
- 5 1 R
3%11-4657

si, in fine, din a V-a

- 2-17-15991
3211-4 657
— Dupa cum vidd, am exprimat 7 dintre necunoscute
cu ajutorul lui R. Dar R poate lua orice valori?

— Desigur ci nu ; numai acelea care, inmultite cu oricare
dintre fractiile de mai sus, vor da ca rezultat un numadr
intreg. Aceasta fiindcd e vorba de un numdr de vite cornute
care pasc pe un cimp. Rezultd dar ci R trebuie si fie divi-
zibil cu produsul 3¢-11-4657=4 149 387.

— Asadar, R=3%:-11-46572, unde x este un numéar
intreg oarecare i, {inind seama de aceasti valoare a lui R,
rezulti ca cele 8 necunoscute sint:

A=2-3-7-53-4657x=10 366 482z
N=2-32-89-4657x =7 460 514z
B=22-5-.79+4657x=7 358 060z

H R= 3% 11-4657x=4 149 387«
a=2%-3-5-7-23-373x=7 206 360z
n=2-32.17-15991x=4 893 246z
b=22-3-5-7-11-761x=3 515 820«
r=32-13- 46 489xr=>5 439 213z

— Dupi cum vezi aceste valori nu coincid cu datele
indicate in scolie. Acestea sint solutiile stabilite de
Chr. Leiste. Pe celelalte le gisesti din (1) daca faci x=80.

— Drept si-ti spun- nu-mi vine si cred ci dupi atifia
ani si cu atitea alte preocupiari as mai fi fost in stare sa
rezolv o problemi de matematici, i-am spus prietenului
meu, satisficut si emofionat ca un scolar, cind am viazut
sirul numerelor gasite de mine.

— Stai, nu te grabi—mi-a rispuns el. Uiti cd obtinind acest
rezultat ,nu vei fi considerat nepriceput sau neiscusit in
calcule, dar nici nu vei fi socotit printre invitati“?
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— Nu uit si totusi ma intreb nedumerit cum de au sta-
bilit grecii acest rezultat ? Stiu ci ei nu cunosteau sistcmul
pozitional ci notau numerele cu ajutorul literelor din
alfabet. Cum s-au descurcat ei cu adunérile, fnmultirile si
fmpartirile, fira sd mai spun nimic despre descompunerile
in factori primi ?

— Pentru ei problema a fost intr-adevir foarte compli-
cati, dar nu nerezolvabili. Calculele le ficeau cu abacul
adicd numdrdloarea cu care se joacd azi copiii la gradinita
sau in prima clasd elementari. Dar nici in Europa, pina
prin veacul al XVI-lea, problema calculelor n-a fost mai
usoard , cici cifrele romane sau cele slavone nu se deosebeau
decit prin semne de acelea folosite de greci. Insi despre
calculul lor va trebui si discutam altd dati. Acum, hai, si
ne intoarcem la celelalte doui conditii impuse de problema.

— Fie | Conditia a VIII-a spunea ci A-4N trebuie sa
fie patrat, iar a IX-a ¢& R+ B sa fie un numar triunghiu-
lar. Nu cumva in aceste 9 ecuatii.vor fi mai multe conditii
decit e necesar ?

— Si& vedem. Deocamdatid trebuie i avem A4N =
=2Z2%. Adici considerind valorile stabilite in (1): n

Z?=2-3-4657x-(7-53 43-89);insa7 5343 89=1638=
=2-11-29 ceea ce di:

Z2=2t,3.11.29.4657z.

inseamni ci z trebuie ales astfel incit suma A +N si fie
un patrat. Spune-mi, deci, cit este = ?

— Nu-i o intrebare prea grea: z = 3-11-29:4657.

— Raispunsul tau mi-a dovedit ci intrebarea a fost destul
de grea! Ai observat bine c& Z ar trebui si fie format numai
din factori ridicati la patrat, dar ai uitat si-i pastrezi toata
generalitatea. Rispunsul exact ar fi trebuit si fie z=
=3-11-39-4657(2 = 4426 74¢¢2, ¢ fiind un numir intreg
oarecare.

— Ai dreptate! Introducind acest factor nedeterminat f,
adaug o nouii conditie, si, in felul acesta — t{inind seama
de IX — rezultd ca problema va avea o solutie unica! Dar,
drept sa-ti spun, nu stiu ce inseamn& un numér triunghiular?

— Un numair triunghiular este acela care se poate des-

n(n+1)
2

compune in produsul , n fiind un numar intreg

oarecare. Prin form&, el aminteste de aria unui triunghi
avind ca bazi un segment de lungime n si ca indllime ur
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segment de lungime (n+-I). Conditia a JX-a spune ci suma
R +B trebuie sid se poatad scrie ca un astfel de produs,
adicd sa avem :

nn + 1)
2

R+ B= =4657- 3 11. 29¢3(22- 5 - 79 + 3411).

Dar 22.5.79434.11=2471=7.353. De aici rezulta
"—("2& —3-7-11- 20 - 353 - 4 65722

Aceastd conditie poate fi scrisid intr-o form# mai simpla
notind 2rn+1 cu u si 2- 4657 { cu v+ Inmultind cu 8 avem:

2) 4n(n+1)=2n(2n +-2)=(u—1)(u+1)=
=u*—1=2-3-7-11-29 - 35302,
Ficind produsul, ecuatia (2) devine:
u? = 144729 4940

Avem, asadar, de rezolvat, in numere intregi, o ecuatie
de forma cv? +1=u?, cunoscuti in matematici sub numele de
ecuatia lui Pell.

Pe cind prietenul meu vorbea despre ecuatia lui Pell,
prin fata cerdacului nostru, a trecut o pereche de tineri, cu
hainele de ploaie lipite pe ei. Auzind numele Pell, tindrul a
izbuenit in ris, oprindu-se curios in fata geamului deschis.
Intorcindu-se citre partenera sa, i-a spus jucius :

— Uite Pel si nu e Pell! Apoi ni s-a adresat noud : Si nu
va suparati cd am ris, dar imi pare foarte caraghios ca nu
maj scap de acest domn Pell nici aici, in mijlocul padurii!

Ne-am uitat curiosi la el, iar prietenul meu i-a réspuns:

— Poate faceti vreo confuzie, cici acest domn Pell, de
care ati auzit adineauri, nu mai este de mult printre noi!

— Nu fac nici o confuzie sivi rog sa ma iertati dacd v-am
parut necuviincios! Dar e o coincidenta asa de nostimai,
cd, drept si va spun, n-am s-o uit niciodati. Ma refer la
matematicianul englez de la inceputul veacului al XVJI-lea,
al cidrui nume latinizat era John Pellius. La acel domn Pell,
care, pe linga cid era un bun matematician, era si un mare
savant si lingvist, dar se ldsa inselat si furat de toti din jurul
lui, incit de multe ori nu avea nici en ce sa-si cumpere cer-
neald si hirtie si a murit intr-o cumplitd séracie. Sint sigur
cd despre el vorbeati si dumneavoastrd, nu-i asa?
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— Adevirat, despre el vorbeam, a rispuns prietenul meu,
din ce in ce mai mirat. Insi daci-i vorba de el, imi pare nein-
teleasd si poate nelalocul ei expresia dumneavoastrd ,uite
Pell si nu e Pelll*

— Se poate, dar aceasta-i o glumi a noastr, care va asigur
cd nu are nimic necuviincios in ea...-asa o tachinez eu pe
nevasta mea, care-i matematiciani, cum banuiesc ci sinteti
si d-voastra.

— Daca-i asa, a rispuns gazda, daca sinteti prietenii
domnului Pell, atunci va rog si poftiti mai aproape, fiindci
prietenii prietenilor nostri sint si prietenii nostri! Poftim
sa bem o cafea impreuni, pina ce se vor mai usca si hainele
d-voastra, cici, dupd cum vid, nu via temeti de ploaie! Mi
bucur ci sintem din aceeasi breasli!

— Numai pe jumétate, si nu-s eu cel cu pricina, ci ne-
vastd-mea, arispuns rizind, tindrul in timp ce au intrat
amindoi in casi si ni s-au prezentat. Nevasti-mea a absolvit
vara aceasta Facultatea de matematica, pe cind eu sint de
vreo doi ani asistent la istorie. Dar, drept si v spun aceastd
intimplare e chiar extraordinard! Prin martie — cici noi
ne-am ciasatorit iarna a ceasta— eaa prezentat la sesiunea
stiintificd a studentilor o lucrare in care era vorba tocmai
de ecuatia lui Pell. Asa c&, va inchipuiti cred, de cite orimi-a
fost dat sa aud in casa mea de Pelll Sicite am mai avut de
indurat din cauza lui! Nici tu mincare, nici tu teatru ; la
ordinea zilei era numai domnul Pell!

— Dupid cite  inteleg, am adiugat eu adresindu-ma
tinerei, care parea intimidata, sotului d-voastré ii cam place sa
vad necajeascd, nu-i asa?

— 0, da! Insi relativ la gluma lui cu ,,uite Pell si nu e Pell®,
ea are un tilec. Ma necajeste asa de cind i-am spus ci aceasta
ecuatie poartd numele unui matematician care nu s-a ocupat
niciodati de eal De atunci...

— Bine , dar n-am dreptate? a intrebat-o sotul ei, plin
de vervi. Cit de naivi sintem noi, nematemaficienii, cind
ludm de bune cele ce afirmati voi, mafematicieniil Iata cea
mai buna dovadia ca nu sinteti infailibili.

— De cite ori ti-am spus, a protestat tinira, ca aici nu-i
vorba de o demonstratie, ci numai de o documentare gre-
sitd din punct de vedere istoric.

— Nu stiu despre ce fel de greseald e vorba, a intervenit
prietenul meu. Daci existd vreo anecdota cu privire la ecuatia
lui Pell, mi-ar face placere si o aflu si eu. Noi vorbeam
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despre ecuatia lui Pell intimplitor; ajunsesem la aceast}
ecuatie pornind de la o altid problema.

— Totul e foarte simplu, a inceput tindra cu vadita plicere.
Pe la mijlocul veacului al XVIIj-lea, marele matemati-
cian Euler, cercetind aceastd ecuatie, a numit-o, probabil din
eroare, ecuafia lui Pell, desi Pell nu a publicat nimic in
legituri cu ea. Dar o daté ce Euler a numit-o ecuatia lui Pell,
nimeni nu a mai pus la indoiald veridicitatea informatiei lui
si toti au numit-o asa. Iar astizi, desi se cunoaste adevirul
si matematicienii propun chiar si i se schimbe numele, din
obisnuinta i se spune tot ecualia lui Pell!

— Multumesc pentru informatie, a zimbit prietenul meu
curtenitor. Acum inteleg tilcul vorbelor de mai inainte!
Se vede ca si istoria matematicienilor are un cileii vulnerabil.
Fiind vorba de Euler, genialul matematician orb, greseala
e scuzabilid. Ultimii 17 ani din viatd i-a petrecut fira sa vadi de
loc, iar dac# informatiile lui istorice au suferit din aceasta
cauzi, infirmitatea nu l-a impiedicat si-si continue cercetarile
matematice cu o amploare si usurintd care a uimit pe contem-
poranii sai.

—Aveti dreptate, a aprobat noua noastrd cunostinti.
Contemporanii il numeau ,analistul incarnat“, iar Arago
a spusca Euler calcula firid nici un fel de sfortare, tot asa de
natural cum plutesc vulturii in inaltimi sau cum respira
oamenii! Cit despre ecuatia pe care vdd cd d-voastrd ati
scris-o sub forma cv2-+1=u? ea a fost cunoscutd insi din
antichitate. Desigur c¢d nu in forma ei generala, dar sub
diferite forme particulare. O gasim, de pildi in cartea lui
Diofant... N

— Ce sansil—a fintrerupt-o sotul ei, cu fata plind de
zimbet | Formidabil. Si cunosti numai o singura chestiune
din toata matematica si tocmai despre ea si ai ocazia sa
vorbesti! Asa intimplare nici la o mie de ani o datd nu se
mai intimpla! Nu gasiti si d-voastrid cid e formidabil?

— Mi se pare ci sinteti cam gelos, l-am apostrofat eu,
continuindu-i jocul.

— Da, da, asta-i asa, a mérturisit cu grabi si tovarisa
lui de viati, rosind de placere.

— Daca sint atacat din toate partile, md dau batut!
Admit si ascult a 1001-a oard aceasti poveste!l

— Atunci va rugam foarte mult, doamni, si ne spuneti
povestea acestei ecuatii pind la capat.

— Vorbeam de Diofant. Nu se poate preciza in ce epoca
a trait, insd, cum arati renumitul cercetitor al istorici mate-
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maticienilor, Paul Tannery, se pare ci prin a doua jumitate
a secolului al III-lea e.n. Tn cele sase carti de aritmetica
rimase de la el se gasesc si probleme care conduc la ecuatii
nedeterminate de gradul al doilea, ca de pilda ,,sa se constru-
fascd un triunghi dreptunghic in numere, adica sa se rezolve
in numere Intregi ecuatia x?-4-y2=q®.

— Bine dar aceasta-i teorema lui Pitagora!

— Da, e foarte probabil ca si pitagoricienii si-au propus
sa rezolve asemenea ecuatii. Se stie, de pilda, cd Platon
cunostea solutiile in numere intregi ale ecuatiilor 2z% —
—y*= 1. Se pare ci si Arhimede ar fi rezolvat in numere
intregi ecuatiile 3z2—y*=—1 si 3z*—y2=2.

Ecuatia aceasta a preocupat si pe matematicienii hindusi,
O gésim in cartea scrisid de Brahmagupta in secolul al VII-lea,
de data aceasta nu numai prin exemple particulare, ci chiar
sub forma ei generald. Brahmagupta incearcd sa gaseascd
o metoda de a o rezolva. In acest scop, el stabileste ci pentru
a afla solutiile, in numere intregi, ale unei ecuatii de forma

3) cv:+4-1=u?

unde ¢ nu este un patrat, trebuie folositi o ecuatie ajutd-
toare de forma

(4) ca? 4k=b2,

unde a si b sint numere intregi pozitive, iar k — pe care-l
numeste inferpolator — trebuie si aibd una dintre valorile :
41, &2 sau +4-4. Din aceasti ecuatie, Brahmagupta deduce
apoi ecuatia (3), folosindu-se de o lema, pe care o demon-
streaza si {i dd numele de ,principiul compunerii egalilor”.
Lema redescoperitd de Euler si apoi de Lagrange, se enunta
astfel : ,Dacid avem ecuatia ca®-+k=>% in numere intregi,
atunci exista si ecuatia

®) c(2ab)* +hr=(b*+ea?  (k£1).

E usor de observat ca ecuatia (5) se reduce la ecuatia lui Pell,
daci o simplificim cu k=42 sau cu k= --4. Dacé se poate
stabili ecuatia ajutidtoare (4), prin ea se pun in evidenta
solutiile, in numere intregi, ale ecuatiei (3), aplicindu-se
principiul lui Brahmagupta. Brahmagupta nu a dat insa o
metodd generald de formare a ecuatiei (4), el a aratat numai
unele metode empirice, stabilite prin incercari de la caz
la caz. Abia in veacul al XIJ-lea, Bhaskara II a reusit sa
stabileascd o metoda simpld si elegantd pentru a forma ecua-
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tia care are ca interpolatori 4-1, 42 sau 4-4. Pentru aceasta,
el s-a servit de o altid ecuatie ajutatoare, formata tot in mod
empiric, pornind de la ecuatia datd. Bhaskara II a numit
procedeul siu metoda ciclicd, aratind prin aceasta ca operatiile
care se efectueazid pentru a ajunge la rezultat se repetd in
mod continuu, ca intr-un ciclu. El stabileste urmatoarea lema:
»2Dindu-se ecuatia

) ca® +k=>b2

unde a, b si k sint intregi, pozitivi sau negativi, exista egali-
tatea :

am--b )2 m?—c bm + ca )2
6 C = .
®) k T k k
unde m este un numar intreg arbitrar, care se alege in asa fel

s sgam-=b . « . A Lo . rx
incit™™ -~ si fie un numair intreg si [(m®—c) si aibi cea
k

mai micd valoare posibila.“ Dupd cum vedeti, ca forma
m*—c

relatia (6) nu diferad de (4), insd are avantajul ca

este un numar intreg mai mic decit k si deci, prin aplicarea
repetati a foimulei (6) la ecuatiile stabilite in mod succe-
siv, se va ajunge la o ecuatie in care interpolatorul & va avea
una dintre valorile: 41, £2, sau 4-4. Acesteia i se aplici
apoi lema lui Brahmagupta, si astfel se stabilesc rad&cinile
ecuatei (3).

Daca vreti, va pot arita si un exemplu care se giseste
chiar in cartea lui Bhaskara si pe care-1 tin foarte bine minte,
fiindca mi-a placut forma poetica in care e formulala pro-
biema...

— Bigati de seami! — a intrerupt iar tinarul cu o pre-
facuti seriozitate. Nu se lasa pind nu va va spune tot ce
stie. De-abia cind va veti pierde rabdarea imi veti da dreptate.

— Ba de loc, prietene. Lisati-o in pace! Auzim lucruri
extrem de interesante.

— Pentru dv. ca matematicieni or fi fiind asa, dar nu vi
ginditi si la mine?

— Basaavem iertare — i-am repljcat indati. Afla ca sieu
sint istoric, ca si dumneata, iar prietemul acesta al meu
mi tine in cange de la rasdritul soarelui!

— Daca-i asa, continua, scumpa sotioara, continui, dar
teme-te de Indral.

U Indra, zeita hindusd cu 4 miini, este considerati ca una
dintre divinitdtile cele mai temute.
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— Cu voia ori fira voia ta, am si cilez problema din
cartea lui Bhaskara. Ea e formulati astfel: ,,Spune-mi,
prietene, daci metoda prefacerii patratului a cuprins min-
tea ta asa de complet cum cuprinde planta agitatoare un
copac, care este pitratul care, fiind inmultit cu 67 si ad&u-
gindu-i-se unitatea la produs, dd un pétrat?,,De fapt, in cartea
lui Bhaskara sint produse dou# ecuatii dar eu v-am citat
una singurd. Din problema rezulti 67x24-1=y>.

— Atunci si formam si ecuatia ajutidtoare. Cred ci, ur-
mind indicatiile care ni le-ati dat, putem pune z=1=a si
sd cautam pentru b un numér al cadrui patrat sa fie foarte
apropiat de 67. Asta inseamnd 8. Rezultd deci egalitatea

) 67 .12—3=28:2.
Dupéd notatiile din (4) avem:
a=1, b=8, ¢=67 si k=—3.

Aplicim lema lui Bhaskara:

®) 67( I-m:}—S )2+m3—67=( Sm—{-67)z

-3 —3 -3

. . . w a. M+8
Valoarea lui m trebuie aleasi in asa fel, incit +

—_-J
sa fie un intreg iar m®—67 sa fie un numér cit mai mic posibil.
— Da. Prima conditie este indeplinitd pentru toate valorile
lui m, de forma m=—3¢+1, { fiind un numar intreg oarecare,
cdci, in acest caz, avem:

s
—-J
Pentru a doua conditie putem alege t=—2. Rezulti atunci
m=7. Inlocuind in (8) pe m prin 7 se obtine egalitatea :
9) 67 .52 +-6=412

— Acum aplicim si egalitdtii (9) lema de mai sus, nu-i
asa?

— Desigur, continuam prin metoda ciclica sau a prefacerii
patratului. De data aceasta, a=5, b=41, si k=6.
Avem :

(IO)j 67(I5n+ 41 ]2+n2—67= (‘11n+67-5)2

6 6 6
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3n + 41
unde_
6

putem considera n==06{45. Rezulta:

trebuie s& fie un numar intreg. Pentru aceasta

30t + 66 .n2—67 3612 +60t—42
et Y T D RS S .
6 + 5 6 0

Cea mai micd valoare a fractiei se obtine pentru {=0,
ceea ce conduce la n=>.

In acest caz, ecuatia (10) se scrie astfel :
(11) 67+ 112 —7=90°

— Si acum ce mai facem ?
— Aplicam iar metoda ciclica si deducem din (11) noua
ecuatie :

11p + 90\  p2—
12
(12) 67( - )+

-
‘

67 ( 90p+67-11 )2
—7 :

—Conditiile le stim : p+90 s fie intreg, asadar

e .p*—6 4912 —28(— < e L,
p=—Tt+2si" _7sau 9 287 65 4 fie cel mai mic intreg.
—7 — : ' ;
Deci rézultd {=—1. Inlocuind aceastd valoare a lui ¢ in

formula care da p, avem p=9, iar (12) devine :
—067 - 272—2=221.

' ‘In fine, daci am ajuns si avem ca interpolator pe
—2 s-a ispravit cu metoda ciclici. Folosim acum lema lui
Bxahmaoupta nu-i asa?

— Desigur: ¢=67, a=27, si b=221. Inlocuind in (5) ob-
tmem

67-(2-27-221)2+4 = (221°4+-67 - 27%)2 sau
67-(2-5967)2+4=97684* si, impartind cu 4:
67+ (5967)° 1 = (48 842).

Ultima egalitate contine solutia ecuatiei. Ea ne aratd ci
z=5967 si y =48342.

— Efoarteingenioasi metoda si vi multumim pentru
ajutorul dv. Cind au cunoscut europenii aceste cercetiri ale
matematicienilor hindusi? Imi inchipui ci destul de tirziu?

— De-abia in veacul al XJX-lea ele au fost traduse din
limba sanscriti in limba engleza. Intre timp, eurcpenii des-
coperiserd, pe alti cale, o metoda aseminitoare.



— Interesanta povestea aceasta a redescoperirilor unui
acelasi adevir, de oameni din {iri si timpuri diferite, cu
mentalitati si puncte de vedere diferite... a murmurat prie-
tenul meu ca pentru sine. Crezi ci tu ai descoperit ceva pentru
prima oari, si cind colo, altundeva, departe in limp si spatiu,
altcineva a gindit ca si tine la aceeasi problem4, si a tresarit
cu aceeasi emotie casi tine cind a intrezirit solutia! In istoria
matematicilor se cunosc desiule cazuri. Putem aminti,
de pildd, calculul integral, fundamentat de Newton si
Leibniz in secolul al XVII-lea si totodatd de Arhimede, prin
secolul al III-lea i.e.n.

— Iar in ce priveste rezolvarea acestei ecuatii de catre
europeni, a replicat matematiciana, povestea are un inceput...
cum sa va spun? aventuros, cu provociri la un fel de duelnri
matematice...

— Atunci totul devine pasionant, am intervenit eu, si va
rugam...

— Vi rog, vid rog, n-o mai rugati nimic, am si eu un
cuvint de spus. Hai, nevasti, la ciasile noastire, ci-i tirziu!

— Da, ai dreptate, trebuie si ne ducem la gespodiria
noastra! S& nu crezi cd am uitat ci-s gospodina!l

— Daci-i asa, nu insistim, insd vid rugam sd ne permileti
sd mai venifi sd ne dati o mind de ajutor, a spvs prietenul
meu.

— Cu mare plicere, numai ca, dupd cum v-a spus soful
meu, eu nu stiu prea multe si ce am avut de spus, v-am cam
spus !

— Cum se poate asta? — s-a mirat prietenul meu. A ramas
doar chestia duelului si apoi tare as mai vrea si va ceeptam
12 problema noastra, adici mai bine zis a taurilor Searehui...

— Cum ati spus? Taurii Soarelui? a intrebat, izbucnind
intr-un ris copildresc matematiciana. N-am auzit de o ase-
menea problema si nici ca mindrul Soare ar fi fost proprielar
de vite!

— Ei iatd cd a venit si vremea si-mi daii dreptate, a
intervenit sctul. V-am spus ci nu stie nimic in afard de Pell,
Pell si iar Pell. Habar nu are de mitologia greaca! Credetj
ca si-a batut capul cu Odiseea? Nu stie decit ci a seris-o Ifomer}

— Atunci iti dai tu singur un vot de blam. Cind ie-am
cunoscut, vorbeai cu atita cildurda de Iliada si Odisee« cé
te ascultam tot asa de fericitd ca atunci cind eram mica si
bunicul meu imi spunea povesti. Cu aceastd incredere sufle-
teascad m-am apropiat de tine, si tu? Te vad in stare si negi
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clipele acelea! Si, m# rog, dacé pevestea lor se afld in Odi-
seea, de ce nu mi-ai vorbit despte taurii Soarelui?

— Mai dau batut, a rédspuns cel apostrofat, Ca si ne im-
picdm iti voi spune pe drum tot cintul al XJFI-lea. Dar si
Euripide aminteste despre ei in Troienile, ori matale mi-ai
spus cid ai terminat de citit piesa lui Euripide. Cum se face
ca n-ai remarcat acesta? — a intcrs raspunsul tinarul, trium-
fator.

— Al dreptate, — m-am amestecat eu —, de asta am unitat!
Mi se pare ca aceea care aminteste despre ei este Casandra,
cind e luata ca roaba de Ulise, nu?

— Da, am citit tragedia si-mi amintesc versurile, desi
atunci mi-a scipat sensul lor. Aflind cd va fi roaba lui Ulise,
la desparfirea de mama ei, Hecuba, Casandra o incurajeazi,
provocind atunci nenorocirile care se vor abate pe capul lui
Ulise :

»9l va cunoaste naufragii

Pe marea cea siarata, va cunoaste

Al lotusului dor, si boii sacri

Ai Soarelui, care in carnea lor

Vor prinde grai si-i vor trimite-amare
Voei lui Ulise...”

In timp ce tinira recita cu avint aceste versuri, mi uitam
la prietenul meu. Peste durerea care, de un timp incoace
ii modelase chipul, se asternuse un zimbet de calda incintare.
Cu sinceritatea si vioiciumea lor, tinerii acestia ne-au cu-
prins in vraja farmecului lor siamindoi am insistat si ne
viziteze iar :

— Asadar, daca ploud §i miine, contabilizim {impreuna
cirezile lui Helios?

— Daca-i vorba si mai ratacim si prin cimpiile Siciliei,
unde-si tinea Helios turmele, ma prind si eu bucuros la taifas,
— a spus tinirul inainte de despartire, adaugind : — Oricum,
miine dimineata va fi umed prin padure, iar daca inspre amiaza
se va lumina, va vom ruga noi pe dv. s ne tineti tovérasie pe
drumul Migurii, ca si ddm buni ziva Rariului!

A doua zi dimineata cerul rdamésese inchis. Noi n-am mai
continuat problema, asteptind venirea tinerilor nostri prieteni.
De altfel n-au intirziat mult si, dupa ce am golit cu totii
cestile cu cafea puse inaintea noastri, i-a venit rindul si
ecuatiei lui Pell.



Pierre de Fermat

— tn Europa, a spus prietena noastri, problemele din
teoria numereclor au cipitat o largéd dezvoltare pe la inceputul
veacului al XVII-lea, datorit genialului matematician francez
Fermat.

— De fapt, Fermat era un diletant in matematici, de pro-
fesiune fiind judecator la Toulouse, a addugat prietenul meu,
continuind : Ca si fac plicere celor doi domni nematematicieni
din preajma mea, aflati ca era si un erudit lingvist!

— Iar pe Homer il cunostea tot asa de bine cum il cu-
noastea sisotul meu... De altfel a compus si versuri nu numai
in limba lui natald, ci si in latineste si in limba spaniolj,
pe atunci foarte la moda in Franta. Insi Fermat era un om
modest, dovada ci nu a publicat si nici nu a pregitit pentru
publicare vreuna din genialele lui descoperiri matematice.
O parte din ele au fost cunoscute din corespondenta pe care
a purtat-o cu unii dintre matematicienii de atunci, cealata parte
insd a fost gasitd abia dupd moarte, de fiul siu, Samuel.
Fermat a murit in 1665. Peste 4 ani apirea volumul intitulat
Varia Opera, tiparit de fiul lui. In anul urmitor, tot Samuel
Fermat publica o noua editie a cartilor lui Diofant...

— Dacd nu mi insel — a intrerupt-o prietenul meu —
prima edifie a lui Diofant a fost publicata de citre Bachet de
Mézirac, in 1621, textul fiind tip#rit atit in limba greacy,
cit si in traducerea latineasci. Stiu ca Fermat citea cu pasiune
aceasta carte si a notat pe marginea filelor ei multe. dintre
frumoasele lui teoreme, printre care si teorema celebri, riimasi
nedemonstrata pina azi.
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— Mi se pare cd acum s-a demonstrat si aceasta fai-
moasd teorema. Nu stiu precis, fiindcad lucrarea n-a apirut
fncd, dar am auzit vorbindu-se despre acest eveniment
la noi, la Seminarul matematic din Iasi!

— Da? De citre cine a fost demonstrata?

— Tot de citre un matematician francez, dar fiindei nu
cunosc alte amanunte, prefer sa ne intoarcem la problema
noastra. Samuel Fermat a publicat, la inceputul cértii
lui Diofant, teoremele stabilite de tatd sau, anume tocmai
acelea giasite pe marginea paginilor cértii de care vorbeati
dv., precum si altele, aflate in scrisorile adresate unui prieten.

— Stiu cd moda scrisorilor cu continut matematic, filo-
zofie, sau literar era in toi prin veacurile al XVII-lea si al
XVIII-lea. Acele scrisori treceau din mina in mini, erau
copiate, comentate si chiar trimise altor specialisti, care se
ocupau de probleme inrudite, a adaugat tinédrul. Desi personale,
scrisorile aveau un caracter public si multe dintre ele, ale caror
originale s-au pierdut, se cunosc azi numai fiindca s-au péstrat
in copii.

— Asga e cazul si cu scrisoarea adresatd de Fermat lui
Frénicle de Bessy, in care vorbeste de ecuatia lui Peli—a
reluat voioasa vorbitoarea. Lui Bernard Frénicle de Bessy,
consilier la Curtea Monetariei, ii plicea sa-si petreacid timpul
liber rezolvind probleme din teoria numerelor. El purta o larga
corespondenta matematica cu Fermat, fiind apreciat nu numai
de acesta, ci si de alti matematicieni. Scrisoarea trimisa de
Fermat Iui Frénicle, in februarie 1657, a fost indata copiata
de un alt pasionat dezlegétor de probleme din teoria numerelor,
Claude Mylon, jurisconsult la Paris. La rindul lui, acesta,
fiind in corespondentd cu marete matematician Chr. Huygens,
ii trimite si lui, in 2 martie, problema propusa de Fermat, iar
la rindul lui, Huygens o expediaza, in 9 martie, profesorului siu
Schooten. Azi scrisoarea lui Fermat se cunoaste numai da-
torita acestei ultime copii. Am adus cu mine notele lucrarii
despre care sotul meu a avut grija sa va informeze. O redac-
tez, fiindca in toamna va trebui si o public, asa cd am sa va
citesc copia acelei scrisori:

,»Orice numir care nu-i un patrat, are proprietatea ca se
pot gasi o infinitate de patrate prin care, inmultind numarul
dat si addugind 1 la produs, sa se ob{ind un pétrat. De exemplu:
3 nu-i un patrat, inmultit cu 1, care e patrat, fac 3 si, adau-
gindu-i-se 1, fac 4, care este un pitrat. Lafel3 x 16, care nue
patrat, fac 48 41=49="7°. Exista infinite numere cu care
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inmultind pe 3 si addugindu-i 1 fac un patrat. Va cer o regula
generald care si stabileasci, fiind dat un numir care nu-i
patrat, cum se gisesc patratele care, inmultite cu numairul
considerat si adiugind unitatea, si formeze numere pitrate.
Care este, de exemplu, cel maimic patrat cu care inmultind pe
61 si adaugindu-i unitatea, sia formeze un patrat? La fel,
care este cel mai mic pitrat cu care, inmultind pe 109 si
luind unitatea, sa faca un pitrat?

Dacd nu-mi trimiteti solutia generala, trimiteti-mi-o in
particular, pentru aceste douid numere, pe care le-am ales
printre cele mai mici, ca si nu vi dea prea multd osteneala.
Dupa ce voi primi raspunsul dv ., vi voi propune altceva.
Pare, firi a vi spune, ci propozitia mea e numai pentru numere
intregi care si satisfaca problema, cici, in cazul celor frac-
tionare, cel mai slab aritmetician ajunge la capat”.

— Dar dupi cite infeleg, e vorba chiar de o ecuatie la
fel cu aceea pe care am discutat-o! Asadar, Fermat este acela
care propune pentru prima oara in Europa rezolvarea acestui
gen de ecuatii? Drept ar fi fost ca ecuafia aceasta si .poarte
numele lui Fermat!

Pagini de titla
din
Opera matematica
a lui
Pierre de Fermat
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— Desigur, si propunerea a fost formulati in multe carti,
desi chiar acei autori care fac propunerea continui si-i zici
tot ca mai inainte!

— Totusi, mi se pare destul de curioasi aceasti confuzie
a lui Euler, tinind seama cd Fermat era francez, pe cind
Pell era englez!

— Nu-i chiar asa. In aceasti istorie sint amestecati si
englezi! Fermat, care nu a avut riabdare si astepte rispunsul
lui Frénicle, a mai trimis aceeasi problem, in chip de pro-
vocare, si la doi dintre cei mai renumiti matematicieni englezi :
John Wallis, si lord W. Brouncker. De fapt problema se
prezenta ca a doua provocare din partea lui Fermat. Prima
fusese trimisd cu vreo 2 luni mai inainte, ca urmare a unui
schimb de péareri in legdturd cu cartea publicata de John
Wallis in 1655: Arithmetica Infinitorum. Fermat cipitase
cartea in vara anului 1656 de la Kenelm Digby — probabil
un prielen —, cind acesta venise la Toulouse. Citind-o, el
a observat cd unele dintre rezultatele expuse de Wallis fusesera
stabilite mai inainte de catre Torricelli, si i-a seris lui Digby.
Acesta a transmis cele comunicate de Fermat lui Wallis.

— Si acestuia numai plicere nu a putut si-i facil

— Intocmai. La rindul lui, se supara si Fermat si ca ur-
mare trimite a doua provocare, tot prin intermediul lui
Digby. Am si vi citesc o parte din aceastid scrisoare a lui
Fermat, fiindca stiu bine ca vi va interesa.

»Rar se jropun chestiuni aritmetice si putini stiu sa le
rezolve. Oare din cauzi c# aritmetica a fost tratatd pina in
prezent mai mult cu ajutorul geometriei decit prin ea insisi?
E tendinta care apare in cele mai multe lucriri, atit vechi cit
si moderne si chiar in Diofant... Totusi, aritmetica are un
domeniu care ii e propriu ; teoria numerelor intregi ; aceasta
teorie a fost usor schitati de Euclid si nu a fost indeajuns
cultivati de succesorii lui (decit daca lucrérile n-au fost
incluse in cartile lui Diofant care s-au pierdut). Aritmeticienii
au deci sarcina si o dezvolte sau si o reinnoiasca. Ca si le
lumineze calea, le propun sa demonstreze ca teorema,
sau si rezolve ca problemi, urmétorul enunt : dacé vor ajunge,
vor recunoaste cel putin ci probleme de acest fel nu sint
inferioare nici ca subtilitate, nici ca dificultate, nici ca mod
de demonstrare celor mai celebre din geometrie.”

Dupéd aceastd introducere, urmeaza problema pe care
v-am citit-o.

— Intr-adevir, e interesanta aceasta introducere, in
care vibreazi pasiunea lui Fermat pentru teoria numerelor!
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—Si, ca sd vedefi cit interes prezentau atunci aceste scri-
sori, am si va mai spun, cu titlu de curiozitate, ca lordul
W. Brouncker primeste scrisoarea la L.ondra in 14 martie si o
trimite chiar a doua zi la Oxford, lui Wallis. Amindoi rezolva
problema, dar ca si ridi de Fermat trimit raspunsul in
englezeste, si nu in latineste cum il astepta Fermat, care nu
cunostea limba englezi! Gasind un englez, venit atunci la
Toulouse care stia frantuzeste, darhabar n-avea de matematici,
din traducerea acestuia Fermat nu si-a putut da seama daca
Wallis si Brouncker au gisit sau nu metoda ceruta. In 15
august 1657, Fermat ii scrie lui Digby, aratindu-si nemultu-
mirea :,,In legiituri cu problema despre numere, indriznesc si
va zic, cu respect si fard sa reduc nimic din inalta parere
pe care o am despre natiunea dv., cd cele doua scrisori ale
Mylordului Brouncker, desi obscure si riu traduse, nu contin

A parerea mea, nici o solutie. Nu inseamni ci eu as vrea
s& reincep luptele si vechile lovituri de lance pe care le-au
datalta datienglezii francezilor, dar, firi siiesim din metafori,
indraznesc si sustin in fata voastri, domnule, care excelati mai
mult ca altii in ambele mestesuguri, ci hazardul si fericirea
se amestecd uneori in luptele stiintifice, tot asa ca si in altele...

— Am citit undeva — a intrerupt prietenul meu, ci Des-
cartes ar fi spus despre Fermat, cu care a avut si el de luptat:
»Domnul Fermat este gascon, eu nu!“ Mi se pare mie ci
avea dreptate.

— Stiu eu? Istoricii il considera pe Fermat drept un om
pasnic. Dar e greu de stiut ce zace in sufletul omului. Pini
la urm3, acest duel franco-englez s-a soldat prin impicare
sirecunoasterea reciproci a meritelor acestor mari matemati-
cieni! Se pot citi toate fazele acestei lupte in colectia de scrisori,
publicati un an mai tirziu, in 1658, de citre Wallis, intitulats :
Commercium Epistolicum si avind ca subtitlu : Corespondentd
recenf schimbatd asupra unor-chestiuni matematice infre prea
nobilii: Lord William Viconte Brouéncker, englez, Sir Kenelm
Digby, cavaler englez, domnul Fermal, consilier in Parlamentul
din Toulouse, dl. Frénicle, gentilom din Paris, si Sir John
Wallis, profesor de geometrie la Oxford, DI. Frans von Schooten,
profesor de matematicd la Leyda si alfii. Aceste scrisori, care
fncep cu provocarea d-lui Fermat fati de dl. Wallis, sint
dedicate : Prea ilustrului si prea nobilului Sir Kenelm Digby,
cavaler in Anglia, prin intermediul cdruia a fost purtatd aceastd
Coresponden{d mafematicd intre anii 1656 si 1658.
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— Acum apare clar si cauza greselii lui Euler, a remarcat
tindrul care ascultase cu interes scrisorile citite de sotia sa.
Foarte probabil ca Euler cunostea ceva in legitura cu aceste
serisori si tot el a atribuit solutia problemei lui Pell, care se
ocupase de alte probleme, studiate si de Euler. Vezi — s-a
adresat sotfiei sale, acum as putea si te acuz si eu pe tine,
cum m-ai acuzat si tu cu Odiseea, c& nu mi-3i spus niciodati
nimic despre aceste scrisori! Cred ca ar fi cazul si mi supar
cd ai lasat si pluteascd in mister aceastid ecuatie a lui Pelll

— Nu-i caz de supédrare — a intervenit prietenul meu.
Aceastd ecuatie a fost un episod care ne-a purtat mult noroc.
Prin ea v-am fidcut cunostinta.

— Desi ma asociez la pirerea prietenului meu, a5 vrea si-i
atrag atentia tindrului meu coleg asupra pericolnlui acestei
marturisiri. Ciocolata care a aparut in dimineata aceasta pe
masa noasiri este incd o dovada cd gazda are intenfia sa
fure locul blindului domn Pell!

— Asta-i risplota cd fi-am -ajutat sa rezolvi sistemul
celor § ecuatii nedeterminate? — m-a intrebatTeodor Sclonar.

— Care? Acelea ce au rezultat din problema taurilor
Soarelui? — a intervenit cu cochetérie, eroina, in discutie.
Sint curioasd s& cunosc aceastd problema si vd rog sid mi-o
spuneti!

— Foarte bucurosi de propunere. Dar ca sa nu dau loc
la banuieli si totodata ca sa vad ce a inteles din explicatia
mea acest nepretuii prieten, il rog sd v-o explice chiar el.
Cred ca astfel il vom atrage in discutie si pe sotul dv., ca
pe un indrigostit de chestinnile legate de antichitate.

Nu mi-a fost greu si prezint problema si sa ajung la primul
grup al celor 7 eccuatii. Explicatiile mele s-au adresat mai
mult noului prieten, cici tovardsa lui nu avea nevoie de
ele. Ea m-a ajutat si chiar a condus discutiile ce au inter-
venit cu privire la ultimele dou& conditii, care au dus la
ecuatia cu pricina.

— Acum ar trebui si aplicim metoda hindusi, pe care
ne-ai ariitat-o tu ieri — a tras concluzia sotul.

— Ba de loc — i-am spus cu. Renunt la calculul a cine
stie cite ecuatii intermediare prin care ar trebui sa aflam
interpolatorul cerut. Nu, nu! Am calculat eu destul pind ati
venit dumneavoastral

Pe cind protestam, prietenul meu a inceput sa rida cu
hohote. Ne-am uitat curiosi sl el ne-a spus:
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— Nici nu se poate pune problema si facem aceste
calcule, ciici pentru asta ne-ar trebui o masina de calculat si
fnci una electronici! Aflati cd cea mai micd solutie a pro-
blemei este formati din numere care au fiecare cite 206 545
de cifre. V4 putetf imagina un ascmenea numar? Uite am aici
o tabla de logayitmi. Are formatul obisnuit al unei cérfi.
Sa numiram cife cifre cuprinde o pagini. Vedeti? Sint 2 500
de cifre. S& impartim acym 206 545 la 2 500. Rezulti ci sint
necesare vreo 83 de pagmi ca si se scrie numai unul singur
dintre numertle care aratd cite vite cornute de o singurad
culoare si ge}favea Domnul Soare in Sicilia !

— Atunci, daca inmultim 83 cu 9, ca si vedem pe cite
pagini trebhie imprimate cele 8 numere care aratd multimea
fiecarui fel dintre cornute si totalul lor, rezulta ca s-ar forma
o carte:de vreo 750 de pagini ! '
_~— 1Iafa de ce, areluat prietenul meu, in 1773, atunci cind
Lessing/a propus aceasti problema, rectorului Chr. Leiste,
parut destul de incilcita si nu a putut tine seama decit
ele 7 ecuatii. Solutia completi depindea de o ecuatie
Pell-Fermat, care, pe atunci nu fusese adusi la o form# usor
‘de minuit.

Dar ne-am luat cu vorba si am uitat si adaug — a
igtervenit tindra matematiciand, ci in cartea de algebri pe
are a publicat-o Wallis in anul 1685, la vreo 20 de ani dupa
‘ce murise Fermat, el da o demonstratie faptului ci ecuatia
cv’+1=u? se poate rezolva totdeauna prin numere intregi.
Insi el a comis o eroare de rationament, bigati de seamia abia
peste vreo 80 de ani de cdtre doi mari matematicieni, unul
francez, Lagrange, si celilalt german Gauss. Prin acesti doi
matematicieni ecuatia aparea din nou pe scena si atragea
atentia matematicianului L.eonhard Euler. El este acela care a
publicat 0 metodd generald de rezolvare a ei si totodata i-a
dat numele cu bucluc. L.agrange reia metoda propusd de
Euler si modifica, cu ajutorul ei, propria sa metodi. Astfel
ajunge la rezultate care amintesc pe acelea stabilite cu sase se-
cole mai inainte de citre hindusi. Aceste rezultate au fost
expuse intr-o formi deosebit de clara si de simpla de un alt
matematician francez, L.egendre, intr-o lucrare rdmasi cele-
brd : Incercare asupra teoriei numerelor, apiruti in 1797.
Aveati deci dreptate afirmind ci rectorul Chr. Leiste nu
putea si cunoascd aceste rezultate, dat fiind ci L.egendre
avea si publice cartea sa cu 24 de ani mai tirziu!

— Leiste nu a atacat problema sub forma ei generali,
ci s-a mirginit si considere numai cazul primelor 7 conditii.
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Dar aceastd solulic nu a satisficut curiozitatea si interesul
matematicienilor pentru problema expusa de Leséing siea a
continuat sa-i preocupe. Mai iatii s-a observat ¢i nici nu-
merele indicate de scoliast, nici acelea obtinute de Chr. Leiste
prin impdrtirea cu 80 nu coresound dimensiunilor insulei
Sicilia. S-au gasit calculatori pasionati, care au stabilit c3i
suprafata insulei ar putea adaposti turma taurilor albi si
negri, dar in nici un caz cirezile intregi de tauri si vaci.Din
aceastd pricind, unii matematicieni s-au si indoit de auten-
ticitatea problemei.

— Dacé-i aga, atunci problema mi intereseazi $i pe mine
sl v-as ruga sa discutim pe indelete despre autenticitatea
¢i. Pe ce temeiuri s-a sprijinit oare Le:ssing atunci cind si-a
exprimat indoiala ca Arhimede ar fi auterul? El era un adinc
cunoscator al limbii si literaturii grecesti si, pe deasupra,
el insusi creator de opere literare. Nu-mi inchipui ¢ a putut
face aceastd afirmatie, fard de vreun temeil

— Nu sint de pirerea ta, dragul meu sct. Lessing nu era
matematician si nici nu cunostea istoria matematicilor din
antichitate. $i stii de ce? Pentru ci pe vremes lui nu se intoc-
mise incd o istorie a matematicilor bine documentati.

— E adevarat ci prima lucrare de acest genr fusese scrisi
in anul 1758 de Jean Etienne Montucla — a completat pri-
tenul meu. Avea doud volume si se tipirise la Paris, dar de-
abia in 1799, cind apare editia a 2-a a acestei lucrisi, refjcuta
si cuprinzind patru velume, acesta a avut o mai larga circu-
latie. Lessing a murit insi in 1781 si nu cred ci a cunoscut
prima editie a cartii lui Montucla. Ba, chiar daci ar fi cu-
noscut-o tot nu s-ar fi putut informa de acolo asupra intregii
opere a lui Arhimede, fiindci ea a fost studiatd mult mai tirziu.
Foarte probabil ca afirmatiile lui Lessing se referi mai mult
la forma problemei, si nu la fondul ei. Poate ci el nu-si putea
inchipui ¢& Arhimede, genialul Arhimede, ar fi putut si-si
opreascid gindurile in loc, ca si caute cuvintele potrivite si
exprime prin ritmul lor, datele unei probleme ce putea fi
enuntatd si in prozi! E adevirat ci versurile pe care le-am
citit adineauri nu au nimic deosebit. Ele sint dintre acelea care
se scriau in mod obisnuit pe la sfirsitul evului mediu si chiar
mai tirziu. {nsi din aceasta nu rezulti ci ele n-ar fi putut pro-
veni si din antichitate Eu am intilnit in antologia greaci
destule probleme in versuri.

— Exact acelasi lucru l-am afirmat si eu cind prietenul
meu mi-a citat acesti problemia si gisesc cu cale si-i sta-
bilim originea.
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— Nimic mai simplu. Am s va spun tot ce stiu si rog sa
intrerupeti pe orator ori decite oriveti crede ci trebuie Iamurit
sau pus ceva la punct. Mai intii, cir}e s-amai ocupat de aceasta
problemi? La inceput, aprospe 0 Juméatate de veac dupa tipa-
rirea ei de citre Lessing, nimeni n-a remarcat-o. O explicafie
ar fi: a fost dati la lumina intr-o epoca de framintari sociale
accentuate, 16 ani mai tirziu se va declansa marea revolutie
franceza...

— Pe care Lessing ru a apucat-o.

— A murit cu 8 ani inainte.

— In aceste imprejucari nu se putea afla tihna trebuitoare
pentru a aboida o prodlemd oarecum minora si care avea de la
inceput o faimi dubioasi — am spus cu. .

— Pygate— a adiugat cu indoiald tinira doamni. Desi
aici problemele sociale si nici revolutia franceza nu au fost
un impediment peatru progresul matematicilor, ci din contra.
N-am decit sa amintesc de lucririle lui Monge, Fourier sau
ale lui Lagrange, pe care tocmai revolutfia l-a scos din starea
de apatie in cere cdzuse cu putin inainte si l-a facut sa fie
cel mai activ s/ entuziast profesor de la Scoala Normalia Supe-
rioard, atunci infiintatd... S-ar putea sa fie numai o simpli
intimplare faptul cd nimeni nu s-a mai ocupat de aceasti
problems, timp de 50 de ani.

— Cred ca aveti dreptate. Ati pomenit de Lagrange.
Eu am citit undeva povestea acestei apatii. La un moment
dat i s-a parut, dupi cum o spunea chiar el, cd a ajuns la
capitul puterilor si nu mai géisea nici o plicere in studiul
matematicilor. Mecanica analitici, lucrare care l-a ficut celebru
a stat doi ani pe biroul sdu, fard sa o deschida maicar. Cind
a izbucnit revolutia, a fost indemnat de prietenii lui din
aristocratie si chiar de unii oameni de stiinta sa se refugicze
la Berlin, unde stdtuse multi ani inainte de revolutie. El a
refuzat, spunind c& preferd si asiste la experienid pini la
capiat. In 1795, cind s-a  creat Scoala Normali, el a
functionat acolo ca prcfesor si doi ani dupa aceea a
organizat cursurile Scolii Politehnice din Paris, fiindu-i
primul profesor. El, cel mai mare matematician al epocii,
»cea mai inaltd piramida a stiintelor matematice”, cnm il
numea Napoleon, indruma acolo cu drag tineretul, prega-
tind primii ingineri militari ai Franfei. Pentru ei a scris
atunci tratatele rdmase celcbre, nu numai prin problemele
matematice expuse, cit si prin forma clard si usor de asimilat
in care le-a prezentat.
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— Pe linga aceasta as mai adauga ci cea mai importanta
contributie a sa din timpul revolutiei rimine perfectiona-
rea pe care a adus-o la sistemul de mésuri si greutatx. Dar,
va rog sa reveniti la problema noastra.

— In 1821, reia Teodor Solonar, apirea o brosuri inti-
tulata o veche epigramd greceascd, cu confinut matematic,
publicatd peniru prima oard de Lessing. Editatd din nou si
tratatd din punct de vedere matematic si critic de dr J. Struve,
direciorul gimnaziului din Altona, si de dr. K. L. Struve, direc-
torul gimnaziului din Koénigsberg, tatd si fiu. Alfona 1821.
Brosura are 47 de pagini si cuprinde textul original al epi-
gramei, urmatde o traducere a ei in limba germané, vers cu
vers. Calculele sint refacute de Struve-tatal, pentru primele
7 conditii, ultimele doud fiind considerate de el ca adaugate
posterior. El isi exprima parerea cid numele lui Arhimede
este o inventie si chiar se distreaza pe aceasta temi, afirmind
ca problema trebuie si fi fost scrisi de vreun matematician
necunoscut, care s-a inspirat din Odiseea. Formulind pro-
blema in hexametri si pentametri grecesti, dindu-i numele
de epigramd si atribuind-o lui Arhimede, spune Struve, acel
matematician ridea pe infundate la gindul ci am#geste lumea,
care se va chinui sa dezlege o problema imposibild, compusi
de el si pe care nici el n-a putut-o dezlegal

Observatiile critice sint formulate de Struve-fiul. El arati
ci nu intelege nimic din versurile 35 si 36, in care se stabi-
leste conditia a 8-a a problemei caci cuvintul grec pe care
Leiste l-a tradus prin pdtrat poate avea si inteles de drept-
unghi, deoarece se stie cd grecii aveau diferite numiri pentru
produsele de doi, trei sau mai multi factori, dupd natura
acelor factori. De pild&d, daca cei doi factori erau egali pro-
dusul se presupunea ca reprezintd aria unui patrat dar daca
factorii erau diferiti, produsul determina aria unui dreptunghi,
ete.

—Avea dreptate Struve-fiul, a intrerupt tinira. Grecii
reprezentau numerele fie prin segmente geometrice, fie
prin suma punctelor legate de un anumit poligon. Acestea
sint numerele pe care le numim figurate. Astfel, un numéar
care se putca descompune in doi factori era numit numér
plan, fiecare dintre cei doi factori fiind interpretat ca fiind
lungimea unui segment dintr-un piatrat sau dreptunghi. Daci
factorii erau egali, numarul se numea pdfrat si daci erau
diferitinumarul se numea dreptunghi. Asadar, cind se vorbea
despre un numér plan, el putea fi patrat sau dreptunghi
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Dacé isi imaginau numirulca o sumi de puncte, atunci
vorbeau despre numere triunghiulare, daci acele puncte
prin asezarea lor formau un triunghi, sau pentagonale, s.a.m.d.

— Am impresia ca lucrarea celor doi Struve nu a adus nici
o contributie reald la ldmurirea misterului, cici afirmatia
lor cu privire la autor nu se bazeazi pe nici un document.
Eu unul desi nu-s despecialitate, nu pot fi de parerea lui
Struve-tatil. Din contrd, as afirma ca problema a fost ficuta
de ciatre Arhimede, ¢hiar dacd nu in versuri. Si am si vi do-
vedesc aceasta cu fapte, nu cu vorbe goale — a intervenit
atunci tindrul asistent.

— Tu ? Stii cd mi surprinde! Habar n-aveam eu de pro-
blem3, dar tu? De unde vrei si scoti argumente bazate pe
fapte? Crezi cd metoda ,uite Pell si nu e Pell“ se aplica peste
tot?

— De loc! Ascultind atent cele spuse acum, mi-am adus
aminte cd am gisit, intr-o scolie, despre unul din Dialogurile
lui Platon — mi se pare ci era vorba de Harmide — ceva
in legatura cu problema boilor a lui Arhimede. Desigur ca
despre aceastd problemi trebuie si fi fost vorba acolo, cici
boi, tauri, asta n-are importanti!

— Da, domnule! Chiar asa-i a strigat, aplaudindu-1 fericit
Teodor Solonar! Peste 7 ani, in 1828, problema a fost reluata
de Gottfried Hermann din Leipzig. De data aceasta avem
de-a face cu un studiu foarte interesant. Mai intfi, Hermann
critici vehement stilul in care Struve isi exprima pérerea
asupra neautenticititii problemei, gasindu-l1 nedemn de un
matematician. El sustinea ci problema a fost compusid de
Arhimede si nu numai prima parte, ci mai ales ultima, singura
de fapt care e mai greu de rezolvat. Si el sustinea aceasta
exact cu argumentul despre care ne-ai vorbit dumneata.
In plus el arita ci aceastd problemi este citats, de asemenea,
intr-o lucrare a lui Heron din Alexandria! El mai afirma cd
insusi marele Gauss s-a ocupat de aceastd problemai si ca ar
fi obtinut solutia ei completa.

— M3 bucuri tot asa de mult aceastd confirmare ca si
cind as fi gisit o comoarid! Acum mi-am amintit si vd pot
spune chiar cum suna in greceste expresia cu pricina: ,,Arhi-
mizu boicén problima“,

— Interesant este cid lucrarea lui Hermann a fost recen-
zatd chiar in anul urmaétor, dar despre arqumentarea asupra
autenticitdfii problemei nu se spune nimic! Unul dintre re-
cenzenfi J. Fr. Wurm, reia problema si o rezolva in ipo-
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teza ci versul 36 ar putea fi interpretat asa cum aritase
Struve-fiul, adicd admitind c& totalitatea taurilor albi si
negri ar forma un dreptunghi si nu un pitrat.

— Atunci Wurm considerd ci ultimele doud ecuatii ar
fi de forma :

(8) A 4+ N=dreptunghi ;
9 R4+B=-r+1)
(9) + 5

— Atentie, insi! Se pare ci matematicienii ne obligd sa
apucim ijar creionul de coadil! Poftim o hirtie, si nu ne
prindd nepregatiti!

— De ce nu? Ati facut destuls pauzi si nu ne temem ci
rezultatele nu vor fi interesante! Jata, si consideram primele
7 ecuatii rezolvate si solutiile date de sistemul (1). Dupad cum
se observd, ecuatia a 8-a este indepliniti de la sine, cici

A+N=2-3-4657-(7-5343-89)x

Rimine ecuatia a 9-a. Inlocuind valorile lui R si B din (1)
avem:

n(n+1)
2

=4 657 -2417x=7- 353 - 4657x

Sa observim ca n poate fi un numar pereche sau nepereche,
adici de forma n=2s, sau n=2s—1. Asta inseamni ci ecuatia
(10) se poate scrie sub forma :

(11) $(2s4+1)="7 - 353- 4657«

Si, dat fiind ca x este un numir oarecare intreg, care nu-i
supus nici unui fel de restrictii, Wurm are ideea ingenioasi
sd-1 considere exprimat printr-un produs de doi factori,
u si v, in asa fel ca u sa fie divizibil cu s, iar v cu (2s+1),
fn acest caz, ecuatia (11) conduce la urmitoarele sisteme
de cite doud ecuatil liniare, nedeterminate, sau cum se mai
numesc incd, diofantice :

1) s=u; 2s4+1=7-353-4637p; 2u41=7- 353 - 4657
2) s=7u; 2s41=353 - 4657v; 14y 1=353- 4 657v
3) s=353u; 2s41=7-4657v; 706u=1-7.4657v

R+4+B= —4657- a(34- 114-22- 5- 79)=

(10)
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B) s=7-353u; 2s+1=4
B) s=7-465Tu; 25-1=553p
7) s=353-4637u; 2s+1="7v

8) s=7-353-4657u; 2s+1=v

4) s=4657u; 2s41=7-353v; 9314u+1=7- 353v
6

Rezolvind pe rind aceste 16 ecuatii de gradul intli cu cite
doud necunoscute si comparind rezultatele, Wurm arata
ca valorile cele mai mici pentru u si v se gésesc din ecuatia :

14u—1=357- 4 367p, din care rezultd v=1;
u=117 423=33 - 4 349, ceea ce conduce la z=u.v=
=117 423=3% - 4 349,
de unde urmeazi
s=Tu=821961; n=2s—1=1643 921
i de aici:
R+4+B=4657-2471-117 423=135 123 894 081=
_1643921-1643922
-
Valoarea giasitd pentru z trebuie folositd si in ecuatia care
dd numirul dreptunghiular A 4N, adici:
A+4+N=22-3-11-29-4657-117423=

=22;34-4349. 11-29-4657=1 485 583 - 1 409076.

— Bine dar, dupi cite observ, cei doi factori sint aproape
egali, adicd dreptunghiul este aproape un pitrat!

— Aproape, dar nu un pitrat!

— Folesind mai departe aceasta valoare a lui z, Wurm
calculeazd si numirul total de cornute gasmdul egal cu
5916837175686.

— Ar fi interesant de vizut dya/atltea vite ar putea
fncipea pe insuli.

— De aceasta s-a interesat <fiar Wurm. Raportind acest
numir la suprafata insulej-care este aproximativ egald cu

136 bilioane m? si presypdnind animalele imprastiate uniform,
stabileste c3 fiecare vjza ar avea un spatiu de 23 m? in jurul ei
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— Un rezultat foarte frumos, cici corespunde oarecum si
realititii geografice. Trebuie si fi plicut mult, nu-i asa?
— Nu! Desi matematicienii nu au contestat ingeniozitatea
lui Wurm, si azi aceasti solutie e numita chiar ,,problema lui
‘Wurm,“ rezultatul nu i-a multumit. Problema, in forma ei
originald, a continuat si preocupe pe matematicieni, de aceea
va mai cer putind rabdare. Sintem in 1829 si pina in 1880,
cind apare solutia dati de Amthor, au sia mai treacd 51 de
ani! Desigur, 51 de ani nu e mult, o viati de om, asa ci se
cuvine si facem o pauza ca sa ne mai intarim, gustind cite ceva
si bind o cafea, si si ne mai dezmortim cercetind vremea
care, dupi cite vid, tine cu noi, cei indrigostiti de mate-
matici...
— Orice s-ar mai intimpla in cei 51 de ani urmitori —
a reinceput tindrul istoric discutia, nu cred cd se va mai putea
pune la indoiald autenticitatea problemei, desi, dupa cum am
auzit, argumentele aduse de Hermann nu au fost comentate
de loc.

— Adevarul a fost stabilit destul de greu—a raspuns
prietenul meu. Mai intii G.H.N.F. Nesselmann, in cartea sa
Algebra la greci, pe care o publicd in 1842, se aldtura parerii
lui Struve, adaugind inci urmitoarele doud argumente in
favoarea ipotezei lui : 1) partea a doua a problemei nu a putut
fi scrisi de Arhimede, deoarece pe vremea lui nu se putea
vorbi de numere triunghiulare, iar partea intfia fara cea de-a
doua, singura care ar prezenta o anumita greutate, nu ar
putea fi atribuitd lui Arhimede; 2) aceastid epigrami nu
poate fi datoritd lui Arhimede, céci nu se gaseste in colectia
de epigrame intocmitd in veacul al XIV-lea de Planudiu.

— Bine, dar ultimul argument nu-i valabil! E normal si
nu pui in colectie un lucru pe care nu-1 cunosti! Si e posibil ca
accastd problema sa fi asteptat intr-un manuscris uitat in
cine stie ce bibliotecd, nedescifrat de nimeni. Cum a dat
Lessing de el, altfel decit din intimplare?

—Foarte adevirat. De altfel, nici primul argument nu-i
mai breaz, a spus tindra cu inflicirare. Desi grecii nu aveau
sistemul nostru de scriere a numerelor, ei cunosteau foarte bine
numerele triunghiulare, inca de pe vremea lui Pitagora. Dupi
cum s-a mai amintit azi aici, ei isi imaginau numerele intregi
ca pe niste gramezi de puncte sile numeau triunghiulare daci
ele puteau fi asezate in forméa de triunghi. Asa sint numerele
de forma 142=3, 14+243=6, 14+2.4344=10 etc. In
aritmetica lui Nicomah, scrisa in primul seeo] al erei noastre,
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gisim chiar o teorie a numerelor poligonale. Mi-ati putea
obiecta ca s-ar fi putut ca Nesselmann sa nu fi cunoscut lu-"
crarea lui Hermann si nici pe acelea ale recenzentilor lui. Dar
iatd ci si mai tirziu, in 1855, gasim alt articol, al cunoscutului
matematician A.J.H. Vincent, membru al Academiei Fran-
ceze, care, dupa ce citeazi parerea lui Struve, adauga:
,,...Tntr-ade\'ar aceasti epigrama este complet strdind de
spiritul luerdrilor care apartin incontestabil geometrului si-
cilian®.

— E nemaipomenit! Nici Vincent nu a cunoscut lucrarea lui
Hermann?

Ba da, a cunoscut-o insa nu a fost de parcrea aces-
tuia. Analizind problema, el o reduce numai la versurile
1—16 — care cuprind enuntul primelor trei ecuatii — si la
versurile 27 —30, care spune el, ii dau un epilog foarte con-
venabil. Ca solutii afla numerele...

— Dar prin aceasti trunchiere problema poate figura in
orice carte de aritmetica de curs clementar si deci nu mai poate
fi vorba de o problemd a lui Arhimede...

— Vincent aruncd doar !de la inceput aceasti ipotezi...

— Atunci nici nu mai intereseazi solutia lui. Preferam
sa auzim alte vocil

— Fie, pe voia dv. Iata trei voci puternice, care de data
aceasta se alituri la aceea a lui Hermann. Prima, in 1879,
este a renumitului profesor din Copenhaga, J. L. Heiberg,
in drept si decida dac# un text ar apartine sau nu lui Arhimede,
deoarece el publica in 1880 o mnoui edifie a operclor
Iui Arhimede, insotite de comentariile pe care le-a scris
Eatocios prin veacul al VI-lea.

— Faima lui Heiberg stiu cd se datoreste descoperirii
unui nou manuscris al lui Arhimede, Metoda, considerat pina
atunci pierdut!

— Da. Dar acea descoperire s-a fiacut in 1906. Pastrind
ordinea cronologica am de gind si va vorbesc mai tirziu despre
aceastd descoperire interesanti pentru noi.

Acum, in 1879, Heiberg afirma, in teza sa de docenta, ci
pirerea lui Hermann cu privire la autorul problemei taurilor
era pe deplin justificati. Bineinteles ca fond, cici forma de epi-
gramd in care gisim problema azi, o considera posterioara lui
Arhimede. Acelasi 1ucr/1yf[ sustinea si dr. Krumbiegel, in-
tr-un documentat amwl pe care il publica in anul urmator,
impreuni cu dr, A Amthor, primul autor discutind proble-
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anele filologice si autenticitatea problemei iar ultimul sta-
bilindu-i solutia generala.

De acord cu ei a fost si renumitul istoriograf al matemati-
cilor grecesti, Paul Tannery. El stabilea, in 1881, si sursa
folosita de scoliastul lui Platon cu privire la informatia in
legiturd cu problema lui Arhimede. Anume, arata ca problema
boiler a fost mentionati ca apartinind lui Arhimede in lucra-
rile matematicianului grec Geminus din Rodos, care a triit
in a doua jumatate a veacului I i.e.n.

{n fine, in traducerea in limba englezi a operelor lui Ar-
himede, pe care o face T.L. Heath in 1897, a fost introdusa
si problema boilor, considerata in mod definitiv ca apartinind
lui Arhimede. Si cu asta eu am terminat povestea.

— Asa? —m-am rizvratit eu, intaritat. Zici ca ai ferminat
povestea, fira sa ne fi ldmurit lucrul cel mai principal, mis-
terul ei? Matematicienii pot fi satisfacuti prin calcule si prin
aceasti insirare cronologici de lueriri, céci din cauza copacilor,
ei nu mai vad padurea. Dar peniru mine si colegul meu de
breaslid, de-abia acum incepe problema!

— Intr-adevir — a intervenit acesta. Daci s-a stabilit ci
probiema a fost compusid de Arhimede, ar fi de dorit sa aflam
ce l-a indemnat si o faca? Céci o problemi care conduce la
asewenea calcule ca acelea pe care le-am vizut, e putin pro-
babil ca fi fost inventati asa, dc florilc marului. De ce dar a
scris-o, cu ce scop?

—Cu alte cuvinte, vid cid problema aceasta a reusit si
va fie simpaticd, nu? Ei bine, dragii mei prieteni, chiar daca
ii mai ocariti pe matematicieni, va multumesc ca ati pus
aceasta intrebare si, ca multumirea si nu ramina platonica,
va fac chiar acum niste cafelute fierbinti ca iadul. Ne este
necesard aceastd aprovizionare, cici pentru dezlegarea mis-
terului vom parcurge cale lungi si ne-ajungi, cu vreo 22 de
veacuri inapoi, ca sa-1 gasim pe Arhimede si s&-1 intrebdm pe
el. Avem noroc ci in lumea matematicilor nu exista gra-
nife nici pentru spatiu si nici pentru timp.

— Ne va primi oare? Nu ne va rispunde si noui ,,Nu-mi
tulburati linistea“, ca odinioara acelor soldati romani : ,,Nu va
atingeti de cercurile mele!—a intrebat sfios tinira.

— A nul Sint sigur ci nu va mai raspunde asa. Noi nu-i
mai putem tulbura gindurile care urméreau dezlegarea unei
probleme, fiindca problemele ce si le-a pus el atunci au fost
de mult rezolvate. Azi opera lui e admirati chiar si de cei ce
nu o mai citesc in original. Venirea noastri i va destepta amin-
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tirile si ne va intimpina cu zimbetul cald al bunicului incon-
jurat de nepotii care asteapta si le spuna o poveste.

— Acum, cd ne-am baut cafelele, putem porni— a
inceput Teodor Solonar. Si lasim aici cerul intunecat si
vremea ploioasd si sa coborim in colful dinspre sud-estul in-
sulei cu trei unghiuri, la Siracuza, incintdtoarea cetate,
unde, sub un cer albastru strilucitor, s-a nascut si a murit
Arhimede. Precis nu se stie cind s-a nascut, se pare ca pe la.
287 i.e.n.

In schimb, anul mortii se cuncaste cu precizie. Stim
cu totii cd a fost ucis in anul 212, in al doilea rézboi punic,
de un soldat al lui Marcellus.

Traditia spune ca pe atunci avea 75 de ani, de aceea se
admite ca datid a nasterii aceea pe care v-am spus-o.

Stiati c¢d in 1961, intre 11 si 16 aprilie, au avut - loc
la Slracuza serbédri in amintirea lui Arhimede?

0, desigur! Cind am fost ultima oara la lasi, am gasit
in Biblioteca Seminarului Matematic ,,Alexandru Myller*
cel 3 volume ale Simpozionului de geometrie diferentiala care
s-a tinut acolo cu ocazia acestor serbari. M-a interesat mai
ales volumul I, in care s-au tipirit discursurile si conferintele
generale ce s-au rostit cu acest prilej. Discursul de deschidere
a fost' tinut de Paul Montel, si, dacid vreli, as putea-ciuta
printre hirtoagele mele ca si va citesc citeva din frazele care
le-am insemnat acolo.

Numai dacd nu va dura ciutatul mai mult decit am
avea noi ribdare sa asteptiam! — l-am necajit eu.

In privinta asta, nici o teama. Caietul meu de insemniri
e aici pe policioara! Iatd ce a spus Montel despre Arhimede :
»Fascinanta bogitie a facultitilor lui inventive i-au permis
sa evolueze cu aceeasi usurinta si putere creatoare in abstract,
ca si in concret, in stiintele de bazi, ca siin stiintele aplicate,
sa fie savantul care mediteaza si inginerul care construieste.
Aceste calititi, pe care le vom regisi mai tirziu la un Leonardo
da Vinci, s-au intrunit rar in acelasi om, iar in zilele noastre
aceastid reuniune e greu de conceput. Pentru Arhimede renu-
mele de tehnician s-a riaspindit mai repede decit acela de
savant, pentru cd descoperirile lui in concret erau accesibile
unui numir mai mare... Sau, mai departe, unde spune:
s,Descoperirile Jui sint fructul unei imaginatii si al unei in-
tuitii care au depisit secolele si au dat germenii teoriilor
care nu s-au dezvoltat deplin decit mult mai tirziu... ¢ Ei,
vé place ?
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— Desigur, totdeauna iti face plicere sd asculti lucruri
pc care le stii si tu, dacd sint spuse intr-o formia deosebi-
ti.Eu mi-aduc aminte cu citd admiratie vorbea Plutarh despre
Arhimede, desi numai in treacat. El arataca era unspirit asa
de profund si de o asa de mare bogatie in teorii geometrice,
incit n-a vrut s mai scrie nimic despre constructiile masi-
niriilor sale, care-i adusesera atita glorie! Insd, dragul meu
prieten, parci era vorba ci ne ducem si-1 intilnim pe Arhimede
sinu sj asistim la un congres matematic, fie el chiar in onoarea
lui Arhimede si in Siracuzal! Noi o pornisem citre Siracuza
din veacul al JII-lea i.e.n., pe cind acest oras era un mic stat
monarhic si unul dintre cele mai cosmopolite orage din Grecia..

— ‘Dal Aici cam ai avea dreptale — s-a scuzat Teodor
Solonar. Te asigur ci mergem intr-acolo, dar nu intr-o rachetd
cosmic#, fiinded nu am putea face nici o escald! Uite insi
cd am ajuns unde-doreai. Familia in care s-a nascut Arhimede
nu a fost prea bogata. Tatal lui era astronom, il chema Fidias si
se ocupa singur de educatia fiului sau.

—. Probabil c# acesta este motivul care te face si pui la
indoiald buna stare materiald a parintilor ; oamenii instariti
aveau obiceiul si tocmeasci profesori de filozofie sau literatura
pentru copii lor.

— Se spune cd Arhimede a fost atras de mic copil numai
de studiul matematicii si al astronomiei, singura lui dis-
tractie fiind inventiile mecanice.

-— Ce distractie poate intrece pe aceea de.a-ti crea tu
insuti jucdriile pe care altii nu-s in stare si le minuiascd cum
trebuie?

— Dupi cum se vede, in casi existd cite un exemplar din
cirtile nu de mult apirute ale lui Euclid, Elementele si Secti-
unile conice, carti care cuprind destul material la care si te
gindesti pe indelete. Arhimede nu a pérasit orasul natal ca si
caute invititura aiurea decit tirziu, dupa ce o ruda de-a fami-
liei lui, Heron, a fost ales de locuitorii orasului, ca tiran,
adici conducator al Siracuzei. De-abia dupi aceea Arhimede
s-a dus la Alexandria ca si-si desidvirseasca studiile sale.

— Intr-adevir, pe atunci Muzeul — cuvintul este o prescur-
tare pentru Templul M uzelor—era vestit atit prin oamenii de
stiintd si problemele care se cercetau acolo, cit si prin bi-
blioteca, colectiilor de material stiintific sau prin grédinile
sale! '

— De altfel, Alexandria rivaliza cu Atena, primul centru
de cultura al lumii elene, si o intrecea in ceea ce priveste
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matematica si astronomia. In schimb, Atena era nemtrecuta
in domeniul literaturii si al filozofiei.

— Si intrucit Arhimede inclina cétre matematici, e clar
cd a ales drumul Alexandriei. Acolo a legat prietenie cu doi
dintre cei mai mari matematicieni ai vremii : Conon si Era-
tostene. O stim precis din scrisorile pe care e adresa acestor
doi matematicieni, dupa ce s-a intors in Siracuza.

Bine, dar atunci problema lui avea o adresa foarte pre-
cisd, si nu fictivi. Drept si-ti spun, ma mir ci s-a putut pune
la indoiald autenticitatea problemei, daci se cunosteau toate
acesteal—am observat eu, surprins.

Dacd se cunosleau acestea, bine spus, vorba este ca
atunci cind se discuta problema, nu se cunosteau acestea!

— Ce vrei sd spui?

— Exact cele ce ai auzit. Unul dintre argumentele pe
care se sprijineau cei ce ii contestau autenticitatea era tocmai
acesta: daca Arhimede a scris scrisori lui Eratostene, de ce nu
s-au piastrat si altele, in afara de epigrama cu pricina, asa
dupa cum au ramas scrisorile adresate de el lui Conon sau
Dositeu ?

— Ar fi foarte interesant si cunoastem aceste scrisori
mai indeaproape.

Nimic mai simplu. lata, de pilda, scrisoarea care se
afld ca prefatd in cartea sa despre Cuadratura parabolei :
»Arhimede ii ureazi sanitate lui Dositeu. Aflind ca prietenul
meu Conon a murit §i c¢d tu, ca si mine, ii erai apropiat si,
afard de aceasta, aflind ci esti un cunoscator al geometriei cu
toata durerea care mi-a pricinuit-o pierderea unui amic si a
unui exceptional matematician, am hotarit sa-ti trimit scri-
soarea pe care intenfionam sa i-o trimit lui Conon, comuni-
cindu-ti o teorema de geometrie...“ O alta scrisoare, tot cétre
Dositeu, insotea si cartea Despre sferd si cilindru si, in fine,
o a treia se afli intr-o lucrare unde-i vorba despre o curbi
care se¢ numeste azi ,spirala lui Arhimede®; cartea are ca
titlu Despre spirale.

Dati-mi voie sd va corectez : titlul acestei carti este :
Despre elice, si nu despre spirale, ciici aceste curbe pe care noi
le numim spirale, Arhimede le numea elice.

Aveti dreptate. N-am folosit termenul de atunci, cici
pentru noi elicea este curba surubului, adica alta decit spirala.

Atunci va rog sa continuati a ne citi din scrisorile lui.

,Arhimede fi doreste sinitate lui Dositeu. Cea mai
mare parte dintre teoremele pe care le-am trimis lui Conon,
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ale ciror demonstratii ma rogi in fiecare scrisoare sa {i le
comunic au fost demonstrate in lucrarile mele, pe care ti le-a
adus Heraclit... ; si sd nu te miri cad am intirziat atit de mult
cu publicarea acestor demonstratii. Am vrut mai intii sa
comunic aceste teoreme oamenilor care se ocupa cu matema-
tica si care ar fi vrut si incerce si le demonstreze singuri.
Foarte multe dintre aceste teoreme geometrice, care, la prima
vedere, par extrem de dificile, se pot rezolva pina la urmicu
succes. Conon a murit insi fnainte de a fi putut sa-si faci
timp pentru a se ocupa de aceste teoreme. Dacé n-ar fi sur-
venit moartea, el ar fi gasit cu siguranté rezolvarea tuturor pro-
blemelor... S-au scurs multi ani de la moartea lui Conon si
incii n-am auzit ca cineva sa se fi apucat de rezolvarea vreuneia
dintre aceste probleme. De aceea voi enumera aici, pe rind,
toate teoremele propuse de mine lui Conon, si in special doua
dintre ele, care m-au dus la o concluzie falsd ; fie ca aceasta
intimplare si constituie un ex¢mplu si un avertisment pentru
-oamenii care afirmi ci pot solutiona orice probleméa pe care o
propun spre rezolvare altora, fard sd o insoteasca de propria
lor solutie ; iar in cele din urmi sint nevoiti sa admiti
¢i au incercat si demonstreze imposibilul“. In aceastd scri-
soare el aratd mai departe care este enuntul si solutia corecta
a celor doua teoreme false.

— Curioasid de tot aceasti atitudine a Iui Arhimede!

— Da, si e bine si o retinem, cici am putea gisi aici o
urmi care si ne duci la rezolvarea misterului! Insi inaintc de
a vorbi despre aceasta, trebuie si va spun ci in anul 1906,
adicd mult dupd ce misterul autenticitatii fusese lamurit,
s-au descoperit si scrisori trimise de Arhimede lui Eratostene.
Una se gaseste in prefata la o carte ce se considera pierduta :
Despre metoda demonstrdrii teoremelor cu ajutorul mecanicii.
Aceasti scrisoare incepe cu salutul obisnuit : ,,Arhimede {i
ureaza sanitate lui Eratostene. Ti-am trimis mai inainte citeva
dintre teoremele gisite de mine, comunicindu-ti numai con-
cluziile si propunindu-ti si gisesti singur demonstratiile...”
Daci e dovedit cd Arhimede l-a cunoscut pe Eratostene, se
poate trage si o concluzie asupra virstei pe care a avut-o
cind s-a dus la Alexandria, Se pare ci Eratostene din Cirene
era de-o virstd cu Arhimede si se stie ca el a devenit astronom
la curtea lui Piolemeu al III-lea, fiind chemat in anul 245
din Atena ca profesor pentru fiul lui si mostenitorul tronului.
Asadar scazind din 287 pe 245, ramin 42 de ani.

— Atunci Arhimede nu a fost elevul scolii din Alexandria.
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Asta cred cd nu, dar el a studiat acolo, cici oricind,
la orice virsta si cu orice bagaj de cunostirte poti merge ca si
studiezi intr-un centru in care stii ci vei gasi atit materialul
stiintific de care ai nevoie, cit si oamenii care lucreazi in
aceeasi dircctie. Asa se explica si faptul ca Arhimede a legat
prietenie cu acesti doi savanti si ca le propunea lor spre de-
monstrare enuntul teoremelor pe care le stabilea. Era si atunci
obiceiul matematicienilor de a-si comunica deseoperirile
lor prin scrisori, asa cum il regasim din nou in secolele al
XVlIl-lea si al XVIIL-lea.

M-ar interesa si aflu cum s-a descoperit ultima lu-
crare a lui Arhimede? Nu a fost, cumva, intimplitor?

Desigur asemenea descoperiri au de obicei acest carac-
ter. Ceea ce-i mai nostim e ci a fost gasité intr-un palimpsest,

— Vrei sd spui ca lucrarea lui Arhimede a fost scrisd
pe un pergament pe care fusese scris mai inainte un alt text sj
acesta a fost sters ca si fie transcrisa Metoda? .

— Din contri! Pergamentul pe care fusese scrisi.cartea
jui Arhimede a fost spalat de catre un cidlugir grec, ca sz scrie
pe deasupra lui un text liturgie! :

—.Dar atunci cum s-a mai putut descoperi vechinl Iext‘?

Tocmai aceasta-i nostim! Textul liturgic, seris prin
veacul al XIII-lea se afla in biblioteca unei méinastiri din
Constantinopol. Un savant cercetdtor care a intoemit cata-
logul manuscriselor a bagat de seami ca sub noul text se mai
putea descifra destul de bine cel initial, deoarece pergamentul
fusese spilat foarte superficial. In catalog el a reprodus:si un
extras din textul matematic initial, despre care nu putecx spune
nimic, nefiind specialist.

Intr-adevir, foarte nostim ! Ori cilugirul a fost cam
lenes, ori i-a pirut riu ca trebuie si distruga un text dntic,
pe care-1 pretuia! In 1906, prof. J.L. Heiberg din Copenlizga,
unul dintre cei mai seriosi cercetitori ai istoriei matematicilor
si care, dupd cum am vizut, cunostea indeaproape opera lui
Arhimede, ficind o calitorie la Constantinopol si cercetind acest
calalog, a recunoscut imediat ci textul apartine lui Arhimede,
El a cerut permisiunea si-1 reconstituiascé si peste un an pu-
blicd, aproape in intregime, textul recomstituit. S-a stabilit
astfel ca multe parti din text erau lucriri cunoscute, dar prin-
tre acestea a gasit si o foarte importantii operd necunoscuta a
lui Arhimede, Mefoda, in care se afla si scrisoarea catre Eratos-
tene.
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— Cred ca printre subiectele discutate de Arhimede si
Eratostene trebuie sa fi fost multe din teoria numerelor. Cine
n-a auzit de ciurul lui Eralosiene, am observat cu.

— Cum cine. Eu, sotul unei matematiciene! O declar aici
in fata dv. ci habar n-am de acest ciur. Probabil cd nu are
legdtura cu ecuatia Ini Pell! Totusi n-as vrea sa insinuez ci ea
nu ar cunoaste problema...

— Vedeti? Iar incepe! Vi rog deci si mdildsati pe mine
si-i explic ce este cu ciurul lui Eratostene, caci altfel s-ar
indoi ca stiu despre ce e vorba! Inci de pe vrenmea lui Pitagora
matematicienii greci au impartit numerele in prime si ne-
prime. Dar nu se stia cum s-ar putea stabili dinainte daca
un numar e prim sau nu, asa dupa cum se constata dacd un
numar este par sau impar...

— Si Eratostene a construit un ciur prin care a cernut
numerele?

— Da, dragul meu. Probabil ca si vada dacid n-ar putea
observa vreo regularitate in distributia lor. El a scris toate
numerele, de la 1 pina la-1000, in siruri regulate si unele
sub altele, pe un papirus. Ca acesta si stea intins si sa nu se
necdjeascd sa-1 dezdoaie de cite ori s-ar face sul, l-a fixat
intr-un cadru de lemn. Apoi a giurit papirusul, tdind ro-
tocoale in locurile unde se aflau numerele neprime ;.cind a
terminat operatia, acea tabeld. parea un ciur prin care se
cernuseri numerele neprime. Se vede cid imaginea aceasta
a placut foarte mult, cici de atunci si pina azi, tabela nume-
relor-prime de la 1 la 1000, desi nu se mai perforeazi, poarta
numele de ciurul lui Eratostene.

—. Cum de n-a gasit o metoda mai expeditiva?

— Era singura metod&, pe care a putut-o folosi atunci
si a ramas singura metodi care se foloseste si azi ca si aflam
dacd -un numir este prim sau nu. Ei, esti multumit, se poate
continua?

— Acum da, si il rog pe domnul Solonar s ne conduci pe
urmele lui Arhimede.

— Reintors la Siracuza, a reluat prietenul meu, Arhi-
mede a avut conditiile necesare ca si se dedice atit proble-
melor de matematica teoreticd, cit si acelora de aplicatii prac-
tice necesare ca sa-1 ajute pe Heron si-si intocmeascd o apa-
rare fatd de posibilititile unui eventual atac din partea
romanilor. Dar acele realizdri nu le vom urmiri acum. Ne
mairginim si-l ciutim numai printre problemele legate de
sistemul de numeratie. Dupa cum se stie foarte bine, la baza
gindirii matematice grecesti se afld notiunea de numir
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Arhimede

intreg. Pitagoreicii erau asa de incintati de proprietiiile
numerelor intregi, incit au fost tentati sa atribuie, unera din-
tre ele, chiar un sens mistic.

— Asa-i numai cd mistica numerelor intregi a suferit o
grea loviturd tot in scoala lui Pitagora, atunci cind tot ei au
descoperit numarul irational, care nu se mai putea exprima
prin raportul dintre doud numere intregi, a observat prie-
tena noastra.

— Totusi, cu toatia subtilitatea rationamentului lor, grecii
n-au ajums, asa cum au ficut-o hindusii, la un sistem de
numeratie care si fie comod atit pentru cercetérile teoretice,
cit si pentru calculul practic — a continuat Teodor Selonar.

— DPoate fiindcid grecii au separat problemele teoretice
de cele practice. In Cdrtile a VII-a, a VIIl-a si a JX-a din
Elemente, in care Euclid se ocupa de aritmetica, nu gasim re-
zolvatd nici o problemi numericd, nu se efectueaza nici un
calcul cu numere. Metodele de socotit formau un obiect
aparte, numit logistica, si in acest scop se foloseau abacele.
Euclid nu aratd cum se fac operatiile numerice.

— Avefi dreptate, doamna! Si ca sd intelegem usor care
a fost contributia lui Arhimede la problema numeraiiei, sa
vedem mai intii cum seriau numerele vechii greci.

Ei au folosit in loc de cifre, literele alfabetului la care au mai
adiugat rei litere din alfabetul fenician, 27 de semne, fiind
destule pentru notarea numerelor de la 1 pina la ¢99; pri-
mele 9 litere reprezentau cifrele numerelor de la 1 pina la 9,
urmétoarele 9 reprezentau zecile, iar ultimele 9 sutele.
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De pildi : numarul 529 se scria astfel: ©k6, fiinded o =300,
k=20 si 6=9. Dupi cum se vede, desi sistemul lor de nume-
ralie era zecimal, scrierea numerelor se deosebea funda-
mental de a noastra, fiinded grecii nu foloseau aceleasi sempe
pentru notarea unitatilor, zecilor sau a sutelor. Cu sistemul
pozitional, noi putem scrie un pumir oricit de mare numai
cu 10 semne, pe cind ei, cu 27 de semne, nu puteau scrie
decit un numir pind la 999. Sistemul lor de juxtapurere
cerca mereu semne noi si cu cit numérul era mai mare cu
atit aveau nevoie de mai mulle semne ca sa-l poatd sciie.

— Aceasta nu-i cu putintd si, chiar de-ar {i, putlini
oameni ar putea si-l1 foloseasci!

— Tocmai din cauza aceasta, semnele sistemului lor de
numeratie s-au oprit la 999. Pentru mii nu au mai introdus.
semne noi, ci au folosit aceleasi litere ca pentru unitati, la
care le-au adiugat o virguld inainte. Asadar, 3 reprezenta
numiérul 2, dar cu o virgulid inainte : , B=2 000.

— Se mentioneaza in literaturd cd pe vremea lui Homer
grecii numarau numai pind la 1000. Cuvintul miriada, in
grecegte rmirioi, insemna atunci un numar nedefinit de mare,
am adaugat eu.

— Exact! Mult mai tirziu au definit ei mirieada ca avind
10 000 de unititi. Pe aceasta au notat-o cu initiala cuvin-
tului M, pe care au asezat-o fie inainica literelor care arita
numirul, fie sub ele.

Astfel,
Y Y
M,3pvy=34 153, fiindcd M=30 000 ;

,8=4000; =100, v=>50 si v=3

Cu acest semn grecii au putut scrie orice numiar pind la
99 999 999, o miriadd de miriade, sau, cum spunemnoi, o suti
de milioane, numar pe care insi nu-1 puteau scrie, desi il
pronuntau. Aceasta era situatia in care se afla problema nume-
ratiei pe vremea lu Arhimede. Se caula o posibilitate de a
scrie si citi numerele mari. Arhimede a dat o solutie in cartea
pe carc a numit-o Psammit sau Nuindrarea firelor de nisip.
Dar cred ca ar fi mai bine sa-1 lasam pe el insusi si ne vor-
beasca si noud, asa cum i-a vorbit lui Gelon, regele Siracuzei si
urmasului sau Heron, in cartea despre care am amintit:
,Existd oameni, o, rege Gelon, care cred cia numarul firelor
de nisip este nesfirsit de mare. Nu ma refer la nisipul care este
in jurul Siracuzei si e raspindit in Sicilia intreagd, ci chiar
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la acel care se afld nu numai in tinuturile locuite, ci si in
acelea nelocuite. Altii cred cd numirul firelor de nisip nu-i
infinit de mare dar c#-i imposibil sa-ti imaginezi un nu-
numar mai mare. Dacé acei ce gindesc asa si-ar inchipui un
volum de nisip care ar {i egal cu acela al pamintului, care
ar umple toate golurile sale si adinciturile marilor si care
s-ar ridica pina in virful cclor mai inalti munti, ¢ evident cd
ar fi si mai putin dispusi sd creadd cid ar putea exista un
numar care si depaseascd pe acela al firelor de nisip. Cit
despre mine, voi arata prin demonstratii geometrice, pe care
tu nu vei putea si nu le accepti, cd printre numerele numite
de noi in cartile pe care le-am adiesat lui Zeuxippe, exista
unele care intrec numirul firelor dintr-an volum de nisip
egal nu numai cu acela al volumului pimintului, ci inci cu
al Universului.©

— Cum asa? Pe vremea lui Arhimede oamecnii credean
¢d nu existd un numir mai mare?—a intrebat asisientul de la
istorie. '

*— Da. Erau unii care credeau asa, iar altii ci este impo-
sibil sa treci o anumitd limitd, de pilda aceea a numirului
firelor de nisip de pe tirmul mérii.

— De fapt, era normal sifieasa, o datdi ce nu existau
nici numiri si nici semne pentru scrietea numerelor mai mari
de 10% adici .0 miriadd de miriade!—a. intarit musafira
noastra.

— 10% este o notatie si o numire modernia —a precizat
Tendor Solonar — cici grecii nu aveau notatia exponen-
tiala pentru puterile unui numir si nu cunosteau regulile de
operatii cu exponenti. Acestea le-a decoperit Arhimede. Ascul-
tati cit de limpede o spune el insusi, dupi ce, in cartea despre
care v-am vorbit, aratd procedeul prin care poate determina
atit volumul sferei ce ar cuprinde universul conceput de el,
cit si pe acela al unui fir de nisip. ,,Acum cred cé-i necesar
s& vorbesc despre numirile pumerelor. Daca n-as spune nimic
In aceastd carte, mi tem si nu-i incurc pe acei ce nu au citit
cartea pe care am adresat-o lui Zeuxippe. S-au dat nume
numerelor pind la o miriada si dincolo de miriadd ; numele
ce s-au dat numerelor sint destul] de cunoscute, ciici nu se
face alta decit se repeti o miriada pini la zece mii de miriade.
Numerele despre care vom vorbi si care merg pina la o miriada
de miriade si le numim primele numere si s considerdm o
miriadd de miriade de unitdli ale primelor numere ca unitdfi
de numere secunde ; si numérdm cu aceste unitati si cu
zecile, sutele miile si miriadele acestor unitati pina la o miriada
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de miriade. S& spunem cd o miriadd de miriade de numere
secunde este o unitate a numerelor terfe; s& numaram cu
aceste unititi, cu zecile, sutele, miile si miriadele acestor
noi unititi pin& la o miriada de miriade : 0 miriadd de miriade
de numere terle sd se numeascd unitate de ordinut al patrulea si
sd continuim si dim nume la numerele urmé&toare pina la
o miriadid de miriade de numere compuse dintr-o miriada
de miriade de numere...“

— Te rog si te opresti!—am spus, simtind parcd deodata
o ameteald. Tie, care ai citit aceste lucriri de mai multe ori i
le-ai copiat pe hirtie, ili par foarte clare. Desigur ci si dum-
neavoastria, doamna dar mie nu! Cred ci acelasi lucru il va
afirma si colegul meu. As vrea si traducem acum cele spuse
de Arhimede in limbajul nostru si, abia dupa ec voi intelege
despre ce-i vorba, poti trece mai departe!

Bine, sa facem —a oftat cu incintarc prietenul Teodor.
(8] miriadi:lO 000 sau 10¢; o miriadd de miriade=10 00¢2
=108, Aceasta este o octanid, cum va spune Arhimede mai
departe. Ea formeazi unitatea numerelor secunde. Cu aceasti
unitate el numira pinid la 10%. Inseamni cid ajunge pini la
10% . 108=10%¢ (adicid 10%*%) care se consideri ca unitate a
numerelor terte sau, cum le-am spune noi, a numerelor de
ordinul al treilea. In general, deci 10™'® va reprezenta uni-
tatea numerelor de ordmul (m+1).

— Bine, dar mi-ai spus ca Arhimede nu cunostea notatia
e\ponentlala Atunci cum a numit o miriada de miriade o
octantd?

— Habar n-am ! Stiu atit cit spune el, restul ia-l1 de bun
asa cum il auzi!

— Slab raspuns! Nu-mi ramine decit s vad cum as scrie
ultima’ unitate, aceea a ordinului miriadelor de miriadel
Trebuie si aibe forma 10%1¢"~') jar numaérul ce urmeazi ulti-
mului numir din aceasti clasi se va scrie 10%1¢", Fantastic?!

Un numir pe care-l poti scrie, dar nu si imagina! Totusi
lucrurile s-au mai limpezit sl poti continua!

— Multumesc de ingiduinti. Iatd, dar, cum urmeazi Arhi-
mede : ,,Cu toate ci acest mare numir de numere cunoscute
ar fi cu siguranti mai mult decit suficient, se poate totusi
merge mai departe. Intr-adevir, si numim numerele despre
care am vorbit numere din prima perioadd, iar ultimul numar
din perioadd sa-1 numim unitatea numerelor prime din perioada
a doua. Tot asa, o miriadi de miriade a primelor numere din
perioada a doua si o numim unitate de ordinul al doilea din
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a doua perioada... si sd continuim a da nume numerelor ur-
mitoare pind la numirul din a doua perioadi care ar fi egal
cu 0 miriadi de miriade de numere compuse din miriade de
miriade®.

— Opreste-te, s socotim!

— Lasd-ma ca dacd m&d vei intrerupe asa dupéa fiecare
perioada pe care o propunea Arhimede, vor trebui citeva
vieti pentru calculele tale. Sa termin intfi, ¢4 nu mai am mult,
si apoi ai si te lamuresti. Dv. sinteti de acord cu mine, sau
va asociati cu rebelul meu prieten?

— Si noi si dumnealui vd rugdm si continuati.

— ,Mai mult, ultimul numir din perioada a doua si fie
numit unitatea primelor numere din perioada a treia si sa
continudm a da nume tuturor numerelor pind la o miriada
de miriade, care fac parte din perioada formatd dintr-un mi-
riad de miriade de numere de miriade de miriade“. Ne oprim
cdci aici se termini si prezentarea sistemului de numeratie
propus de Arhimede, desi de aici inainte urmeazj partea cea
mai interesanti a cartii.

— Cred. Dar ne consoleazi faptul cid in lumea asta sint
foarte multe lucruri extraordinar de interesante, numai ci
bietul om nu le-poate cuprinde pe toate nici micar in gind.
Urmind de unde am rimas, inseamni ci numerele din peri-
oada a doua incep cu 101" cele din perioada a treia cu
102819 jar ultimul numair in fata ciruia se opreste Arhimede
este acela din ultima perioadi a miriadelor de miriade, care
se va scrie 10%1910'=10% 1" adici 1 urmat de optzeci de cua-
tralioane de zerouri!

— Numir pe care nici micar nu ti-l1 poti imagina, fiindca
mi-ai spus ci nu-ti poti imagina nici pe 10%-3*. E. Kolman a
calculat insa lungimea acestui numir, daca cilrele sale ar fi
scrise unele linga altele asa de strins ca fiecare zero si aiba
numai litimea de un milimetru! In aceasti ipotezi a aritat ca
pentru a-1 scrie ar trebui o intindere care si depaseasca de
500 de ori distanta P&mint-Soare!

— Dar numairul firelor de nisip? A calculat intr-adevar
Arhimede cit e de mare?—am intrebat eu curios.

— A, da, el se afld printre numerele din prima perioada
si anume, dupa cum spune Arhimede, ,este mai mic decit
0 mie de miriade de unititi a numerelor de ordinul al 8-lea“,
adici este mai mic decit 10° - 10 - 107*=10%.

— Asadar, iatd incd un argument care pledeazid pentru
teza autenticitatii problemei taurilor, domnule Solonar:
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Arhimede isi crease numerele cu care si jongleze in aceasti
problemi! Intrebarea este daci se mai gisea cineva — nu
indriaznesc si ma gindesc ci ar {i putut exista prea multi —
care si poatd minui numerele mari, fiindca altfel problema
risca si ramina fard raspuns!

— Fira raspuns a rimas ea atunci oricum, dar de gasit
se mai gaseau sialtii atinsi de delirul numerelor mari. Mai in-
tii de toate era Apolloniu din Perga, savant renumit care se
impusese lumii matematice prin cele opt cirti asupra
sectiunilor conice; se pare ci a triit intre 260 si 200 f.e.n. El a
stat multa vreme in Alexandria si, dupa cum o spune singur
in prefatala Cartea I a sectiunilor conice, a cunoscut corespon-
denta lui Conon. Din Alexandria, Apolloniu a fost chematla
curtea regelui Attalos din Perga. Acolo a petrecut vreme in-
delungaté in tovarésia altor matematicieni. Dar intre Arhimede
si Apolloniu, mai tinidr decit Arhimede cu vreo 20 de ani, nu
au existat, pare-se, raporturi de prietenie, ci tocmai contrare
Vrajba s-a incins, asa cum se intimpld de multe ori, atitata de
zelul prietenilor, atunci cind au apérut cirfile lui Apolloniu
despre Secliunile conice. Arhimede scrisese si cl despre sectiunile
conice inaintea lui Apolloniu si, cind a apérut lucrarea
lui Apolloniu, acestia l-au acuzat ci l-a plagiat pe Arhimede.
Injuria era neintemeiatd, céci Apolloniu a declarat in prefala
cértilor sale cd el nu a urmarit alta decit si sistematizeze si
sd generalizeze toate descoperirile fiacute anterior. Se pare
cii Apolloniu nu a uitat aceastd jignire si nici nu a iertat-o.
De aceea, atunci cind au apérut cartile lui Arhimede Despre
mdsurarea cercului si Despre denumirea numerclor, Apolloniu
le-a raspuns printr-o lucrare intitulatd batjocoritor Okifékion
(Nasteri rapide). Lucrarea aceasta este astizi pierduti. Ea
e cunoscuta doar din comentariile lui Eutocius asupra operelor
lui Arhimede. Eutocius observa ci Appoloniu stabilea si un
mijloc mai precis decit al lui Arhimede pentru calcularea valorii
aproximative a numirului © cu patru si nu cu doua zecimale
exacte, iar in legiatura cu problema numeratiei Apolloniu opune
metodei octantelor, imaginati de Arhimede, un sistem de
numeratie mai comod cu miriade. Acest nou sistem nu se
deosebeste de al nostru decit prin aceea cid in fiecare clasa
sint patru ordine (unitati, zeci, sute si mii), in loc de trei.
Aici zecile de mii sint unitétile de ordinul intii din clasa ime-
diat urméatoare, pe cind in sistemul actual miile sint unitéitile
clasei superioare. In acest sistem, miriada de miriade, adici
octanta lui Arhimede, este numiti miriadi dubla, iar 10 000® —
miriada tripla s.a.m.d.
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— Extracrdinar! Acum banuiesc care-i dezlegarea miste-
rului problemei taurilor! —am exclamat farid si vreau.

— Intr-adevar, aveti dreptate — mi-a rispuns tinirul
prieten, incercind o mind de om necijit. Dumnealor discuta
gcum numai intre ei, de parca nci am fi cu totul straini de
problema!

La oceasti observatie am ris satisfidcut, iar mucalitul
meu prieten a adaugat:

— Totusi , si stitti cd nu va las ultimul cuvint! Asa ca
va mai citesc ceva. Iatd ce viu si plastic si-l imagineazd S.1.
Lurie, in cartea pe care a scris-o despre Arhimede, pe autorul
problemei faurilor cind i-a trimis problema lui Eratostene,
ca o provocare fati de Apolloniu : ,Credeai ca ai sa mé& intreci
in arta numeratici? Ceea ce ai facut in Okifokion nu reprezinta
adevirata infelepciune! Incearci siirezolvi problema propusa
de mine si atunci voi recunoaste ca esti invingator!“

Replica ne-a plicut mult si toti trei ne-am aritat satisfa-
cufi prin multumirile adresate prietenului meu, ceea ce l-a
pus in incurcitura.

— Priviti, deasupra Runcului cerul s-a inseninat, a spus,
fericit c& a gisit un divertisment.

— Era si natural—I-a ajutat colega lui. Minunindu-se de
sfrguinta noastra, norii au vrut si ne aplaude, dar, cind au
fncercat si o faci, s-au risipit!

— Ce-ar fi sa o luim intr-acolo?—a propus prietenul
Teodor. V-as arita eu pe unde alergam dupi veverite, cind m-a
adus tata aici la liceu.

— 1Incaltea si ne spui si cum te-a urechiat profesorul
tau de latind din cauza lor!

— Nu era ora de latin&, ci cea de greacid. Si, dupd cum
vezi, platesc acum ceea ce i-am ramas dator atunci, cind din
cauza unei veverite cu cchisorii speriosi si cu coada zbiriita,
nu-mi invitasem paradigmele !



PROBLEMA
NUMERELOR PRIETENE
ST ALE ALTOR SIRURI
DE NUMERE INTREGI

Cind am primit scrisoarea pe care mi-a trimis-o prictenul
meu Teodor Solonar, am finteles ci-i bolnav si am plecat
imediat la Cimpulung. Sldbise mult, avea o paloare care nu
mi-a pliacut, dar nu-si pierduse prospetimea sufleteasca si nici
buna lui dispozitie.

— Bine, mai Toa, i-am spus dupii ce ne-am baut cafclele,
de ce nu mai zabovesti si tu in pat, asa cum ii placea lui Des-
cartes si o faca? De ce umblij, fird noim4, de ici pini colo, daca
vezi c¢i nu ti-e bine?

— Poate fiinded nu vreau sa mor in pat!

— Las’ ¢i inca nu ti-e nasul de moarte!

— Asta n-o stie nimeni, da’ oricum, aruncid omul si cite
o vorbulitd mai anapoda atunci cind ii siciit de cel mai bun
prieten al lui.

— Din vorbulitele tale inteleg ca habar n-ai ce inscamna
priefenia, asa ci te sfatuiesc sa citesti De amicitia lui Cicero!

— Ba si am iertare, ca si Cicero consider ci ,prietenia in-
seamnd acordul perfect in toate problemele omencsti”. Asadar.
mai mediteazd tu la Cicere si priveste starea mea de acum,
cu aceeasi indiferentd ca si mine, cu alte cuvinte {ii ,,un alt eu®,
ca si folosec formula lui Pitagora.

— Eu credeam cii expresia aceasta, aller ego, deveniti
proverbiald de cind a folosit-o Cicero, a inventai-o Ennius si
nu Pitagora.

— Pitagora a trdit cu cel putin trei secole inaintea lui
Ennius asa cd nu a putut-o lua e] de la Ennius. Dar ce rost ar
avea sa ne certam din aceastd pricind cind toti citi au scris
despre prietenie, Platon in Lysis, Aristotel in Elica nicomahicd,
Piuiarh, Montaigne si atitia altii din timpurile noastre, oricit
de mestesugite le-au fost vorbele tot n-au mai adaugat nimic
peste lapidarul alfer ego ; de pildi, ce spune mai mult Emerson,
in eseul lui Despre prietenie, cind arata cé :,singura cale ca si ai
an prieten este ca tu insuti si fii unul “?



Arthur Cayley James Sylvester

Drept rispuns l-am intrebat

— Ce-ar fi dacd, urmind cirarea pe care ai apucat-o, te-ai
opri pe dowreniile matale si mj-aj prezenta numerele prietene?
De atitea ori mi-ai tot promis cx aj si o facil

Teodor Solonar m-a privit jung, nuanta verzuie a ochilor
lui sclipea sub sprincenele-i castanii, stufoase. Am crezut ca va
incerca si amine iar aceasta discutie, dar el s-a indreptat inspre
dulapul cu carti, a luat un caiet si dupi ce l-a pus pe masi mi-a
Spus :

— Cicero a scris De amicitiq fiindca i-a cerut prietenul
lui, Atticus, eu am scris Despre numerele prietene, chiar mai
fnainte de a mi-o fi cerut tuy. Iati dovada.

— Nu-mi venea si cred, gestul m# riscolise, dar ca si nu se
observe l-am infruntat:

— Mare hotoman mai esti! Matale te-ai pregitit pe-ndelete
i eu mi minunam de cele ce-ti ieseau din gurd ! Mi tem cé daca
te lasam sd continui m-ai fi fnsirat pe nerisuflate si citeva
perechi de prieteni celebri ! )

— Cred si eul Asculti! Ahile si Patrocle, Teseu si Piritus,
Oreste si Pilade. Asta din mitologie si daca ai uitat poves-
tile lor, sint gata si i le improspitez. Acum las la o parte alte
perechi celebre ca si-ti prezint numai o pereche de matema-
ticieni Arthur Cayley si James Joseph Sylvester, despre care
tare mi-ar face placere sa-ti vorbesc odati, altidati!

— Recunoaste deci ci m-aj tras pe sfoaral
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— Nici vorbd de asa ceva. Am fost silit de imprejurari!

— Lasa gluma si spune-mi serios de ce te-ai hot#rit si
alegi acest subiect?

— Iti jur ca niciodati n-am vorbit mai serios ca acum!
Am fost silit de imprejuriri si dacid nu ma crezi, iata faptele :
Acum vreo citeva saptimini,m-am pomenit cu un cunoscutde-al
meu care a venit si mi intrebe, ce stiu eu despre numérul 220?
Am bénuit indata despre ce putea fi vorba, dar eram curios s&
afiu cum a ajuns el, avocat de meserie, la acest numar si l-am
fntrebat. Drept care m-a privit pe deasupra ochelarilor, a scos
o hirtie din buzunar si mi-a spus:

— Asculti aici ce am citit intr-un roman a carui actiune
se petrece in Evul Mediu: Ca si-si asigure protectia unui senior
ce-l dusminea, un cavaler a trimis acestuia un dar foarte
curios fiinded l-a potrivit in asa fel ca sd cuprinda exact 220,
de buciti. Anume, saci de griu, de poame uscate, vase de vin
de ulei, oi, porci sila acestea a addugat o punga de bani, atitia
la numar cit mai era nevoie ca impreuni cu numirul celor-
lalte bunuri si ajungd la 220. Trucul i-a reusit, iar autorul
romanului comenteazi aceastd preferintd a cavalerului,
ardtind cd numirul 220 era unul din perechea 220, 284,
numitd numere priefene, fiindcé fiecare dintre numere este
astfel alcatuit incit partile unuia il formeaza, prin adunare,
pe celdlalt! Dupa cum stii, eu n-am dus niciodati casa buni
cu matematicile si am venit si-mi dai o mina de ajutor, fiindca
ti-a mers buhul in tirgul nostru, ¢d nimeni nu te-ar intrece
fn aceasta directie! Te-as ruga sa ma lamuresti cici mie nu-mi
pare deloc logic, ca partile unui numéar — de pilda 220 —sia
dea prin adunare un numéir mai mare decit el, adica 284 si
nici ca ar fi cu putintd ca partile lui 284 si micsoreze numi-
rul, facindu-l egal cu 220!

— Ei, asa mai vii de-acasi — l-am intrerupt pe Teodor
Solonar care se striduia si fie cit se poate de serios. Lucrarea
ta ii este dedicata lui!Sint chiar foarte curios si aflu cum l-ai
ademenit pe stimatul avocat si dea tircoale matematicilor?
Imi pare tare rau ca nu am fost si eu de fatil

— Nu regreta nimic, fiinded am s#-{i redau cu fidelitate
convorbirea dintre noi. Mai intii m-am inoredintat ca pentru el
numerele nu insemnau altceva decit un mijloc de a stabili rela-
tiile financiare, buget, economie... A trebuit si incep a-i
prezenta si o altd fatd a lor. J-am aritat ca existd numere
prime si numere compuse, ci, de exemplu, numerele 3 sau 5
sau 7 sint prime fiindca nu se impart decit cu ele insele sau cu
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unu, care de altfel imparte toate numerele, pe cind 6 sau 30
sint numere compuse, fiindca au si alti divizori, cici6=2 - 3 iar
30=2-3-5. I-am atras apoi atentia ca acesle numere, 6, 30
si celelalte de acest fcl, se prezintd ca un produs de factori
primi, ca 6 are ca factori primi pe 2 si pe 3 si asa mai departe.
Lucrurile pireaun si meargd destul de bine si de aceca am
atacat indata miczul problemei, adici l-am pus si-l1 descom-
pund pe 220 in factori primi. A facut-o, dar cind a constatat
cd eisint 2, 2, 5si 11 mi s-a infundat. Numai ce-1 vid ca-si
sterge ochelarii, se scarpind in cap si-mi spune:

— Bine, profesorasule, parci era vorba si-mi dovedesti ca
partile lui 220 fac 284 si nu 24-24-5-4+11 adica 20!

— Pariez ca, luat asa prin surprindere, ai tidcut chitic,
nu-i asa? —l-am Intrebat amuzat la culme de cele ce-mi po-
vestea.

— Da, a spus Teodor Solonar. Nu intelegeam ce l-a apucat!
Schimbase si tonul si era asa de satisficut ci m-a prins cu
ocaua micd, incit dintr-odati, am inteles ci putcam dezumfla
balonul cu o intepitura de ac, mi s-a fiacut mild de cl, si
n-am facut-o.Mi-am cerut scuze ca nu i-am atras atentia asupra
deoscbirii ce existi intre faclorii primi ai unui numair si divi-
zorii lui, care sc mai numesc si pdrfile lui alicole, ci divizorii
unui numdr nu sint numai factorii lui primi, ci si produscle
formate de acestia. I-am aritat ci la aceste parti facea aluzie
comentatorul si c¢id tocmai intr-acolo aveam de gind sa-l
indrept cind a intervenit ¢] cu observatia aceea oarecum pri-
piti. Reluind calculele, am adiugat si pe unu printre factorii
primi si atunci a putlut constata ca, intr-adevir, prin adu-
narea partilor lui 220: 142 4445410420+ 11422+ 444
+55-4110, se obtine cxact 284.

— (Cred ca s-a bucurat cind a stabilit acest rezultat, nu-i
asa?

— Nu preal Mai degraba cred ci a fost dezamigit cd nu m-a
putut infunda, fiindcd nu l-am auzit pronuntind decit ,,mda“.
Aveam impresia cé-i sldbise si elanul — ficuse probabil un
prea mare efort matematic! —eu insi m-am incapatinat si duc
lucrul pina la capit, asa cd i-am propus si descompunem si
pe 284 in factori ca sd se convingi ci si ,inversul® este ade-
virat. De data aceasta s-a orientat cu usurintd, a notat pe
hirtia lui rezultatul 14-2-4-4--714142=220, apoi a indoit
hirtia, a pus-o in buzunar sis-a sculat. Mi-a intins mina cu un
zimbet politicos, luindu-si ramas bun : Asadar, asta a fost
toatd filozofia si toatd taina?
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Jar m-a apucat, nu stiu cum, o jale de usciciunea din su-

fletul omului acesta si m-am-decis sd picur in el un strop de
desfatare. Am inceput si-i spun cid pe aceste doud numere
Pitagora le-a numit numere prietene, si i-am ardtat de ce,
apoi cé ele au interesat prin proprietatca care o au, pe multi
matematicieni greci si arabi din Evul Mediu si din Europa apu-
seana si chiar pe matematicienii din zilele noastre. Ma bucuram
viazind cum i se destinde chipul, a zimbit, si md pregiteam
si-1 opresc ca si bemn o cafea si si-i arat cit de interesante sint
problemele din teoria numerelor, ci Fermat era si el jurist,
cind il aud spunindu-mi :
— Ca si vezi cu ce-si pot bate oamenii capul! Curat vorba
bitrineascd : Satul arde si baba se piaptani! Auzi aiureala :
»Numere priefene”. Nu-s oamenii pricteni si an sa fie nume-
rele! Dupi ce am inchis usa in urma lui, m-am intors la masa
asta de lueru, am inceput si rasfoiesc cirti, si note si sd-mi
notez in acest caiet tot ce-am putut. In acelasi timp, ca pli-
cerea sa-mi fie deplina, am.citit sau recitit toate cartile despre
prietenie ce mi-au cizut in mind i mi-am notat citeva pareri
pro si contra ei. De pildi, acestea a lui Aristotel din Etica
nicomahicd : ,Prietenia este o virtute sau cel putin a fost in-
sotita intotdeauna de virtute. In plus, este una dintre trebuin-
tele cele mai necesare ale vietii, nimeni nu va accepta sa tra-
iasci fard, prieleni, chiar daci ar avea toale bunurile celelalte®.
Sipérerea amaritului de La Rochefoucauld: ,,Ceea ce au numit
oamenii prictenie nu este decit o asociatie, o menajare reci-
proci a interesejor si un schimb de servicii, in sfirsit, nu e
decit o negustorie in care amorul propriu isi propune ceva de
cistigat®.

— Trebuie si recunose, dragad Toader, ca nu stii niciedata
de unde sare iepurele. Eram cu adevirat gelos pe acest avo-
cat si cind colo, numai datoritdi lui am si méa pot lafai linga
numerele ce au fost purtate la piept, drept talisman, secole
de-a rindul de catre toti ce-i ce-si doreau sd ramind prieteni
pe viata. $i tot lui trebuie si-i multumesc ca te-a ficut sa
apreciezi ,inaltele mele calitati de ascultdtor”! Sper ci ai
tras concluziile cuvenite, anume ci asemenea specie de pri-
eten este o floare rard ce trebuie cultivati cu grija, ca si
nu se vestejeasca!

— Asa-mi trebuie dacd n-am avut ce face si nu te-am lisat
si-ti inchipui ci esti mai tare ca Sherlock Holmes, asa-mi
trebuie dacd am vorbit ce nu trebuial

— Atunci reparid si spune numai ce trebuie. De pilda,
povestea lui Iamblic cu care amicul matale nu a fost de acord!
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— Bine dar tu o cunosti! Totusi daca vrei s-o mai auzi,
asteaptd sa aduc. §i cafelele ce au ramas neficute de atunci!

— Bine zis, ¢i nu-i pentru cine se giteste! Eu deschid
caietul pind atunci. A, uite! vid aici ci povestea se afld in
Comentariilelui Jamblic la Arilmetica lui Nicomah din Gherasa,
care a scris aceasti carte prin jurul anului 100 al erei noastre.

— Se spune, — a inceput prietenul meu povestea dupi ce
a pus cafelele pe masa, ca odatd a venit cineva la Pitagora si
l-a rugat s&-iarate cum ar trebui si fie doi oameni, unul fata de
altul, ca sa se poatid numi cu adevirat prieteni? Si se com-
porte ca numerele 220 si 284, a rispuns Pitagora, fiindca aceste
numere sint astfel ca fiecare din ele este format din suma
partilor celuilalt, adica fiecare este un alt eu.

— Nu cred ci a fost vreodati o mai adincd definitie a
prieteniei! Pitagora a putut-o gasi, fiindci pentru el, univer-
sul intreg, precum si toate partile lui, se abstractizau in
numere. Cind a impus conditia ca unul dintre numere s fie
suma divizorilor celuilalt, si cuprindi adica tot ce are celilalt
numir mai intim in fiinta lui, el a transpus aceeasi conditie
la oameni: toategindurile, toate aspiratiile, toate preocuparile
unuia sd aiba silas in sufletul celuilalt. Or, ca si se petreaca
acesta, oamenii nu pot filuati la intimplare, dupé cum nici nu-
merele nu-s oarecari, ci nu mai 220 si 284. Cind am terminat,
Teodor Solonar a luat caietul si l-a risfoit. Apoi mi-a spus :

— Cred c& Cicero a cunoscut aceasti definitie a lui Pitagora
si s-a gindit, ca si tine, la semnificatia ei. Uite ce scrie el in
De amicitia : ,,Natura, mai mult decit necesitatea, di nastere
prieteniei, ea are la origine o chemare a inimii si un sentiment
de afectiune si nicidecum gindul la foloasele pe care le-ar
putea trage“. Citi deosebire intre el si La Rochefoucauld,
sau Helvetius care scria : ,,Nu existd prietenie fira interes ;
ar fi un efect fara cauzi“.

— Constat ci-ti place si te abati din drum ! In locul lui
Helvetius il prefer pe sirianul Iamblic, care dupi cite stiu
a scris mai multe carti despre Pitagora.

— Da, a scris 9 carti, insid nu s-au pastrat decit patru.
In ele se cuprind cele mai multe informatii ce le avem despre
scoala lui Pitagora, numai ci redate dupa vreo mie de ani!

— $i de la Iamblic pind acum au trecut peste 1500 de ani.
Ce inseamni insi veacurile pentru noi ? Jonglam cu ele mai
bine decit artistii de la cire cu farfuriile sau ficliile aprinse !

— Prea prezumtioasa ti-e afirmatial Mai degrabid cred ci
ne strecuram printre veacurile trecute ca si savuram far-
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mecul si suavitatea unor probleme pe care trecerea acestor
veacuri nu le-a stins, de pildd numerele prietene sau alte
proprietiati ale numerelor, stabilite de pitagoreici.

— Raéamin la parerea mea, eu am senzatia ci jonglez cu
veacurile preficute-n farfurii sau in torte; pe acestea le
arunc cu o anumiti méiestrie in urma mea si iati-ma ascul-
tindu-1 cu infrigurare pe Pitagora insusi, tilmécindu-mi legile
Universului cu ajutorul numerelor... ,singurele in stare si ne
aproprie de legile naturii, pe care numai intelegidu-le le
putem stipini“.

— Admir entuziasmul tiu care a infruntat si el zecile de
ani si-mi pare rdu ci trebuie si-1 mai temperez ! E greu de
afirmat cu certitudine ce a spus si ce a gindit Pitagora, fiindci
el n-a scris nimic. Tot ce stim s-a pastrat numai prin tra-
ditie, inviluit in legendd si scris de elevii din scoala lui.
Un fragment piastrat de la Philolaos, pitagorician de la sfir-
situl veacului V i.e.n., ar putea fi pus alituri de cele ce afir-
mai tu mai inainte : ,Tot ce se poate recunoaste are numir,
céci fard de numir nu este posibil sd cuprinzi ceva cu gindul
sau si recunosti®.

— Admirabil | Spune-mi daca aceasta frazd nu-i valabild
si azi, scrisd cu exact aceleasi cuvinte ca si acum 2400 de
ani ?

— Nu te contrazic decit numai ca si-ti atrag atentia ci
tnfelesul cuvintului numdr nu mai este acelasi ca pe vremea
lui Pitagora. Aristoxen din Tarent, de pildi, care a triit cu
vreo sutd de ani dupid Pitagora, afirma ci Pitagora privea
Aritmetica drept cea mai frumoasa si mai favorizata stiinta,
filndca numai pentru ea lucrurile apar sub forma numerelor !

— Iar mi-ai dat api la moara mea! Daca nu mé-nsel
Gauss, marele Gauss, a spus-o in plin secol al XIX-lea ca
,»Aritmetica este regina matematicilor, adicd nu a ,spus”,
ci a repetat cele afirmate de Pitagora.

— Alj dreptate | El a fdcut descoperiri de seaméa in toate
domeniile matematicilor, dar a indrigit indeosebi Teoria
numerelor, asa ci era indreptatit sa spuna ca: , Malemalica
este regina stiintelor, iar Arifmefica regina matematicilor*.

— Am citit odati, intr-o carte, cd matematicienii care
fac alita caz de logici, au o terminologie foarte putin logica |
Nu vreau si discutidm aceastd chestie acum, dar mi-a venit
in minte fiindcd te aud spunind cind Teoria numerelor, cind
Aritmeticd. Stiu bine cd este o deosebire intre aceste doua
denumiri, si.de aceea as vrea sia o precizim.
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— Teoria numerelor esie un termen mai nou, folosit din
secolul al XVIII-lea pentru capitolul din Aritmeticd ce se
ocupd numai cu studiul proprietitilor numerelor intregi. Cind
Gauss vorbeste de Arifmeficd, el se refera, de fapt, la Teoria
numerelor. Aritmelica insid (de la qrithmos care in greceste
insecamnd numdr) studiazd proprietitile tuturor numerelor
intregi, rationale si irationale precum si metodele practice
privind operatiile cu numere si, de asemenea, problemele
legate de diferite sisteme de numeragie. La greci insi, Arit-
metica era stiinta numerelor intregi, adici exact ceea ce
numim azi Teoria numerelor.

— Stiu cd Pitagora si toti matematicienii greci de dupa
el, inclusiv Euclid, considerau ca numere numai intregii,
iar fractiile si numerele irationale erau privite drept mirimi
care exprimau o mdasurd, uneori prin numere intregi, dar
alteori nu. Still ca opcra’;iile elementare dintre numere erau
explicate in Logisticd, cuvintul logistiki avind chiar inteles
de ,.calcul numeric“. Acum e clar ¢ atunci cind vom vorbi
de Arifmetica greceascd ne vom referi la ceea ce azi se numeste
Teoria numerelor. Nu s-ar putea spune ci numerele fniregi
au exercitat o crunti tiranie asupra matematicienilor greci ?

— Ba da, dar era o tiranje care le era pe plac | Egiptenii,
babilonienii, hindusii sau alte Popoare din antichitate au
privit numerele dintr-un punct de vedere mai realist, care
se aseamana cu cel de azi si numaij datoriti acestei conceptii
generale despre numir s-au putut dezvolta metodele practice
de calcul si tehnica lui. In schimb, grecii au transferat pro-
blemele legate de fractii i de numerele irationale in domeniul
geometriei si eliminind problemele practice, au putut stabili
acele minunate proprietdti ale numerelor intregi, care au
deiectat antichitatea, pe matematicienii din Evul Mediu,
din Renastere si din Epoca moderna.

— Daca mi gindesc mai bine, mi se pare ci inteleg de ce
grecii au crezut cd numai intregii sint numere. Desi in natura
se intilnesc ambele infatisari distincte si opuse : discretul
§i continuul, discreful e singurul care se numiri, pe cind
continuul se masoara. Lucrurile vii nu se pot imparti: o
jumatate de vacd nu mai rdmine vacj vie care si dea lapte
un sfert de ou nu mai este un ou si din el nu va mai iesi un
pui, aceste obiecte se pastreazi numai ca unititi indivizibile.
Multimea lor se numdrd si rezultatul numdrdrii se exprimi
prin numere intregi. Teoria atomici a lui Democrit sau
mulfimea stelelor de pe cer pledeazi pentru unititile indi-
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vizibile. Tot stelele insi, prin miscarea lor neintrerupti pe
bolta cereasca, ca de altfel si drumul descris de un peste in
apa, de o pasire in zbor, oferd imaginea marimilor continue.
O jumatate de misurid de miecre sau de lapte are sens si
obiectul nu-si schimbi identitatea dupid cum un sfert dintr-
un ogor poate fi lucrat exact ca si cum ogorul nu ar {i fost
fmpartit. Acestea sint exemple de marimi continue care nu
se mai numdrd ca marimile discrele, ¢i se mdsoard ! Totul
este numir, a spus Pitagora, tetul curge, spune Heraclit.
Grecii au separat ceea ce de fapt se impleteste si nu se poate
separa, dar in felul acesta au putut pastra si cea mai simplj,
cea mai naiva si cea mai plasticd notiune de numir. Cindva,
cind ai incercat si-mi spui ce se intelege azi prin numar,
m-am incrincenat, nu cra de mine. Hai si mai zabovim in
preajma lui Pitagora si si-mi ariti unele dintre proprietatile
numerelor intregi pe care le-a descoperit el sau la care a
cugetat.

— Mai intii sd facem o precizare. Nu e vorba de numerele
intregi, ci de numere naturale. In muitimea numerelor intregi
se cuprinde si zero si numerele negative, care nu ficeau parte
din multimea numerelor considerate de Pitagora. In privinta
proprietatilor numerelor naturale, cred ci cca mai veche
descoperire rémine deosebirea dintre numerele pare si im-
pare. Opozitia dintre par si impar forma chiar una dintre
cele 10 categorii filozofice ale pitagoreicilor, dintre care cinci
erau exprimate chiar in termeni matematici.

— Le stii si pe celelalte patru ?

— Nu, dar le am notate aici in caiet. Iata-le : unu-multi-
plu, limitat-nelimilat, drept-curb, pdlrat-nepdirat. $i, ca si
vezi citd atentie si cit de Ja moda era problema par-impar,
uite ci am notat, tot aici in caiet, un fragment din Epiharm,
datind din secolul V.i.e.n.

— Da ? Trebuie si fie Epiharm din Siracuza, care a scris
mai multe comedii.

— Intocmai, si de aici poti deduce e¢i preocuparca nu
aparfinea numai matematicienilor, ci se ridspindise de pe
atunci, in cercurile mai largi. Iatd ce scria el : ,Daca cineva
vrea si adauge o piatrd la un numéir impar sau chiar la
unul par, sau si ia o piatri dintre cele care existd, crezi oare
¢i numarul are si rimini la fel 2 Un secol mai tirziu, Aristo-
tel scria : ,,Aritmetica rispunde la intrebarea: ce este imparul,
parul, un pétrat, un cub®.
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— Vaid ci in cele doud citate, in primul direct, in celdlalt
indirect, se face aluzie la folosirea pietricelelor pentru numai-
rare. Stiu ci de obicei erau alese pietricelele de aceeasi ma-
rime si formi. ;

— Da, numai ca numele de ,calcul” se trage de la numirea
latineascd a pietrei si nu de la numirea greceascad ,,psifi®
care avea inteles mai degrabd de litera, ca semn.

— Poate fiindcd romanii au folosit pietrele in abacele cu
care efectuau, de fapt, calculele practice, socotelile, pe cind
grecii se jucau cu ele, imaginind figuri geometrice i numarind
cite pietricele le cuprind. Poate ca, de multe ori grecii nici nu
mai foloseau pietre adevarate, ci le inlocuiau cu puncte pe
care le deseanu. In felul acesta, eiau descoperit si au izolat
siruri intregi de numere, care se formau dupa anumite legi,
aveau anumite proprietati si se reprezentau prin aceleasi
figuri. De aici si numele de numere figurative care le-au
ramas pind azi.

Probabil ca la asemenea numere s-a referit Aristotel cind
a numit patratul sau cubul ?

— Da. Uite de pildd prin numere friunghiulare se inteleg
acelea in care pietrele, sau punctele, se pot ageza sub formi
de triunghi dreptunghic sau isoscel :

0 0 0 0
00 00 00
000 000
0000 ..
1 3 6 10

Daca te uiti la ele, vezi ci asemenea numere se formeazi

prin adunarea succesivd a numerelor din sirul natural :
1, 142=3, 14243=6, 14+24344=10, ...

In acelasi timp, aceste numere, fiind fn progresie aritme-
ticd cu ratia 1, stii cd suma lor, dacd numirul termenilor se
noteazi in general cu n,este dati de formula 14243 4-...n=

n(n+1) o - .
= ——-—=, or, aceasti ,formuld are o interpretare geome-
trici. Ea este aria unui triunghi cu baza n si cu inal-
fimea n-41 sau invers. Asadar, iatd numirea justificati.
Cit despre numerele pdirate :

00 000 0000
0 00 000 0000
000 0000 ..
0000
1 4 9 16
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ele se obtin prin insumarea numerelor impare consecutive :
1, 143=4, 1434+5=9, ...

Aplicind aceeasi reguld, a progresiilor aritmetice cu ratia
2, sirului format din n numere, rezulti :

14345+ ... +(2n—1)=n=

De aceea, numerelor pitratice li s-au spus prin prescur-
tare pdlrale si azi se spune tot asa: 25 este patratul lui 5,
iar 5 este rdddcina pdlratd a lui 25! Grecii nu spuneau radai-
cina patratd, ci mai sugestiv, ,laturd : ,Patratul 25 are ca
laturd pe 5“. Numerele péatrate se pot obfine si prin ali-
turarea a cite douid numere triunghiulare egale; in acest
caz, una dintre baze se suprimi, dupda cum vezi usor de pe
figura. Aceasta revine la a aduna doul numere triunghiulare
consecutive :

(n—Hn et ='l(n-—1+n+1)=n2.
2 1 2

Metoda de a deduce numerele poligonale din numerele
triunghiulare a fost generalizatd de catre Hipsicle din Ale-
xandria, care a trédit prin secolul II i.e.n. El a stabilit si o
formula care exprima numerele ale ciror puncte se pot aseza
sub forma unui pentagon regulat (pentagonale), sau sub
formd de hexagon (hexagonale) etc. Notind cu p numérul
laturilor poligonului respectiv, formula stabilita de cl este :

1
n,= 2 n2+(n—1)(p—2)].

— Ia sa vedem ce di aceasti formul!d pentru patrat:
n, =§n[2-}-(n—1) -2].

Asadar regisesc, cum era si de asteptat, pe n?.

— Dupé cum ti-am ar#tat, suma numerelor impare con-
secutive genercaza patratele. Suma numerelor pare con-
secutive da nastere la numerele dreptunghiulare :

000 0000

00, 000 0000
0000,..

2 6 12

2, 244=6=23, 244464=12=3+4, ..
24446+ ...2n=n(n+1).
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Euclid

Toate aceste feluri de numere reprezintd arii de figuri
plane, de aceea se numesc, cu un cuvint, numere plane.
Aceasta fiinded se pot imagina si numere solide, punctele
ler fiind asezale in straturi succesive care si formeze o
piramidd, un paralelipiped, sau un cub, iar expresia lor
generala va fi un produs de trei factori, ca de pilda, in cazul
paralelipipedelor, N=n(n+1)(n+42) san a cuburilor, &N =n*.

— Bine, si zicem ci puterea a ircia a unui numir este
considerati de matematicianul grec drept volumul cubului
de laturad n, dar puterca a patra ?

— Nu stiu daci au ajuns la ea. In acest caz, desigur ci
au avut oleacd de bataie de cap cu asemenea numere, dar de
obicei ei evitau problemele ce nu le conveneau. Stii bine
cite dificultati existau din cauza conditiei de a rezolva pro-
blemele de geometric folosind numai rigla si compasul. fnsa
metoda de a privi numerele sub forma de produse i-au facut
sid descopere si numerele care nu se descompun in factori,
adicd numerele prime, numerc numite de ei ,rectilinii sau
»liniare®“. Stabilirea proprietitilor acestor numere i-au preo-
cupat mult pe greci. In cartea a VII-a a Elementelor, Euclid
le defineste astfel: ,,11. Numir prim este acela pe care-l
misoard numai unitatea“. Spre decosebire de Euclid, dar
fard sid-1 contrazicit, Aristotel spunca ca: ,ppe un numir
prim nu-l maisoard nici un numir”!

— Inteleg de cc ! Aristotel considera cii unu nuera numéir,
ci unifatea din care se formau numerele, asa cd nefiind numadr,
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Aristotel are dreptate. Euclid credea la fel. In prima defini-
tie din Carfea a VII-a gisim : ,Unitatea este aceea potrivit
careia fiecare lucru se numeste unu“ si definitia a doua :
»Jlar numir o multime compusa din unitati”. Asadar, unitalea
si nu numarul unu misoard numdarul prim !

— Ai explicat mai bine decit as {i fost eu in stare s3 o fac !

— Te cred, m-ai descilit atita cu Euclid al tau ci, de
mulfe ori, in loc si iau un roman de aventuri ian IZlementele
traduse de Victor Marian i m# uit prin ele. Mai ales ci le am
«de la tine !

— Te rog lasi dulcegiriile de o parte ! Vad ci te lauzi
cu definitiile din Carfea a VII-q, i{i mai amintesti poate
vreuna ?

— Desigur, trec peste acelea care stabilesc numirul pe-
reche, sau nepereche, sau pereche ori pereche sau nepereche
-ori nepereche sau pereche ori nepereche si mi opresc la defini-
tia 22: ,Numdr perfect este acela care este egal cu pirtile
sale”. Dacd nimeni nu te-a intrebat despre numerele perfecte,
uite ¢d o fac eu, rugindu-te si-mi explici ce-au mai gisit
oamenii si la acest fel de numere ? Or, poate acest subiecct
mu se gaseste printre filele caictului de pe masi ?

— Ba da! Tot ciutind articole despre numerele prictene,
:am dat peste unul, apiarut in revista americand de istoria
qnatematicilor, pe nume ,,Scripta mathematica“, publicat in
1946 de catre E.B. Escott, pe care te-as ruga si-1 cauti aici
in caiet ! :

— Doar nu s-o {i intitulat ,despre numecrele perfecte®!

-— Nu, ci ,,despre numerele prietene“. Dupa ce-1 gisesti,

rciteste te rog cum incepe !
— ,,Teoria numerelor a fost continuu studiati din timpul
Jui Pitagora pind acum. Doud subiccte preferate au fost
,numerele perfecte si numerele prietene“. Insi, dupi ce da
«definifia numerelor perfecte si il aminteste pec 6=1--243,
viad cd nu se mai ocupa de ele, ci numai de cele ce sint anuntate
dn titlu.

— 8i ? Nu ajunge un ciomag la un car de oale ? Ori crezi
‘c& alte carti sau reviste nu mai pomenecau de ele ? De altfel, nu
:stiu .daca ai trecut mult dincolo de pagina cu definifii din
‘Cartea a VII-a a lui Euclid sau ai preferat si ramii la ele
ca sd le patrunzi ? Ma indoiesc ci ai ajuns pind la teorema a
‘36-a din cartea a IX-a a Elementelor.

— Da, o cunose, este o teoremi foarte indigestd, nu numai
¢én demonstratie, dar si ca enunt. De aceea chiar aveam
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de gind si o discutdm, dar mai bine sé-ti spun intii o sarada.
Iatd despre ce-i vorba : Lucian povesteste ci la Pitagora a
venit odatd un negustor care l-a rugat si-1 invete filozofia.
Drept raspuns, Pitagora i-a zis : ,,Te voi invata sa numerij !
Deziluzionat, negustorul i-a raspuns : ,Asta o stiu eu foarte
bine 1“. ,Atunci numira®, i-a replicat Pitagora si negustorul a
Inceput : ,unu, doi, trei, patru, ...“ Pitagora i-a facut semn
si taci si i-a sus : ,, Te opresc aici céci ceea ce iei dumneata
drept patru este zece, un numar perfect si simbolul nostru®.

— Cunosc anecdota si bénuiesc eu ce te doare! Vrei si-mi
arati ca Pitagora nu stia ce spune, c#ci 10 nu-i un numar
perfect, fiinded suma divizorilor lui: 1+4+245=8 este mai
mici decit 10, asadar un numir neperfect.

— Exact! Si cu asta sper ci te-am ficut praf nu numai
fiinded ai putut constata cit de inalte sint cunostintele mele,
dar si pentru ca nu prea vad cum ai si iesi din incurcitural

— Da, grea problemi cind ai de-a face cu carturari lu-
minati. Negustorul acela trebuie si& se fi minunat de
raspunsul lui Pitagora si dacid nu a fost infumurat si i-a
urmat invétitura, a aflat indatd ca Pitagora ii aratase nu-
merele triunghiulare: 1, 3, 6, 10. Zece este al pafrulea numdr
triunghiular si, mai mult, el este un triunghi perfect, fiindca
aria lui se exprimi prin decada. Aici perfect nu este folosit
cu intelesul strimt al unei categorii de numere, tot asa dupi
cum mai tirziu, prin secolul II, Theon din Smirna numea
perfect pe numarul 3, fiindcd ,el este primul numir care
are inceput, mijloc si sfirsit si este, totodati, liniar si
plan!“

Apoi, Teodor Solonar a adus o carte cu copertd albastra
si mi-a intins-o, privindu-ma sugubat :

— Uite, la pagina 87 ai si gisesti teorema care te-ar fi
wsurmenat® dacd ai mai fi staruit si o dezlegi. A cdpatat o
form#d modernd, frumoasa si usor de infeles. Dupa cum vezi,
cartea a fost compusa la Iasi de ciatre un coiectiv condus de
citre binecunoscutul profesor al Universitatii din Iasi si
multd vreme rectorul ei, doctor docent Ion Creangi.

Am luat cartea pe care mi-a intins-o prietenul meu. Avea
ca titlu : Infroducere in teoria numerelor si la pagina indicaté
am gisit teorema cu numarul 5.3 : ,Conditia necesard si
suficientd ca un numar natural par n sa fie perfect este ca n
si fie de forma :

n=2{241—1)=2¢- p,
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unde { este un numdir natural, iar p este un numér prim“.
Nu-mi venea si cred ci-i aceeasi teoremi cu ce din Elemente
si de aceea doream si o compar. Am gasit-o sii-am citit-o
prietenului meu : ,,Daci oricite numere incepind cu unitatea
se pun pe rind in proportie dubld pina ce suma tuturor
devine un numdir prim, si daci suma inmultitd cu ultimul
face un numéir oarecare, produsul va fi un numéir perfect.

— Nu, dragi Teodor, orice ai spune tu, imi este imposibi}
sa inteleg ceva din aceastid formulare si iti marturisesc recu-
nostinta ci mi-ai ardtat cd ea poate fi scrisa asa de frumos
si simplu! Imi place asa de mult, incit te rog si ne oprim
aici si sa facem citeva incerciri ca si stabilim, dupd acest
criteriu, citeva numere perfecte !

— Dar cu numercle prietene ce se mai aude, le-am pus
de mamaliga ?

— Lasi, nu te maigrozivi acum si tu, cinu ne mini nimeni

din urma. Trebuie si vedem, mai intii, pentru ce valori ale lui
t, expresia (2#'—1) este un numir prim, nu-i asa? Incerc
=1: Avem : 22—1=3; Asadar, t=1 verificd si rezultd n,=
=2-3==6. Deci 6 nu este numai un numir perfect, dar mai
este si triunghiular! Observim cia si =2 verifica : 22— 1=7.
Prin urmare, acum apare al doilea numir perfect. Care-i
oare? Parci nu indriaznesc si-1 calculez!

— Curaj ca doar, nu te asteapti decit o simplid inmultire.

— Da: n,=4-7 =28. Dar nu-i vorba numai de asta.
Sa gisesc si divizorii lui 28 si si verific !

— Adicd, nu ai incredere in teoremia sau in tine? Ori in
amindoua ?

— De ce incerci si te razbuni? Nu vezi ci eu am cedat?

— Ai dreptate, tu ai cedat i vid ca ai scris divizerii lui
28.

— Da, avem: 1424+447+14=28. Merg mai departe
si pun t=3. Am 2¢— 1=15. Ce riu imi pare! Formula nu se
mai aplicd. Sa fac t=4:2%— 1=31. Stragnic! 31 este un numair
prim, deci am descoperit al treilea numir perfect. El este
n;=16 . 31=496. Cam mare, totusi lasi-m si-i aflu divizorii
si sd fac probal

— Daca-ti face plicere, de ce nu te-as lisa! Numai ci
te-as sfitui sa numerotezi, numerele nu cu indicele ce arata
succesiunea lor, ci cu indice care aratd valoarea lui f. Asa
ca, in loc de n; s pui n,. E mai sugestiv si mai interesant,
cdci tot nu poti numira toate numerele perfecte.
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— Asta-i adevirat, binuiesc ¢i numirul lor este inflinit.
Avem dar n,=496 si scriindu-i divizorii gisesc :

142+44-84314624124+248=496.

Observi ci aceste doui numere din urmi nu mai sint si triun-
ghiulare?

— In schimb sint rectangulare.

— Nu inseamnd mare lucru, fiindcd toate sint, dupa for-
mula, produs de doi factori. Dar ia si mai vedem ce se intimpl&
pentru =952

— Potoleste-te si pdstreazi-ti elanul pentru alte probleme
care asteapti sd le cinstesti cu atentia ta. Ca si nu fii prea
necdjit, afld cd de abia pentru {=7 ai sa gisesti al patrulea
numar perfect care este 8 128.

— Spune-mi cite numere perfecte au fost cunoscute in
Antichitate?

— Numai acestea patru despre care am discutat noi acum.
Ele se gisesc amintite in Ariimefica lui Nicomah din Ghe-
rasa, carte scrisi pe la inceputul veacului 2l doilea, dupi
cum mi se pare ci ti-am mai spus. Cartea are un nivel stiin-
tific cu mult inferior cartilor VII—IX din Elemenfele lui
Euclid, insa ea a avut un mare succes, datoriti comenta-
torilor ei, -care la rindul lor nu au putut face nici atit cit a
ficut Nicemah §i s-au marginit s o explice si s& mai adauge,
ici si colo, informatii ce ie giseau in alte lucrari.

— Consider cd era normal si fie asa, fiindcd Egiptul isi
pierduse independenta de mai bine de un secol, iar faimoasa
Scoald din Alexandria isi inchisese de mult portile. Marea
epoci de glerie a matematicienilor greci trecuse, iar romanii
nu erau amatori de matematici i nici nu au incurajat studiul
lor. Trebuie sa fim recunoscatori acestor comentatori care
se striduiau si pastreze o licdrire din trecut. Mi sc pare ci
Jamblic, comentind aceastd lucrare a lui Nicomah, a adus la
cunostintid descopcrirea numerelor prietene de citre pita-
goreici.

— Da. Aceasta cu ocazia comentariunlui siu asupra celor
4 numere perfecte pe care le discuta Nicomah. $i cred ci
are si-ti placi si afli cd Nicomah se ocupa de distributia
acestora. El a observat cd printre unitdti este un singur
numir perfect: 6. Tot asa, printre zeci, numai 28 este perfect,
printre sute tot un si.'ngur numar este perfect si la fel, nu
nu se afli decit @ singur numair perfect printre cele 1000

5i ci elp-se termind fie in 6, fie in 81
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Marin Mersenne

— Cind a fost calculat al cincilea si de citre cine?

— De-abia in secolul al XV-lea de ciitre Regiomontanus.
Dar el nu se afia printre zecile de mii, ci printre zecile de mi-
ioane!

— 11 ai poate notat?

— M3 mir ¢i mai intrebil Uite-1 aici, dupa notatia noastrd
el este: n,=33 550 336. In secolul urmaitor, J. Scheybel,
traducitorul Iui Euclid in limba germani, a mai gasit doua
numere perfecte : n;, si n;, acesta din urma avind 12 cifre,
adica fiind de ordinul bilioanelor! Peste alti 100 de ani s-a
mai gasit un indrégostit de cifre si de perfectiunea exprimata
prin numere, care a adus la lumini al optulea numir : n,,,
El se afld in crdinul pentalioanelor, adicd are o suiti de 22
de cifre!

— Si care-i numele fericitului calculator?

— Dacanute-ar fi infricosat asa de tare teorema 36 din
cartea a IX-a a Ini Euclid, ai fi gasit singur rdspunsul in
notla de la pagina 249 a volumului II al Elementelor traduse
de Victor Marian. Iatd ce spune el: , Al oplulea numir
2 305 843 008 139 952 128 se aflda la Mersenne...“

— Atunci cl l-a calculat?

— Greu de spus! Foarte probabil ci da, insd ar {i putut
si-1 i calculat si Fermat care ii transmilea multe dintre re-
zultatele stabilite de el din teoria numerelor, fars si aiba
nici un fel de pretentii de autor.
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— Dupa cite stiu eu, Marin Mersenne, ciliugir sau poate
numai frate franciscan din secolul al XVII-lea, era un mare
amator de matematici $i animator al matematicienilor, pe
care-i stimula in descoperirile lor atit prin scrisorile ce le
primea si le trimitea, cit si prin corespondenta pe care o
dirija intre cei interesati de aceleasi probleme. Se spune ci
revolutia stiintifici din Franta ii datoreazi mai mult lui
decit Universitatilor ce continuau s#-si pastreze caracterul
lor scolastic. Thomas Hobbes afirma cid prefera chilia lui
Mersenne oricdrei alte scoli de filozofie din Paris si ori de
cite ori trecea Canalul, il vizita pe Mersenne. In chilia lui—
locul de intilnire al savantilor din Franta si din striainitate—
s-a pus si baza Academiei franceze.

— E adevirat, numai cid pe Mersenne l-au interesat, in
aceeasi misuri, si experientele de fizicd si chimie care ince-
puserd pe atunci si-i preocupe pe oamenii de stiintd. De
aceea, cartea pe care a publicat-o in 1644 la Paris are ca titlu
Cogitata Physico-M athematica. Aici se afld multe probleme
din teoria numerelor printre care un loc aparte il ocupi
problema numerelor prime. Dupi cum ai vazut insisi existenta
numerelor perfecte este conditionatd de faptul ci num irul
p=2+1—15s3a fie un numair prim. Azi aceste numere poarti
numele de ,Numerele prime ale lui Mersenne®, fiindci ele
au fost cercetate in aceasti carte. De fapt, Mersenne a sta-
bilit o0 metodi de a descompune numerele perfecte de aceastd
form4 in factori primi, pentru diferite valori ale exponentului
t. Prin aceasta s-au determinat totodatd si wvalorile lui ¢,
pentru care aceste numere sint prime. Notindu-le : M,=2!—1,
s-a stabilit cd pentru {<257, existi numai urmatoarele 12
valori : t=2, 3, 5,7, 13, 17. 19, 31, 61, 89, 107, 127, pentru
care M, este un numar prim. De pildd pentru ¢ = 11,
M,;;=2047=23 - 89. Nu este un numér prim, ci se descom-
pune in produsul 23 - 89. In cartea despre care ti-am vorbit,
Mersenne discuti si despre numerele perfecte si despre nu-
merele prietene. fntre altele, el calculeazi n,,, asadar si M,,.
Insi, in 1750, Euler a mai calculat odati M, si n,,, nestiind
ca acest calcul a fost facut cu 100 de ani mai inainte. Intr-o
lucrare de teoria mumerelor, publicati la inceputul secolului
trecut, contrj atia lui Mersenne nici nu mai este amintita.

— Asaddr, mai rimin 4 numere perfecte, ca si se termine
seria .d€spre care ai vorbit. Cind au fost calculate?

-
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— Al noulea, ng;, a fost calculat in secolul trecut, dar ul-
timele trei grupe au aparut deodati, in 1917. Trebuie s3 stii ¢
aceste numere sint gigante si au dat destul de furca amatorilor.

— Existd vreun nume pentru numerele gigante?

— Da,in 1940 Edward Kasner a propus numele de googol
pentru 10'%°, acest numiar intrecind se pare numairul pro-
babil al atomilor din Univers. Cu ajutorul ordinatoarelor, in-
cepind din anul 1958, s-au putut stabili inca 11 numere prime
ale lui Mersenne si anume, pentru urmitoarele valori ale lui
t: t=521, 657, 1279, 2203, 2281, 3 217, 4 253, 4 423, 9689,
9941 si 11 213.

Ultimul, descoperit in 1964 are 3 376 de cifre, adica este
mai mare decit un googol si, ca si fie imprimat, are nevoie de
12 pagini. )

— Atunci numirul perfect care-i corespunde, oare de cite
pagini va fi avind nevoie?

— Asta nu o mai stiu.

. — In definitiv, cu aceste informatii putem considera pro-
blema numerelor perfecte incheiatd, nu?

— Nu! Existd incid probleme anexe care asetapta dezle-
garea. De pildi :

1) Nu-i nici un motiv §i nici nu-i demonstrat cd n-ar pu-
tea fi numere perfecte nepereche. Sint, sau nu sint?

2) Numerele perfecte pot fi obtinute numai prin formula
{ui Euclid?

— Nu {i se pare cid dacid s-ar gasi raspuns la prima intre-
bare, acesta ar raspunde si la cea de a doua?

— Da, in parte, cici dupd formula lui Euclid, toate nu-
merele perfecte trebuie si fie pare si daci ar exista un numir
perfect impar, atunci el ar trebui si se calculeze in mod
obligatoriu prin alti formulil!

— Da,ai dreptate si de aceea, tot in mod obligatoriu pro-
pun si ridicim sedinta, cad pe ziua de azi ne-ajunge!

A doua zi dimineatd, prietenul meu mi-a spus zimbind

— Sa-ncepem si ziua de azi cu: ,,Mai aveti o intrebare?*

— Desigur, i-am riaspuns bucuros ca-l1 vidd asa de bine
dispus. As avea de pus dou# intrebari:

1) In afari de perechea 220, 248 au mai fost gisite si
alte perechi de numere prietene? Cind si de céatre cine?

2) Dacai existi, ca in cazul numerelor perfecte, vreo reguld
pentru a le calcula ?

— Da, mulfumesc. Am si rispund, deocamdata partial,
la prima intrebare. Pind in secolul al XVII-lea nu a fost
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cunoscuti alti pereche de numere prietene. In auul 1636,
Fermat a descoperit o noui pereche, iar doi ani mai tirziu,
Descartes a calculat a treia pereche de numere prictene.
La a doua intrebare va pot informa tot partial deocamdata
ci in secolul al IX-lea celebrul matematician si astrencm
arab, stabilit la Bagdad, pe nume Tabit ibn Korra, adici
Tabit feciorul lui Korra, a gésit o formula care arata cum se
pot calcula perechile de numere prietene, insd in mod practic
nu a calculat o noud pereche. Mai mult, spre deosebire de
cazul numerelor perfecte, pentru determinarea perechilor
de numere prietene nu existd o formuld generala care si
permita calcularea lor, dar existd multe formule particulare.

— Acum, pune te rog mina pe creion ca si-mi explici cum
a ajuns Tabit al matale si feciorul nu stiu cui,la formula sa.

— Prea multe vrei si stii. Eu iti propun si te mulfumesti
numaj cu formula, asa cum a dat-oel, fira nici un fel de ex-
plicatii, cum era dealtminteri si obiceiul. Treaba Iui cum a
gasit-o, tu foloseste-o! ,,Daci se pot gisi trei numere p, ¢, r,
toate prime §i caresi fie de forma:

(1) p=3-2"—1, ¢g=3-2°1—1, r=9-2""1—1, unde n este
un numar natural, mai mare decit unu, atunci perechile
(2) A=2"-p-q si B = 2", sint numere prietene‘.

— Bine, dar vid cd formulele acestea permit si stabilesti
cite perechi de numere vrei. De ce oare maestrul Tabit nu
a ficut-0? Oricum, inainte de a o face eu, vreau si viad ce
se intilmpla cu formulele (2) pentru cazul n=1, pe care
véad ca l-a lasat de o parte.

Inlocuind in formulele (1) rezulti :
p=3.2—1=5, ¢g=3—1=2, r=9.2—1=17, adici 3 numere
prime.

Daci le inlocuiesc in (2) obtin :

A=2-5-2=20 si B=2-17=34.

Iatd o pereche de numere destul de simpaticd, nu-s ele
oare prietene ?

— Pune-Je la incercare si ai sa vezil

— Atunci si stabilim divizorii : 20=22-5 iar 34=2-17.
Asadar, 14-24-17=20. Vezi? Suma divizorilor lui 34 este
exact 20!

— V&d, cum si nu vad, mergi mai departe!

— Jlaca merg, cid n-am si stau in loc: 142444+ +54
+10=22. Deci, 34 incurcid socotelile! Pe linga factorii lui
20, el ar mai avea loc si pentru altii strdini, in timp ce bietul
20 nu admite alti factori decit pe acei ai lui 34! Exact ca
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fntre prietenii de care trebuie si se fi lovit un La Roche-
foucauld sau Helvetius sau ati{ia altii ca si scrie despre prie-
tenie cu atita naduf!

— Te-as ruga acum s&-mi explici de ce regula lui Tabit nu
se aplicd la cazul n=1. De unde provine anomalia?

— Nu-i nici 0 anomalie, tu singur nu ai respectat condifia
impusd de requld si atita tot. Gasesti ci este o anomalie daci
te calci o masing, fiindca nu ai respectat regulile de circulatie?

— Atunci si cercetez cazul n=2:

p=3-4—1=11, ¢=3-2—1=5 r=9-2-1=71.

Toate trei sint numere prime. Aplicind formulele (2) 7asesc :
A=4-55=220 si B=4-71=284, perechea stiuti!

— In timp ce mocoseai la aceste calcule eu m-am fintors
in urmi cu vreo mie de ani i l-am cautat pe Tabit ibn Korra.
L-am gasit aplecat asupra unui medalion de aur pe care grava
numirul 284. Alaturi de el se afla un altul cu numirul 220,
frumos incadrat intr-un desen. Se intuneca si fiindci trebuia
si-1 termine i-a spus ucenicului si urce in turn si si prega-
teasci instrumentele pentru cercetarea stelelor, ci vine si el
dupa ce ispriveste talismanul. I-a mai amintit ci toata aten-
tia trebuie indreptati spre steluta aceea care a disparut aseari
asa de repede la orizont,cé pe ea ar vrea si o prindi asa cum
trebuie. S-ar fi urcat bucuros el singur de pe acum in turn,
dar nu putea neglija treaba aceasta, care-i aducea un venit
asa de bun. Talismanele erau la moda si cei bogati le pliteau
bine. Cu ce cistiga pe ele isi intretinea familia, plitea ucenicii
si chiar avea cu ce procura cite un manuscris matematic,
greu de gasit §i scump la pret. De altfel, nu se cuvenea si se
plinga, caci i si plicea si incrusteze aceste doua numere,
impodobindu-le in fel si chip, fiindca in timp ce lucra gindu-
rile lui sipau si ele in adincuri. Asa a aflat ca aceste doui nu-
mere nu aveau nici o taind ci s-au legat intre ele ascultind
de o lege tot asa cum asculta si stelele de o lege cind se rotesc
zilnic in jurul pamintului, sau cum ascultd diagonalele unui
pitrat de legea ce le porunceste si se taie in parii egale. Stia
cd ar putea gisi si alte perechi de numere care si asculte de
aceeasi lege a prieteniei si chiar dorea si le calculeze poate
odatd, cind va avea mai mult timp... oricum acest lucru
nu-I va spune niménui fiindci ar putea fi acuzat de blasfemic,
de ateism sau cine mai stie de ce! Unii oameni cred in puterea
acestor douad numere de a proteja prietenia si cu ce drept ar
veni el sid le tulbure credinfa?
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Cind a técut, Teodor Solonar péstra inca privirea pierdutad
fn gol, iar ochii ii erau umezi, de-abia cind a observat ca-k
privesc curios, s-a scuturat de ginduri. Atunci i-am ‘zis :

— Da,aici ar fi o explicatie a faptului c¢d Tabit nu a mai
calculat alti pereche. Daci aceste numere au trecut din
domeniul stiintei in acela al magiei, era natural si se fi
marginit la perechea stiuti!

— Asta-i sigur! mi-a raspuns prietenul meu. Uite ce scrie
Oystein Ore in cartea sa Number Theory and its Hislory =

,»In scrierile matematice arabe, numerele prietene apar de
mai multe ori. Ele au jucat un rol in magie si astrologie, in
stabilirea horoscoapelor, in vrijitorie, in amestecul potiunilor
de dragoste si in fabricarea talismanelor. Ca o ilustrare vom
cita din Historical Prolegomenon al invatatului arab Ibp
Khaldun (secolul XIV): ,practica arfei talismanelor ne-a
fdcul sd recunoastem minunatele virtuli ale numerelor prietene.
Ele sint 220 si 284... Autorul Ghaia-ei, alli mari maestri de-
clard cd ei au vdzut acestea confu-mate de experienfd‘.

— Foarte nostim, mai ales ci, dupid cite stiu eu, Ibm
Khaldun, tunisian de origine, este recunoscut nu numai ca
un istoric celebru, dar si ca un bun cunoscitor al stiintelor de
atunci, in seriile lui existind multe observatii stiintifice
serioase!

— Spui ca-i nostim! Ei, atunci afld una si mai nostxma ra-
masd de la alt arab, astronom si medic vestit, care a triit
pe la inceputul veacului al XI-lea la Cordova. Se numeste
Abulcasis al Madjriti. El afirma ca aceste doui numere exercita
cu adevirat o influentd miraculoasi, pe care a cunoscut-o el
insusi, fiindcd a dat cuiva sd méanince numérul 220 in timp
ce el a mincat numarul 284! Picat cid nu ne spune si cum le-a
preparat |

— Din cele ce-mi spui, trag concluua cd faima acestor
doud numere a fost adusa prin scrierile matematice si nema-
tematice arabe, cidci atit Nicomah cit si Iamblic pastreazz
o atitudine stiintificd in informatiile ce le dau.

— Cred ca da. In cirtile de aritmetici tipirite in Europa
apuseana prin secolele XV si XVI de catre Chuquet, Stiefel,
Cardan, Tartaglia, sl de altii, apar si aceste numere. Ele sint
date numai drept exemplu in legiturd cu proprietatea divi-
zorilor lor, dar in nici una dintre aceste carti nu se mentio-
neazi formula lui Tabit ibn Korra si nici proprietétile magice?
Si Mersenne, intr-o carte, tipariti mai inainte de Cogitata, cu
titlul Les preludes de I’Harmonie universelle, le aminteste.
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Astfel .se face ci, citind cartea, Pierre Fermat cu pasiunea
care o avea pentru problemele din teoria numerelor, nu s-a la-
sat pina ce nu a stabilit legea lor de compunere si nu a gasit
inci o pereche! In 1636, la doi ani dupi ce apiruse cartea lui
Mersenne, autorul primeste o scrisoare de la Fermat, in care
ii comunici o a doua pereche de numere prietene, anume :

A=24-23-47=17296 si B=2'-1151=18 416.

— Exact formula lui Tabit pentru n=4. Ceea ce inseamni
cd pentru n=3, p, ¢ sir nu sint numere prime! A ariatat Fermat
cum a stabilit aceste numere ?

— Atunci nu , dar mai tirziu da, siiti voi arita indata pro-
cedeul lui. Mai inainte insi, as vrea si te pregitesc sufleteste
ca sd nu ai deziluzii. Trebuie si stii cd, pe vremea lui Fermat,
si cu atit mai mult in timpul lui Tabit, nu exista for-
malismul cu care esti azi asa de obisnuit, fincit nu-{i
inchipui cum ar fi putut exista aritmetica fara de el!

— Iartid-ma dar nu inteleg ce vrei si spui? Te referi la
formulele algebrice?

— Ma refer mai ales la semnele de operatie, 4+, —, X :,=
si literele puse in locul cifrelor, cu care sa potinota orice putere
a unui numir sub form# exponentiali, ca de pilda,la forma in
care ti-am scris eu formulele lui Tabit. Nici el si nici Fermat
nu le-au scris si deci nu le-au gindit asa. Cum a procedat Tabit,
nimeni nu mai stie, dar iatd cum descrie Fermat calea pe
care a urmat-o :

»Se incepe cu progresia geometrica : 2, 4, 8, 16,... 5i dede-
subt se pun numerele triple corespunzitoare. Apoi, din fiecare
se scade cite 1 si rezultatele se scriu pe rindul de deasupra. In
fine, in rindul de jos se scriu numerele obtinute prin produsul
a doui numere consecutive din rindul trei, din care scazi 1:

5 11 23 47
2 4 8 16
6 12 24 438

71 287 1151

Cind un numir din ultimul rind este prim, ca 71, si la fel
cel de deasupra din rindul intli, ca 11, si la cel precedent
lui, ca 5, atunci aceste numere conduc la numere prietene.
De exemplu, numirul din ultimul rind, 71 si cele din primul
rind, 11 si 5, sint prime. Daci se inmulteste 71 cu 4 se obtine
284 si inmultind 5 cu 11 si cu 4 obtinem 220. La fel, 1 151.29=
= 18416 si 23.47.2¢=17 296,,.
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— Oare ce-ar fi zis Fermat daci i s-ar {i aratat formulele
pe care le-am scris noi, aici?

— Nu cred ci l-ar fi incintat ca pe noi. Aceste fermule
i s-ar fi parut, poate, mai greoaie decit metoda folosita deel,
fiindca el era deprins sa gindeasca dupa tiparul lui de atunci
si ar fi avut nevoie de adaptare ca sa treacd la al nostru.
Ti-am povestit cindva cazul lui Huygens. Desi prieten cu
Leibniz, el nu s-a putut adapta la conditiile noi ale analizei
infinitezimale si a continuat si gindeasci si sa creeze, aga
cum se obisnuise, desi conceptiile noi l-au interesat si nu i-an
ramas striine.

— Mi-ai spus ci, doi ani mai tirziu, Deseartes a descoperit i
el 0 noua pereche de numere prietene. Cred ca cel putin el a
stabilit formulele lui Tabit, fiindcd stiu ca el a dat algebrei
forma moderni si a folosit notatia exponentiali.

— Iatd ca nu! Printre scrisorile prin care-i comurica lui
Mersenne numerele prietene gisite de el, se afld una in care
aratd ca-i uimit de faptul cd Fermat a folosit exact acelasi
procedeu care l-a condus si pe el la numerele
A =27.191.383 = 936358451 B = 27.73 727 = 9 437 056

in anul 1644, cind Mersenne a publicat Cogitata, el a adus
Ia cunostinta publicului aceste doud perechi noi de numere
prietene, fird a arita cum au fost descoperite.

— Spui cd Mersenne a tipirit cartea sa in 1644, dar Fermat
ficuse descoperirea cu 8 ani mai devreme, iar Descartes cu 6...

— Si ce-i cu asta? Judeci dupi azi si nu dupi atunci/ In
secolul al XVII-lea, opt, zece si chiar doudzieci de ari nu
aveau lungimea celor de azi!

— Poate ci ai dreptate. Imi vin in minte diferite exemple
care mid fac si nu mai insist. Revenind la problema noastri,
as vrea si observ ci dacd numerele stabilite de Descartes
sint de ordinul milioanelor si corespund la valoarea n="7 din
formula lui Tabit, ar urma cé perechea urmitoare se va afla
undeva printre bilioane sau {rilioane ?

— Imi pare riu ci iar trebuie si-ti spun nu! Prin aceasts
formuléd nu s-au mai putut gési alte perechi de numere prietene
pentru nici o valoare a lui n<200!

— Atunci s-a ispravit cu ele? Asadar, printre numere sint
mai pufine exemple de prietenii decit printre oameni!

— S-ar putea si nu te gribesti? De unde ai scos tu ca
formula lui Tabit ar fi fiind singura cale citre numerele prie-
tene? Oare ifi inchipui ca Euler, despre care Arago spunea cia
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.el calculeazi asa cum oamenii respirid si vullurii planeazi
fn vint“ a lisat si treacd pe lingi el o asemenea nada fara si
se prindd in ea? Dintr-o rasuflare ¢l a dat la iveald 30 de
perechi de numere prietene !

— Asta-i prea de tot! Nu glumesti? Chiar 30 de percchx noi-
noute de numere prietene ? Si a aratat cum a procedat ?

— Atunci, in 1747, cind a publicat articolul intitulat
Despre numerele priefene, s-a mirginit sa aminteascid cele
trei perechi cunoscute si a adiugat perechile calculate de el,
dintrs care prima este,: A=22.23.5. 137, B =22.23 827
iar ultima A=3%-52-11-59-179 B =32-52- 17 "‘
Peste trei ani a scris o brogura cu acelasi titly, in care a stabxlit
teoria numerelor prietene, dar aceastd lucrare a ramas in
manuscris si nu s-a gasit decit dupa moartea lui, atunci cind
au fost cercetate lucrarile sale postume, pentru a fi publicatid
intreaga operd a lui Euler. Brogura a aparut in volumul I
din opere complete Comunentationes Arilmelicae, in 1915.
Acolo, la pagina 86,am gasit si am citit aceasti luerare a lui
Euler si am constatat atunci ci Euler era cam slab la istoria
matematicilor desi stia Odiseea si Eneida pe de rost!

— Imi inchipui satisfactia ta. Hai povesteste-mi ce cusur
i-ai gasit marelui Euler ?

— Cusur? Nu pot pronunta acest cuvint cind vorbesc de
Euler, el rimine pentru mine un zeu si zeii nu au cusururi.
Ei pot insi rimine indiferenti fala de datele istorici pe care
oamenii de rind o cerceteazid cu migald. Astfel am gasit
ci Euler credea cd M. Stiefel era acela care a prezentat nu-
merele prietene pentru prima oara. El scrie cd perechea 220,
284 se afld in Aritmetica inlegra publicati dc acesta la
Niirenberg in 1544. Asadar, nici tu Pitagora, nici tu Iamblic
nici tu Fermat! Singur Descartes este amintit ca autor al
ultimei din cele trei perechi. Despre Tabit ibn Korra nici
nu as fiavut pretentia si-1 pomencasca fiindca lucrarile lui au
fost cercetate si discutate abia in secolul al XIX-lea, dar
despre Pitagora §i Fermat—de! — ar fi fost cazul.

— Ei,acum dupai ce {i-ai virsat naduful, astept sa-mi arafi
metoda stabilitd de Euler, daca este destul de simpld ca si o
pot iajelege si eu.

— In privinta asta, ca si-ti fac placere, te pot incredinta ci
ai fi fost si tu in stare si o descoperi, daca ai fi dorit-o cu
adevirat!

— Lasd iromiile §i treci la fapte!



Leonhard Euler

Nu voiurma chiar metoda lui Euler, fiindca atunci s-ar
fntimpla ca si cu teorema a 36-a a lui Euclid. De aceea voi
folosi prelucrarea lui Escott, din articolul despre care ti-am
vorbit. El ne va ciliuzi, de aici inainte, in tot ce vei afla despre
numerele prictene. Acest articol l-am tradus si se afla in intre-
gime in caietul de pe masi. Asadar, sid ludm creioane si hirtie
si sa incepem notind cum o face Escott, cu m si n cele doua
numere prietene si cu S(m) si S(n) suma tuturor divizorilor
lor intre care este inclus si numirul insusi. In acest caz,
scizind numarul finsusi proprietatea numerelor prietene si
exprimi prin formulele : (1) S(m)—m=n si S(n)—n=m.
De aici rezultd relatia: (2) S(m)=S(n).

— Ia stai mata oleaci | Daci m=n, oare relatia (1) nu da
tocmai conditia ca un numir si fie perfect ?

— Da!l Faptul a fost remarcat si de Euler, numai ca
practic aceasta nu poate ajuta la nimic. Problema care se
pune este sia exprimi numerele m si n cu ajutorul factorilor
primi din care sint formati.

Vezi, aici este ceea ce deosebeste omul de rind de
geniu | Probabil ca Euler a gisit rispunsul cel bun.

— Sigur ci da! El a considerat ci unul (sau mai mulfi)
dintre factorii care formeazi cele dous numere poate fi acelasi
si l-a notat cu E, iar ceilalti factori, care neaparat trebuie sa
fie primi si sa se deosebeascid in cele doud numere, i-a notat
cup,qr,s, t, .. Folosind aceste observatii, cu notatiile .de
mai sus, avem :

m=E-p-q-r-s-..iar n=E-t-u-v-..
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— Nu observi ci acest numir E aparea si in formula lui
Tabit 2 Anume, in prima pereche E=22, in a doua E=2*
iar in atreia E=27. Poate ca Euler a observat acest lucru si
l-a generalizat | Dar asta nu inseamna inc# nimic, niste notatii
si atita tot. Vreau sa inteleg cum se poate trece de la aceste
notatii la dezlegarea problemei ? Aici e geniu |

— Euler a folosit o prea frumoasi teoremi din teoria
numerelor, in care se aratd ci, daci un numaiar natural N
este compus si are forma N=p®-¢°-r°- .../, atunci suma
divizorilor lui este data de formula :

pri—1 gtt—1 1, -1
—1 g—1 r—1 f—1

— Exact de ceea ce avem nevoie | Imi dau seama ci
mi-ai dat cheia in mini, dar nu vid lacidtul !

— Nu te necidji, cdci l-a vizut Euler, mécar e¢i ochii lui
nu-1 mai ajutau. Astfel, el a ales numerele N, care sa formeze
perechile prietene in asa fel ca formulele (3) sd apard in
forme simple, usor de minuit. Aceste forme le-a grupat in
urmitoarele cinci moduri, pe care le vom nota folosind no-
tatiile convenite :

(3) S(N) =

=Y

1. m=E-p.q; n=E-r sau notate impreund: E}%
2, m=E-.p-.q; n=E-{-s sau notate impreuna : 7.
(T) 3. m=E:p-q-r; n=E {-s sau notate impreund E}"

4. m=E-p-q-r; n=E-{-s-v sau notate impreuniE?%.
5. m=E-p-q-rs; n=E-t-u-v sau notate imreunj :
EP3®.

— Vrei s spui cid trebuie si folosim formula (3) ca si
punem in evidentd suma divizorilor, in fiecare din cele 5
cazuri ?

— Exact ! Pe E il considerdm separat, ca un produs §i ne
referim la ceilalti factori, asadar, in primul caz, avem :

=S(E)(p+1)(g+1) sila fel:

Co s+,

S(m)= amp“ill

S(ny= S(E)

— Aceste valori ale lui m, n, S(m) si S(n) trebuie inlocuite
in (1) si (2). Facind rcducerile se ajunge la formulele :

) S(E)(p +1)(¢+1)=E(pq+r) si
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) (p+1)(g+1)=r+1.

— Am dat peste un sistem de 2 ecuatii cu trei necunoscute,
care se cere rezolvat in numere intregi, prime, difcrite intre
ele si si nu fie divizibile cu E. Am putea elimina una dintre
necunoscute, de pildi pe r, r=pg-+p-q, a cirui valoare
apare ugor din (5). Inlocuind in (4) ne rimine ecuatia :

(6 S(E)(p+1)(g+1)=E22pq+p +q).

— Interesant, numai ¢ mi uit cu teamai la aceasté ecuatie !

BMai intii pentru cd acest S(E) ma ingheatd, nu alta!
— Dar el e cel mai simpatic. Ai voie sa-1 alegi cum vrei tu.

De pilda, Euler l-a ales pe I de forma E=2* si, prin urmare,
din (3) rezulta S(E)=2*"1—1.

— Vezi, la asta nu m-am gindit, dar acum cind mi-ai
ariitat, totul pare asa de simplu ! Atunci sa inlocuiesc in (6)
si sa fac reducerile :

) 241 —1=pg—(2"—1)(p +q)-

— Aji lucrat bine, dar acum e nevoie si intervin eu, fiindeci
am citit lucrarea mai inainte si nu fiindc&d m-as pricepe mai
bine. Ecuatia (7) se poate transforma in alta, mai usor de re-
zolvat. Pentiru aceasta vom opera asupra lui 2*+1=2-2% care
sugereazi ca ar putea fi considerat drept termenul din mijloc
al binomului (2*—1) din membrul al doilea. E de ajuns si
adunim si si scadem pe 22*. Astfel avem :

20— (2*=1)*=pg—(2*=1)(p+9)-
— Acum stiu cum procedez mai departe. Trec binomul la
pétrat in membrul al doilea si scot factor comun pe 2*7i.
— Nu-i chiar asa de simplu, fiindci tot acolo mai ai si pro-
dusul pq care-ti rimine stingher, ori tu trebuie si ajungi si ai
si in membrul al doilea un produs de doi factori. Numai atunci
ecualia se poale descompune.

— Atunci ce sa fac ?
— Treci patratul, asa cum ai spus, in membrul al doilea, dar
totodatd faci si inmultirile cu p si ¢, adici :
28 = (2 —1)2—(2'— Dp— (2~ g -+pe.
— Parci as indrizni si duc calculele mai departe: se
pare c¢d, grupind, pe de o parte, primii doi factori si apoi
altimii doi, se alege un factor comun. Uite cum procedez :
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2% — — (2~ 1)(p—(2*—1)) +-9(p—(2— 1)) si pe aici:

2% =(p—(2*—1)) (¢g—(2"—1)) si deci (7) apare ca un produs !
— E adevarat, dar ecuatia aceasta trebuic si o mai piepta-

nam oleaci. Punem : 2u=u—k-4u-k, de unde 2% se trans-

forma in 2%7%.2%+F gi deci, descompusd in factori, ecuatia

(7) se poate scrie :

(8) 2" F=p—(2¢—1) si 2+F=¢g—(2*—1), iar de aici rezulta =
(9) p=2F42—1=20"F2FL1)—1 si
q=2"+F .24 — 1=2%(2F 4-1)— 1.
Deducem vealoarea Iui r:
r=2%"F2%11)2—1.
Asadar, problema este rezolvatd, cel putin in principiu.

Daci p, ¢, r sint numere prime, atunci conditia (1) din (T}
conduce Ja numere prietene de forma:

(10) m=2*"-p-q iar n=2"-r.
Euler a observat cd, pentru k=1, formulele (9) devin :
p=3-21—1, q=3-2"—1 si r=9-2%1 1.

Dar acestea sint tocmai formulele lui Tabit ibn Korra |
— Adevirat, insa formulele gésite de Euler sint cu mult mai
generale si din ele se pot deduce si alte perechi de numere
prietene. Chiar si in acest prim caz, din (T), Euler nu s-a
mérginit numai la factorul E de forma 2% ci a considerat st
cazul E=2*-f, unde f=2"+!4¢ este un numér prim. Refacind
calculele pe care le-am stabilit noi, el a gasit perechea:
m=22-23-5-137 si n=22-23-827 sau, intr-o formi con-
<. 02.00 [5-137
centrata: 2 25'{827
altd pereche, care se incadreazd in aceeasi formuli, a fost
calculata pentru E=2%9—1)(h—1), ultimii doi factori fiind
primi. Astfel, Euler a mai descoperit percchea: 22-13-17 -

pe care am scris-o la un loc. O

198 -899 "
atunci cind ar fi de stabilit perechile de numere prietene
care corespund formelor 2, 3, 4 si 5 din tabloul (7).

— De inteles am inteles, dar cind mi gindesc la ce fel de
calcule trebuie s faci fata ... fiindci de fiecare datd numairu}

o = Y Pt 3
-{"89 509 " scum cred ci ai inteles cum se procedeazi si
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necunoscutelor se mireste cu cite o unitate, iar ecuatiile ce
rezultd trebuie sid fie mult mai complicate.

— Asta-i asa, dar tocmai aici e farmecul. De altfel, mi se
pare cd am uitat sa-ti spun ci, in ultima lui lucrare, Euler a
mai adaugat alte 31 de perechi de numere prietene la cele
30 calculate anterior. Dintre acestea numai 29 au fost gasite
mai tirziu valabile, asa ci Euler are la activul sau 59 de
perechi de numere prietene. In articolul lui Escott se giseste
urmaitorul tablou, in care sint inscrise, in ordine cronologica,
numele descoperitorilor, numérul perechilor de numere prie-
tene si, cu aproximatie, anul descoperirilor pina in 1943.
Uite il am aici si ai si vezi din el multe lucruri intere-
sante :

Pitagora 1 (540 f.e.n.)
Fermat 1 (1636)
Descartes 1 (1638)
Euler 59 (1747 —50)
Legendre 1 (1830)
B.N.I. Paganini 1 (1867)

P. Seelhoff 2 (1884)
L.E. Dickson 2 (1911)
T.E. Mason 14 (1921)

P. Poulet 65 (1929)

A. Gerardin 5 (1929)
E.B. Escott 233 (1934)
B.H. Brown 1 (1939)
Poulet si

Gerardin 4 (1939)

Total 390

— Asadar, autorul articolului a calculat 233 de perechi.
Acesla zic si eu ca-i record, bidie Teodor !

— Dar si nu uitiam contributia masinilor de calcul. De
altfel, Escott face si urmitoarea observatie : pini la inceputul
secolului al XX-lea au fost gasite 66 de perechi, celelalte 324
de perechi sint calculate in secolul nostru si cele mai multe
dupd 1921. Tot in acest articol se gisesc perechile de numere
prietene, grupate dupa formulele care le caracterizeazi. Un
rezultat il ai aici in fata:

Dupd formula E??: 33 de perechi. Aici, alaturi de primele
trei se afld 13 perechi calculate de Euler, din care :

211 1a (41461 as. ;e ya. . f11-211
32.72.11-13 {19‘403 sau 35-7¢- 13- 53 {2543,
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alte 10 calculate de Escott, dintre care am ales iar doua :
. E .. f3209:4492 . a5.73.12.17. .f179-5 419
31-5.7-107 {14425739 gi 35-71-13-17-271 { o
iar restul de diversi autori, printre care am ales perechea
gisitd de Legendre in 1830 : 23.{257-33023 fn cinstirea
8 520191°

faptului cd Teoria numerelor numari printre carfile ei fun-
damentale tratatul sau, publicat la Paris, in 1797, sub
titlul Essai sur la théorie des nombres.

Dupd formula EY": 7 perechi, toate ale lui Escott. Iati
una :

gu.[ 17167709
2147039

Dupd formula E?? : 101 de perechi, dintre care Euler are 27.
Am ales pe cele mai simple :

(5181 ag.r.f 771
o {17-43$l 35 {17-31'

Escott a calculat 35; iati prima i ultima din seria lui:

05.11.452°1759 25711319 - 3999 . J 53 774 959
2:5-11 {59_1583 si 3% 7213+ 19 - 3229 {179.232487.

Celelalte apartin autorilor pe care i-ai vazut in primul
tablou. Dupd formula E3} : 294 de perechi. Euler a calculat
17 perechi, din care :

5. [23-29-673 e [17-23-397.
2:5 {7-60659 sau -5 {7-21 491

Poulet a stabilit 27 de perechi. In afari de dou#, in care
E=2-7-11, toate celelalte au E=2¢ Iat#, de pilda, o pereche:

g1 [59+359 683 _
23 - 615 599

Escott detine majoritatea, cu 140 de perechi, incepind cu
e f7-11-11369 . " .
2-5 {757_1 439 S terminind cu :
359-911-105983 °

Dupd formula EZf;: Euler a calculat o singurd pereche :

'3“-5-19-23-107-3851-{61 559 - 565 - 247
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2. Fs. J11-59-179

30 {17-19-359
iar Escott 21, asadar, in total 22 de perechi. Iati si o pereche
s e p 2. [19-4643- 35831

tabilitd de Escott: 3¢-5-23.137-547- :
stabiliti de Esco 5-23- 137 -547- 1093 {29'47‘2311 831
— Frumusele numere, ce spui mata, bidie ? Stiu bine ¢i nu
te-ai fi incumetat si le scrii cu atita ingrijire, dacd nu fi-ar fi
mingiiat sufletul | Taci si ridici din sprinceani ! Bine, spune
mai departe.

— laca spun ! Dupd formula E?¢"® : Escott singur a calculat
14 perechi, toate avind ca factor ccmun pe 23. Iati o mostras

93 . [11-29-79-264 599
37799 - 201 599

Dupd formula E?%*: numai Mason a calculat dou# perechi,
anume :

nz.ra.aq.[29-41-43-50 . . 29414359
32.52.31. 3.53.
0 {19-131-1259 si 3°+5 {19-131-1259'

Au mai rdmas 17 perechi care nu pot fi incadrate in grupcle
stabilite teoretic de Euler. Printire acestea se afld si perechea
pe care a gisit-o Paganini la virsta de 16 ani, fard a arita
metoda :

A=28-37; B=2-5-11?

sau doud perechi ale lui Euler: A=23-19-41; B=25-199
si A=2%-41-467 ; B=25-19 233, sase percchi ale lui Escott
dintre care iatd o nostima uriasa :

A=2%-13-157 -3 277 869 si B=2%-14051-130 349. Dintre
acestea mi-a pliacut, cel mai mult, aceastd simpli si driguia
pereche a lui Brown: A=3%-5-7-13 si B=3-5-7-139.

— Cred ci prietenul matale, cel cu hirtiuta, ar zice revoltat :
»,Ca sd vezi cu ce gasesc oamenii sd-si batd capul ! Eu insa méa
intreb ce ar fi simtit Pitagora daci, prin absurd, l-ar fi stri-
fulgerat gindul ca aceastd inspiratie a lui, de a alege doua
numere ca simbol al prieteniei dintre doi oameni, se va trans-
forma intr-o problemi a cirei dezlegare va fi cautata, veacuri
de-a rindul, cu rivni si entuziasm de citre cei mai de seama
matematicieni, de atunci si pind in zilele noastre, fird a
fi gasit solutia definitiva ?

— La intrebarea ta, prietenul nostru cu hirtiuta cred ca
ar raspunde fira ezitare: — De ! — parci degeaba spune
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proverbul cd un nebun arunci o piatrd in apa si zece inte-
lepti nu pot si o scoatd ? Iar la observatia pe care tu spui ci
ar fi facut-o, tot el, daci ar fi fost de fata, as fi raspuns cam
asa : ,Istoria matematicilor cunoagte destule probleme care
au avut la inceput un caracter pur teoretic si nimeni nu
bianuia, pe cind le cerceta, ci ar putea gisi vrec aplicatie
practicd. Si deodatd, un om cu vederi de geniu, gaseste ci
acea problemi teoretici, rezolvati numai dintr-o plicere si
curiozitate stiintifici, poate fi privitd drept modelul ideal al
unei probleme practice ce-si cauta, fard sa gaseasci, solutia !
Aceste probleme teoretice sint ca piatra, varul, fierul pe care
altii le pregitesc si care asteaptd arhitectul care sii le folo-
seascd la locul si timpul potrivit. Si daci vrei, uite, mi-a venit
acum in minte un exemplu clasic, acela al sectitnilor conice
studiate in antichitate din punct de vedere pur teoretic.
Printre altii, Arhimede si Apollonios, — secolul III f.e.n. —
le-au indragit intr-atita incit, aceste doua genii ale poporului
grec, au ajuns si se urascad unul pe altul, din gelozie ca unul
a descoperit si el ceea ce gasise celalalt si a publicat inaintea
lui rezultatele | Cici, numele lui Apollonios rimine legat de
acela al conicelor, datoritd Secfiunilor conice care ne-au rimas
de la el. Peste 19 veacuri, cam pe la inceputul secolului al
XVIl-lea, se naste un geniu, cu numele de Kepler, care cu-
nostea bine matematica greaca si o0 admira, dar mai cunostea
si astronomie pe care, de asemenea, o admira si deodati, asa,
printr-o sclipire geniald a inteles ci masuritorile pe care le
ficuse cu migali timp de ani indelungati Tycho Brahe, se
incadreazi exact in ipoteza ci drumul Pimintului in jurul
Soarelui are ca model o elipsi, in care Soarele se afli in unul
dintre focare | Nu-i exclus deci ca, intr-o buni zi, cineva si
spuni, dacd nu cumva a si spus, ci perechea de numere prie-
tene poate fi modelul cutérei probleme de naturd practica.
Atunci, acel cineva va avea gata calculat tabloul cu pere-
chile de numere din care {i va rimine si aleagi ce-i va con-
veni |

— Imi pare bine ca asa i-ai rispunde amicului cu hirtiuta.
In schimb, mi-a venit mie in gind o intrebare, la care nu stiu
daca te vei descurca cu aceeasi verva ! Permiti si ti-o pun ?

— Nu-s sperios din fire, asa ca astept.

— Asta fiindca ai adus tu vorba despre modele si geo-
metrie. Vezi, teoria numereior a putut gisi un model al prie-
teniei, plastic §i sugestiv, geometria in schimb nu prea cred
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ci s-ar putea fali cd poate face ceva asemanitor, oricit ar fi
ei geometrii de intuitivi !

— Spune, intr-adevar crezi aceasta ? Ei bine, afld ci toc-
mai elipsa, despre care {i-am vorbit adineauri, are si proprie-
tatea de a fi un model pentru prietenie. Un matematician
francez de la fnceputul secolului nostru, pe nume H. Renaud,
scria cam aga : ,,Elipsa are doua focare §i orice razi care por-
neste din unul se reflectd in celilalt, imagine exactd a ceea
ce se petrece intre doud inimi unite prin prietenie sau prin
dragoste”. Ai avea, cumva, ceva de obiectat ?



PROBLEMA
ABSTRACTIEI IN MATEMATICA

— Daci n-cr fi ploicica asta, te-as indemna si colinzi
pidurea, micar aga de unul singur, mi-a spus prietenul meu,
indatid dupa prinzisor.

— Si nu cumva, fiindcd nu poti face abstractie de ploaie,
te simti obligat s&-mi vorbesti despre abstractia in matema-
tici ? — l-am zeflemisit, incercind s& ascund durerea pricinuitd
de starea sdnztatii lui.

— De data asta, ai nimerit in plin — mi-a rispuns rizind
de-a binelea Teodor Solonar. Se vede ci mi-ai captat gindurile,
rrin cine stie ce minuscul dispozitiv de radio, ascuns undeva
[rintre circumyolutiunile creierului tiu !

— Care va £ zicd, matale bidie, ti-i a vorbi in bobote ?

— Nicidecum ! Vorbesc foarte serios !

— Cum s3 te iau in serios ? Aristotel insusi a afirmat ca
,matematica este stiin{d abstracti prin excelenid, iar matale
esti hotdrit si-mi vorbesti, taman despre absiraclia in male-
matici, nu ? Si eu, si te jau in serios ? Ce face ea, ma rog, cit
fi ziulica de mare decit s abstractioneze ? Oare ar putea exista
vreo problem# de matematici in care si nu fi intervenit si
abstractia ?

— Eij, tocmai aici e problema ! Nu te-ai intrebat niciodati
cum se face ci, desi matematica abstractizeazi, cit ii ziulica
de mare, cum zici tu, in atitea mii de ani, nu si-a terminat
treaba §i nu a devenit o stiintd moarta precum latina ? De ce
pe zi ce trece, ea intinereste si e mercu mai proaspita ? De
pildi, pe la sfirsitul secolului al XVIII-lea, un mare matema-
tician ca J. L. Lagrange se plingea, — intr-o scrisoare cétre
d’Alembert — ci in curind ,,mina geometriei va trebui piri-
sitd, daci nu se vor gisi filoane noi, iar catedrele de geometrie
vor deveni tot asa de rare ca si acelea de limbi moarte ! Aceasta
la sfirgitul secolului al XVIII-lea, dar la inceputul secolului al
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Joseph Louis
Lagrange

XIX-lea geometria se infitisa rendscuti din propria ei cenusi
si, de atunci, n-a mai dat nici un semn de oboseali !

— Bine, badita dragi, daci mata vrei si privesti procesul
de abstractizare ca pe un elixir, ca pe un secret al tineretii
vesnice, atunci afli ci de-ai strabate pimintul in lung si in
lat, n-ai si gisesti un alt ascultitor mai atent.

— Nu-i nevoie si-mi spui, ci stiu eu cu cine am de-a face !
Greu e numai pini ce te dau pe brazda ! Si stii ci de mult
doresc si cercetim amindoi aceastd problem3, asa pe-ndelete,
fiindc&d amindoi cunoastem cite o fajeta a ei si numai discutind
am putea orindui lucrurile asa cum trebuie !

— Atunci, fiindcd-i vorba serioasd, pot si-ti mérturisesc
cé si eu tinjeam dupi ajutorul tiu, pe cind incercam sé innod
realitatea de notiunile abstrase din ea, citind Melafizica
sau Analiticele lui Aristotel. Imi ziceam insi ci tu, care
pornesti automat de ia notiunile abstracte ca si mergi cu
ele mai departe, n-ai si mai zibovesti, si cauti cum s-a a-
juns la ele!

— latd, mii Toa, la ce m-am gindit — am inceput eu
discutia dupd citeva sorbituri de cafea. Fiindcd nu poate
exista vreun proces de gindire logicd in care si se evite abstrac-
tizarea, hai si pornim chiar de la faptul c@ abstractia este
operatia logicd ce se aplicd in orice stiintd si-ca, dupd spusa
lui Aristotel, ,,a abstrage inseamnd a descoperi universalul
in individual®.
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Jean Le Rond
D’Alembert

— E bine ca ti-ai amintit §i de acest aspect al procesului
de abstractizare, proces care in realitate se prezinti sub
forme destul de variate. Prima forma a fost aceea pe care am
remarcat-o la inceput, aceea de izolare a unei calitéti adica,
de a scoate o parte dintr-un intreg. Ea se arati ca rezultat al
unei analize si de aceea este denumitd abstractie anealilicd sau
formala, pe cind aceasta din urmi apare ca rezultat al induc-
fiei, este deci o abstraciie generalizaloare sau de identificare |

— Imi mai aduc aminte si de faptul c¢i am citit cindva, in
Dialectica naturii, aceast observatic a lui Engels : ,, Empiristul
este asa de obisnuit si cerceteze lucrurile in mod experiemental
incit si atunci cind opereazi cu abstractii se crede in domeniul
cunoasterii senzoriale®.

— E adevirat. In orice stiinti intervine, intr-un anumit
procent, si procesul de abstractizare, dar in matemaiici acest
procent atinge valoarea maximi, adica ,,sutd la suta“. De aici
rezulti, ca o consecintd logicd, natura ei speculativi, intregul
tezaur al matematicienilor fiind compus din rationamentele
logice provenite din definirea notiunilor supuse citeodata
si unor axiome fundamentale. Matematica moderna are insa,
1ot ca urmare a procesului de abstractizare, si un caracter
constructiv. Mai clar decit mine, ifi va explica aceasta Micul
dicfionar filozofic'. Uite-1 in raftul al doilea. Te rog, pune-l
aici pe masai si citeste articolele despre abstractizare si abstrac-

{ie.

1 Mic dictionar filozofic. Ed. 1I, Editura Politicd, Bucuresti,
1973.
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Am ascultat indemnul prietenului meu §i apoi i-am zis :

— O parte din cele ce am gasit la ,,abstractie” imi erau
bine cunoscute din lucririle lui Aristotel si ale altora dintre
cei ce i-au urmat. De pildd acestea : ,,in raport cu modalitatile
de abstractizare se pot intilni diferite tipuri de abstractie in
stiintd si in cunoastere in general; abstractii empirice, de
exemplu, notiunile empirice, produse de abstractizarea anali-
tica (numitd si conceptuald sau aristotelicd), realizati prin
abstragerea notelor comune, degajate prin analiza si com-
pararea obiectelor si proceselor concrete, sau a unor alte
notiuni“. Cu alte cuvinte, aceasta se face c&, printr-o calitate
comund si ficindu-se abstractie de toate celelalte aspecte,
pot fi reunite obiecte sau fenomene cu totul diferite intre ele.
Mi-amintesc iar de un exemplu, dat de Hegel si citat de Engels,
in legdturd cu cuvintul abstract fructe: ,Poti minca mere,
pere, dar niciodatd fructe“ !

— Asa ? Dar parcd ieri mi-am spus ci te duci la piatid ca
sd cumperi fructe ?

— Al dreptate, dar ti-am adus mere | Asa ci nu mi tachina
si tu, tocmai cind am ajuns la ananghie cici, urmirind mai
departe articolul despre abstractie, am dat peste alt tip de
abstractii, ,,absfracfiile consfructive de exemplu, notiunile
teoretice, obtinute prin abstractizarea constructiva sau ideali-
zantd (combinatid cu cea analiticg) I“

Si asta te-a speriat ?

— Al ghicit, iar daca ai si izbutesti sa mi faci sa inteleg
ce vrea si fie abstractia asta constructiva. ..

— Vom incerca sa facem ce-om putea | Te fac numai atent
ci aici vom da peste probleme delicate asupra structurilor
matematice, unde lucrurile se petrec oarecum altfel decit
in capitolele care se bazeazd pe procedeele de abstractie cu
care eram depringi noi, in tineretele noastre ! Acelea s-au
cam invechit, dupd cum ai citit, acum ele poarti si un nume
specific : abstraclii empirice sau analitice | Azi accentul se
pune pe abstractiile constructive fiindca, asa cum le arata
numele, prin ele se stabilesc constructii noi in domeniul
matematicilor, bazate pe posibilitatea de a stabili relatii noi,
pur formale, furnizate de noua logica a relatiilor.

— Logica relatiilor zici ? Atunci incd un termen nou pentru
mine si Aristotel ! '

— N-ai de ce te speria | E pur si simplu denumirea capito-
lului din logica, in care se analizeazi, sub forma matematicé,
proprietitile formale ale relatiilor. S& numim, de exemplu,
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cu z i cu y cei doi termeni caracteristici ai unei relatii date,
pe care o notim cu litera R. Aplicind metodele curente in
teoria mulfimilor, structura logicd a acestei relatii se scrie
sub forma R (z, y) sau incid xRy unde x §i y pastreazi ordinea
stabilitd de relatie, primul termen, =z, fiind anfecesorul,
iar cel de al doilea y, succesorul. Ca domeniu al relatiei R
se considerd multimea elementelor z, iar drept codomeniu,
multimea elementelor y. Logica relatiilor efectueazi toate
operatiile ce se pot face intre elementele x si y ale acestor
doua mulfimi si analizeazi proprietitile ce decurg din ele !

— Aha ! Acum banuiesc eu ce-a vrut sa spund H. Bergson
cind scria ca: ,stiinta moderna se bazeazi pe legi, adici pe
relatii“ | In aceste citeva cuvinte el punea in evidenta faptul
cd, spre deosebire de stiinta anticd, ce se baza pe conceple,
stiinta moderna cauté relatiile ce pot fi stabilite intre marimile
variabile. Dar dac# te gindesti mai bine, trebuie si recunosti
cid nimic nu-i nou sub Soare ! Oare Platon nu a scris si el
despre relatiile matematice, sau fizice, sau morale ?

— N-am si& mi amestec eu acum in revendicarile tale de
prioritate cu privire la Platon si cred cd ai sa renunti si tu
laele cind iti voi preciza ci gindirea contemporana insasi este
relationista si asta inseamni altceva decit clasificare si spe-
cificare, inseamni ceva ce depaseste procesul prin care se
stabilea raportul dintre individ si specie, sau dintre specie
si gen inseamnd descoperirea relatiilor, din ce in ce mai comple-
xe, dintre elementele in cauzi. Logica relatiilor, adica a
predicatelor, se opune logicii clasice, a subiectelor. De
aceea, ceea ce se intelege azi prin gindire abstractd este altceva
decit ceea ce consideram noi pe vremuri, fiindci nu mai este
gindirea inductivi bazati pe procedeele de abstractie empirica
sau analiticd !

— Se poate, dar nu-mi inchipui cd aceastid abstractie
constructivd a cidzut din cer. Sint convins ci si aceasta s-a
dezvoltat bazindu-se pe rezultatele obtinute prin vechile
procedee | De la acelea as vrea cu si pornim, ca si-mi ariti
cum s-au decantat notiunile abstracte cu care, aidoma unor
ciramizi, s-a zidit in timp de multe, multe milenii, clidirea
aceasta minunati ce poarti numele de MATEMATICA.

— Doar nu-mi vei cere si stabilesc cite observatii ale
stramogilor, cite constatiri sau deprinderi, transmise din gene-

ratie in generatie prin ereditate, au contribuit ca s se ajungi
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la nofiunea de numair, de forma geometrici, de misuri a unei
lungimi a unei arii sau a unui volum ?

— Ba da ]l Dacé facem o treabi, atunci si o facem cum-
secade! Coboari-mi, te rog, cu ascensorul veacurilor, pini
la treapta cea mai de jos posibil, pind la aceea pe care a atins-o
$i poetul nostru drag, prin versurile :

»1ti ridicasesi capul de jos, chemat de Soare

Si incepu indatd si cugetul si-ti zboare®.

De acolo, vreau s3 urc alituri de tine, per pedes apostolorum,
atit cit m& vor tine picioarele ! Spun asa, fiindci, dupi cum
vezi, capul std bine pe umeri ! Cam la ce adincime binuiesti
cd am putea da peste cel ce a avut intiia oari intuitia spa-
tiului ?

— Visezi ca un poet, intrebi ca un poet si ai pretentia
sd-fi riaspund ca un om de stiintd ? Imposibil | Un milion
de ani inseamni 10000 de veacuri sau 1000 de milenii,
iar zilele trecute am citit cd un antropolog american a desco-
perit in Etiopia oseminte omenesti pietrificate de acum vreo
trei milioane de ani. Or, intuifia spafiald, ca si aceea de numdir
sau mai bine zis de mulfime, a strifulgerat mintea omului
mai fnainte ca el sd-si fi ridicat ,,capul de jos, chemat de
Soare”, fiinded aceste notiuni nu le are numai omul, ci si
animalul. Probabil ci s-au format datoriti faptului ca atit
omul cit i animalul se miscau, din loc in loc, cu o anumiti
vitezi, si asa au avut posibilitatea sa distingi obiectele din
jurul lor, si deosebeascd linia dreapti de cea curbid si sia
aprecieze distanta ce separid doua obiecte.

— Asta se poate fiindcd nu numai omul, dar si animalele,
ce se orienteazd prin viz, merg in linie dreaptia. De altfel,
cred cii, dintre toate simturile, vederea a fost aceea care a
avut rolul principal in dezvoltarea notiunilor matematice,
ca aceea de spatiu.

— Stiu eu daci numai vederea ? Bubuitul tunetului,
fosnetul frunzelor sau susurul unui izvor, adicd auzul, ori
pipéditul crengilor pe care trebuia si le atingi cind le rupea,
si nu fi avut nici un rol la fixarea intuifiei spatiale ? In
introducerea la Cursul de geometrie proiectivd, publicat de
Federigo Enriques, in 1930, autorul insistd asupra faptului
cid pot fi deosebite doud categorii de proprietiti geometrice
si anume : proprietdfi grafice, legate de notiunea de dreapta,
de plan, de concurenta dreptelor etc. si proprietdti meirice,
cind apare notiunea de distantd sau de mirime a unghiurilor
etc. Enriques presupune ci aceste doua categorii.de proprietdti
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geometrice provin-din douid forme deosebite ale intuitiei
spatiale pe care omul le-a cistigat in cursul experientelor lui
ancestrale, intuitia grafici fiind rezultatul senzatiilor vizuale,
far intuitia metricd, a senzatiilor tactile sau musculare.
Tirziu, spune el, aceste doud forme distincte de intuitie
geometrici s-au contopit in una singurd, aceea de infuifie
spafiald.

— S-ar putea ca si principiul necontradicfiei si fi aparut
tot pe atunci.

— E mai mult ca sigur ci asa a fost ! Repetind anumite
actiuni, omul a observat ca ele aveau acelasi rezultat si
aceasta i placea, il multumea, creind in el un anumit senti-
ment de sigurantd fatd de acfiunile ce nu-i ficeau vreun riu
si nu se contraziceau intre ele.

— Dupa cite vad ne apropiem de prima treapta. Astept
si facem acest pas, spunindu-mi cum a ajuns omul de la
aceste actiuni la notiunile matematice de care s-a ajutat ca
sd-si rezolve, in mod practic, problemele ce-l1 preocupau :
construirea locuintelor, mé&surarea ogoarelor, cintirirea ?

— Degeaba astepti acest raspuns, cici nimeni nu-l1 mai
poate da ! Din cele mai vechi scrieri care ne-au riamas, papiru-
surile egiptene si cirémizile babiloniene, se constati ci omul
stia si calculeze si arii, si volume, si de citd hrand ar avea
nevoie o echipd de oameni plecati in armata sau ca sa facd o
apumitd constructie, dar in nici una dintre aceste scrieri nu
se aminteste cind si cum s a declansat in mintea omului
noliunea absiractd de maisurd, de fangenia unui unghi sau
pantd, cum ii mai zicem azi, notiune cu care egiptenii jonglau,
fiindu-le necesara la tidierea pietrelor cu care au acoperit
piramidele intr-un chip asa de perfect, ca totul aparea ca o
uriasd fatid plana ! Sau, cum au ajuns babilonienii la con-
ceptia abstracti a calculului algebric ? Enigmele acestea
ramin enigme si te rog sd nu-ti faci iluzia cu urcusul din preis-
torie se poate face pe trepte luminate cu neon | Sa fii bucuros
daci, din cind in cind, vom gési si un opait care sa ne impiedice
sd lunecim de pe o treaptad abia sdpata.

— Poate c3 aceste probleme ar fi putut fi descurcate daci
ele ar fi preocupat pe matematicienii din antichitate in acceasi
mésurd in care ne preocupid pe noi. Dar, era natural ca pe
aceia si-i fi interesat, mai intii, cum si g#seascd solutiile
problemelor ce le aveau inainte, nu sa mediteze asupra genezei
notiunilor matematice ! Si totusi, mi se pare curios ca grecii,
care si-au aritat maiiestria de povestitori in Iliada si Odiseea,

107



sa nu fi fost tentafi de istoria matematicilor, mai ales c%
aceasta stiinta a fost creati, cinstitd si chiar indrigita de ei !

— Pe greci nu-i putem invinui, cici ei au scris, numai
cd scrierile lor nu s-au pastrat decit in parte. De pildd, cele
mai vechi informatii se gisesc la Herodot, asadar din secolul
al V-lea i.e.n. El aratid ci in Egipt, pe vremea faraonilor,
paimintul era impdirtit in loturi pe care inundatiile le mai
stirbeau. Apoi, in secolul al IV-lea i.e.n.,, Eudem din Rodos
ascris o istorie a geometriei, dar si din ea nu s-au mai pistrat
decit fragmente copiate de catre comentatorii operelor lui Aris-
totelsau Euclid, ca de pildi Proclus, Heron din Alexandria, Ni-
comah s.a. Dar ce puteau sti pe atunci grecii de cele ce se petre-
cuserd cu zeci de milenii inaintea lor, atunci cind, desi alfabetul
nu fusese inventat, multe adeviruri matematice fusesera des-
coperite ? Ma intreb chiar, ce au putut sti grecii despre vre-
murile mai apropiate de ei, de pildd de scolile de scribi, ce
functionau cu cel putin o mie sau dous mii de ani.inaintea lor,
in Egipt, in cimpia Mesopotamiei sau aiurea ?

— Poate cid de aceea sint multi care incearci si. elimine
aceste intrebari, afirmind ci omul a avut intotdeauna posibili-
tati naturale de a cunoaste, bazate pe intuitie, pe experientd
si pe deductie. Ci prin aceste mijloace, proprii firii omenesti,
care au intervenit, fie pe rind, fie simultan, omul a ajuns la
procedeele de abstractizare si a invitat cum si se orienteze,
cum si misoare efc., asa numai din necesitate si fira nici o
analizd prealabild, exact dupa cum si azi omul normal méaninca
atunci cind li e foame, doarme cind i{i e somn ete., aceste
actiuni petrecindu-se spontan.

— Cu alte cuvinte ne intoarcem la domnul Jourdain, care
ficea proza fard ca si stie ? Oricum, atita timp cit nu se poate
dovedi, orice ipotezd poate fi plauzibild. Problemz:le de istorie
a matematicilor au devenit obiect de cercetare stiintifici abia
de prin secolul al XVII-lea. in unul dintre cele doui volume
de Istoria matematicilor, scrisid de D. E. Smith, se aminteste de
o lucrare din secolul al XVI-lea a italianului Baldi, rimasj
fn manuscris si tipiritd abia la inceputul secolului al XVIIJ-
lea sub titlul Cronicd a mafematicilor si apoi c&, in a doua
jumitate a secolului al XVII-lea, marele matematician englez
John Wallis a scris si a incurajat cercetarea istoriei matema-
ticii.

fn Franta, astfel de cercetiri au fost stimulate de enci-
clopedisti. Mi-aduc aminte cu plicere cd am rasfoit, de multe
ori, in Biblioteca de la Seminarul Matematic ,,Alexandru
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Myller din Iasi, cele doui volume de Isforie a matematicilor,
publicate in 1808 de citre Charles Bossut si mai ales cele
patru volume ale lui Jean Etienne Montucla, primul tipérit in
anul al VII-lea dup# Revolutie, iar ultimul in anul al X-lea,
cind, de data aceasta, in parantezi apare si anul 1802 | Desigur
ca in aceste volume nu trebuie si crezi ci ar putea exista
informatii asupra epocii de inceput, in ele sint mai putine
informatii decit avem azi asupra matematicilor egiptene, ba-
biloniene, chineze, hinduse, in schimb sint multe si preti-
oase relatiri asupra matematicilor si matematicienilor din
epoca noastri. Dar, dupi, cite vad, ne-am intins la taclale,
uitind ci apucasem si urcim o scirisoard! Cred cd ar fi
vremea si te hotédrasti si sd-mi spui, incotro ai vrea sid o
ludm? Fiindci, vezi, bidie, existid doud notiuni fundamenta-
le care, oricit ar pérea de curios, desi sint strins legate impre-
uni, au ramas despartite, aceea de numdr si aceea de fi-
gurd geomefricd.

Cercetarile si rezultatele stabilite in legdturda cu relatiile
dintre numere au dus la crearea Aritmeficii, iar acelea asupra
mirimii i pozitiilor relative ale figurilor geometrice au format
Geomefria. Arifmefica si Geomefria sint cele doud izvoare
principale, peste care ddm cri de cite ori se cautd inceputurile
matematicilor. Chiar daci mai tirziu apele lor s-au contopit,
izvoarele si-au pastrat limpezimea si locurile neschimbate
si nu putem alerga de la unul la altul ca s& urmarim cursul
lor, in acelasi timp.

— La grea incercare mi mai pui. Mi-ar place si te aud
vorbindu-mi despre numere si totodata rivnesc la problema
spatiului. Te-am auzit vorbind odati cu nepotul meu, Nucu,
despre spafiile abstracte. Pe mine nici nu m-ati luat in seama,
iar mie, ascultindu-va, mi-a venit si rid si si va spun : ,Mai,
filozofilor, ce v-a apucat ? adici spatiul insusi nu-i o notiune
destul de abstracti ?“ Dar vi vedeam asa de seriosi... si
m-am sfiit s& va intrerup. Exista in adevar spafii abstracte ?
Uite, daca vrei si stii, problema aceasta a spatiului nu i-a
preocupat numai pe cei mai mari filozofi din lume, ci si pe
mine.

— Si, in privinta spafiului, la ce concluzie ai ajuns ?

— Mai intii i intii, ca insasi notiunea asta de spatiu e tare
incurcata. Desi e o nofiune abstracta, existi un spatiu real,
concret, acela in care triaiesc eu si despre care Jmmanuel
Kant afirma ca are proprietiti apriorice, apoi existda spatiul
cosmic, despre care teoria relativititii are nu stiu ce fel de
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rezerve, pe urmai exista spatiul geometric cu 1, 2, 3, si mai
multe dimensiuni, ba, dupd cite am auzit, exista si spatii
abstracte — ce-or mai fi si acelea ? Iatd cit de neclari mi-e
notiunea de-spatiu.

— Bine, badie mata tocmai si-mi vorbesti asa? Oricine
stie c¢d un termen abstract, prin insusi continutul lui, este
confuz. Numai un cuvint concret trezeste in constiinta noas-
tra obiectul de care este asociat numele lui. Cind spun ,,Palatul
Culturii din Iasi, matale te si vezi, {&ra nici un efort, dinaintea
statuii lui Stefan cel Mare, alituri de care te jucai adesea
pe cind erai copil si asa mai departe !

— Daci-i vorba de exemple, cu asa mai departe, atunci
de ce n-ai adus de la inceput vorba despre Seminarul Matema-
tic ? Vad cd au inceput sa-ti sclipeascd ochii numai cit am
deschis eu gura ! Te-ai i vazut acolo, asteptind sa {i se coboare
din raft cartea ce ai dorit-o, chiar daca se afld pe o polita
de sus, lingd tavan | Ba, si ti se mai aduci si incd una, ca
supliment !

— Sastii ca mi-a facut placere aceastd evocare a Bibliotecii
mele dragi, pe care cine stie daci voi mai vizita-o. Am re-
vazut-o fara sa fac nici un efort, ceea ce nu s-ar fi intimplat

o o ; i
Universitatea din Iasi. Biblioteca Seminarului Matematic
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daci ai fi pronuntat, de pildd, cuvintul sferd. In acest caz,
ar fi trebuit si ma gindesc, la ce sfera te referi ?

— Imi pare bine ci de data asta te-am prins eu la strimtoare!
N-ai ales bine cuvintul sferd, findca el nu produce in mintea
mea nici o incurciturid. O sferd, fiind locul punctelor egal
depirtate de un punct fix, numit centru, imi imaginez usor,
In orice punct din spatiu, o sferd, aidoma unui balon de sipun,
cu 0 razj oricit de mare sau oricit de mici, daca vrei, chiar
cu o razi zero, adici o sferd redusi la un punct !

— Inseamni ci m-ai obligat si pe mine si mi gindesc
la sfera care-ti convine {ie ! Eu insi imi inchipui o sfera cu raza
egald cu 3il

— Asta nu se poate si o spui numai aga, ca si-mi faci mie
In ciada !

— De unde ai scos tu ci nu se poale ?

— Fiindci distanta intre centrul sferei si un punct de
pe ea trebuie si fie un numar real si nu imaginar ! Ce in-
seamna distantd imaginard ?

— Vom vorbi noi si despre asta, poate, mai tirziu Acum,
ca sa te consolez, am sa-}i spun ci de parerea ta erau toti
matematicienii pina in secolul al XTX-lea, cind au descoperit
geometriile neeuclidiene Dupi aceea, alituri de sfera ta,
cu razi reali, a mai aparut §i una cu razi imaginaria, insi
tot asa de reali ca si sfera care ti-e in minte Numai ci e
oleacd altfel si de aceea se numeste pseudosferd !

— Asadar nu-i sferi, deci, te-am prins !

— Nu, fiindca pentru mine, daci mi situez in spatiul lui
Bolyai-Lobacevski, ea este o sferd Dar pot si-ti vorbesc si
de alte sfere, tot asa de reale pentru mine : o sferi din spa-
tiul cu 4 dimensiuni, sau cu 5, 6, ..., n dimensiuni. Pe care
trebuie si o aleg ? Continui si sustii ci imaginea pe care
mi-o evocd mie cuvintul abstract sferd, e tot asa de clari
ca si pentru tine

— Chiar daci nu mai sustin aceasta, sustin c¢i am alunecat
de la drumul drept. Te rog sd ne intoarcem si si incepi mata,
frumusel, cu geomztria lui Euclid, asa dupid cum ne-am
inteles !

— Nimic mai simplu, uite am si-ti citesc ce-a scris Heron
din Alexandria in legiturd cu procesul de abstractizare in
geometrie : ,Geometria si-a format obiectul prin abstractie
din cauzi ci dintre corpurile fizice care sint tridimensionale
§i au materie, geometria a separat materia din ele si a creat
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corpurile geometrice, adica volumul si prin abstractie a aJuns
la punct Ei, acum iti place ? .

— Deloc | M-am asteptat si-mi spui ceva nou si cind colo
fmi prezinti o copie dupi Aristotel | Daca ai uitat, permite-mi
sa-ti amintesc, cu destuli exactitate, cuvintele lui : ,,Obiectele
matematice sint generate prin intermediul abstractiei“ sau
»Ceea ce existd in sine, intr-o stare neseparatd, este privit
de matematician ca ceva separat“ Ba mai mult, Aristotel a
atras atentia asupra faptului ci in notiunea de abstractie
existd doua semnificatii deosebite, prima : operafia de ldsare
la o parte a unor insusiri ale obiectului considerat, a doua :
prin abstractie se poate ajunge la concepte mai generale, la
o idealizare a obiectelor, semnificatie pe care, de altfel, o
scosese in evidenta, insistind asupra ei, chiar Platon

Nu zic ba, dar asta s-a petrecut cu vreo patru sute
de ani fnainte de Heron | Era, cred, timpul ca acestea sa fie
amintite, fiindcid, din p&cate, adevirurile geometrice sta-
bilite de oameni nu se pot transmite prin ereditate.! Heron,
care era inginer de meserie §i nu filozof, s-a exprimat, cu
vreo 18 secole inaintea noastrd, cu rigurozitatea si precizia
de acum,. accentuind, pe de o parte, procesul de abstractizare
a materiei din care este compus corpul fizic, iar, pe de alta,
pe acela de abstractizare a dimensiunilor

Vrei si spui ca el subinfelegea faptul ci de la corpurile
tridimensionale se ajunge prin abstractizare la cele bidi-
mensionale si de la acestea la acelea cu o dimensiune sau
fird nici o dimensiune cum este punctul ? Recunosc, totusi
imi permit din nou s& temporez entuziasmul tau, revenind la
original adica la Platon, unde expunerea e mai limpede.
Pentru Platon, obiectele matematice erau situate undeva
intre idei, considerate de el drept modele perfecte ale obiec-
telor reale, si obiectele insisi. Aceastd pozitie intermediara
aratd ca obiectele matematice erau privite drept niste forme
abstracte, sustrase materiei si timpului! De aceea, aceste
obiecte geometrice se reprezentau prin figuri desenate cu
rigla si compasul pe hirtie, figuri prin care se defineau pro-
prietatile lor caracteristice. Or, figura in sine fiind desenati
pe hirtie devenea prin ea insdsi un model de abstractizare
a spatiului cu trei dimensiuni !

— Stai, ci aici nu-i chiar asa de snmplu cum incerci s
prezinti lucrurile | Pentru Platon figura in sine era o repre-
zenlare concretd a obiectului real si prin ea demonstratia
logici devenea intuitivd. Ramine insd adevirat cd aceste
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Tales

desene au contribuit indeaproape la stabilirea modelelor
abstracte ale corpurilor geometrice, forme in care se pastreazi
relatiile de ordonare si de dimensionare dintre corpul rcal
si modelul siu geometric.

— Tac, si acum am s& te intrerup ca si-ti amintesc de o
altd observatie a lui Platon pe care am gésit-o in Republica
lui. El scria acolo ci : ,,Geometrii folosesc figuri vizibile si
judeca pe ele, dar ei nu se gindesc la aceste figuri ci la altele
cu care seamind, dar care nu pot fi vizute decit in minte |

— Mi-o amintesc insi ma intreb de ce te tii mortis de
Platon cind nici lui Tales sau Pitagora nu le-a fost striin
procesul de abstractizare ? Ba sint sigur cé el a fost practi-
cat si de matematicienii egipteni, sau babilonieni sau de
altii cu mult inaintea lor, fiindca altfel nu s-ar putea explica
rezultatele, adica formulele de calcul din geometrie, care
dateazd de nu se stie citd vreme ! Cind scribul egiptean
socotea cit de mare era suprafata unui ogor, el nu se gindea
nici unde-i situat el nici ce calititi avea pamintul conside-
rat nici al cui era, ci avea in vedere numai dimensiunile lui :
lungimea si latimea. De altfel, in papirusul Rhind gisesti
figuri geometrice desenate in mod stingaci, desigur caracte-
ristic unui elev, dar aidoma modelului fizic judicat de pro-
blemi. Acestor figuri nu li se aplicd, oare, observatia lui
Platon ? .

— Nu as putea jura ! Acele desene s-ar putea interpreta
si ca niste schife topografice ale terenurilor respective nu
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Aristotel

numaidecit ca modele ale unor figuri geometrice- asa cum
vor fi ele considerate de matematicienii greci.

— Incontestabil ca poate exista aceasti deosebire intre
cele doud moduri de a desena o figuri geometrici. Mai
mult chiar, s-ar putea afirma c# egiptenii si-au stabilit
formulele altfel decit grecii, anume bazindu-se pe un proces
de inductie, adici in urma unui sir lung de incercari si reusite
particulare. Meritul Iui Tales, si al matematicienilor greci
ce i-au urmat, consti si in aceea ci ei au inteles deosebirea
dintre un adevar stabilit pe cale inductiva si un altul dove-
dit prin rationament. In primul caz, adevirul se prezinti
ca probabil adevdral, siguranta o are numai ratioramentul
logic care decurge din relatiile existente intre diferitele parti
ale unei figuri. Tales si elevii lui au formulat primele ratio-
namente si prin el geometria a pisit pe o treaptd mai inalta
de abstractizare. Faptul s-a precizat in scoala lui Pitagora,
unde se insista asupra demonstrarii teoremelor cit mai rigu-
ros posibil, tinindu-se seama de definitiile notiunilor abstrac-
te, apoi a fost continuat si discutat in scoala lui Platon care
a deschis calea citre logica lui Aristotel : ,stiinti a ideii pure
adici a ideii c& elementul abstract al gindirii este gindire a
gindirii“ cum va spune Hegel, peste vreo doui mii de ani!
Aristote] cste acela care a contribuit, cel mai mult, la prega-
tirea terenului pe care se va dezvolta geometria lui Euclid !

— Mi-ai spus odatd ci au fost scrise geometrii i mai
inainte de Euclid.
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— Asa-i. Chiar in secolul al V-lea f.e.n. Hippocrate din
Chios a scris o carte de geometrie pe care a intitulat-o, ca si
Euclid, Elemente. Despre ea nu se cunoaste nimic in afary
de titlu. Pe vreamea lui Platon s-au mai scris alte dous
geometrii, una de catre Leon si alta dé citre Theodios.
Aceste lucrari s-au pierdut si ele desi, dupid informatiile
rimase, serveau drept manuale atit in Academia lui Platon,
cit si in Lyceum-ul lui Aristotel.

— Nu-i de mirare, nu au putut tine piept colosului lui
Euclid !

— Bine spus! Servind de model, nu numai geometrilor
din antichitate, ci si acelora de mai tirziu si pinid in vremea
noastrd, Elementele lui Euclid, cu toate criticile ce i s-au
adus, ramine un colos ! La inceput, cred ci s-au impus prin
noutate ; dintr-o datd, Geomefria se prezenta alifel decit ca
o colectie de teoreme mai mult sau mai putin disparate !
Ea ap#rea ca un model de stiintad abstractd, ca un sistem
unitar de adevaruri ce decurg in mod logic, unele dupi altele,
pe calea rationamentului deductiv, pornindu-se numai de
la defiritii, postulate si axiome ! Stii, poate, care sint cele
sase principii logice, formulate de Aristotel, pe care Euclid
le-a pus la baza Elemenfelor lui ?

— S-ar putea si nu le stiu ? Imi face plicere si mi le
repet, si de aceea nu |le uit si nu [alerg repede la caiet
fac altii | Iata-le:

(1) formularea generald a problemei sau teoremei ;

(2) desenarea figrilor corespunzitoare, asa cum apar din
datele concrete ale problemei ;

(3) expunerea §i analiza datelor ;

(4) constructii ajutdtoare care pot conduce la rezolvarea
problemei ;

(5) demonstratia propriu-zisa si ¢

(6) concluzia, ce trebuia sa apari, mdependenta de figurile
folosite | Ei, ce zici, badie, credeai ci ma ai in mini si cind
colo, ti-am alunecat ca zvirluga ! Asa ci, e rindul meu la
intrebare | De ce Euclid nu a dedus teoremele de geometrie
pornind numai de la definitii, asa cum sustinea Platon ca
este posibil si cum a procedat, de altfel, el insusi in céartile
VI1I, VIII si IX in care trateazi aritmetica ? De ce a agezat
la bazele gecometriei postulatele si axiomele ?

— Prin aceastd intrebare riscolesti una dintre cele mai
incurcate probleme cu care au avut si se chinuiasca geometrii
greci din antichitate. Problema are la origine modul in care
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s-au reflectat in gindirea matematica cele doui laturi con-
tradictorii ale materiei : contfinuitafea si discontinuitatea. Ima-
ginile matematice abstracte ale acestor doud contrarii sint :
numdrul infreg, expresie a unei mulfimi discrete de obiecte
distincte si indivizibile si inlinderea geometricd, adici linie,
suprafatd, volum, imagine a continuului neimpirtit in
parti, dar avind calitatea si se poafe divide la nesfirsit.

Odata precizate notiunile de unitate si de numir (bine-
inteles numdr intreg, egal cu o multime compusi din unitati,
cdci altfel de numere nu au fost concepute de greci) si dupa
ce s-au stabilit relatiile cel mai simple dintre numere,
Euclid a putut si dezvolte aritmetica in mod genetic, con-
structiv, adica construind teoremele din aproape in aproape,
prin generalizdri succesive ale relatiilor cele mai simple
stabilite in prealabil, fard sa intimpine nici o dificultate.
in geometrie insa, metoda aceasta geneficd nu avea nici o
sansd de reusita, pe de o parte fiindcd punctul era conceput
ca un indivizibil, iar dreapla, suprafata sau volumul ca marimi
continue si divizibile la infinit, si pe de altd parte fiindca
misurarea mirimilor geometrice, linii, suprafete, volume
puneau fatd in fatd aceste contrarii: confinuu care trebuie
misurat cu unitati discontinue, discrete! Era natural ca in
felul acesta sa se nascd paradoxul! La intrebarea ce este
linia, Aristotel sustinea cd linia este un continuu divizibil
la infinit, pe cind Democrit sustinea ci, desi are aspectul de
continuu, linia este formatd din atomi !

— Asta-i cam asa ! De indati ce se punea problema eva-
ludrii unei marimi continue, lucrurile trebuiau sa se burzu-
lujasca, fiindca o multime discretd de obiecte o poti numaira,
dar cind trebuie si maisori o lungime si iti alegi o unitate de
maisurd care nu se cuprinde de un numir exact de ori in
lungimea de méisurat, atunci incepe operatia de reconside-
rare a unititii de masurd. Existau astfel doua posibilitati :

(1) una dintre noile unitati de méisurd si se cuprinda
exact in lungimea data si atunci mdrimea ei se exprima prin
raportul numerelor intregi respective, raport care azi se
numeste numdir fracfionar sau rational, si

(2) si nu existe o unitate comund de masuri si, in acest
caz, se ajunge la notiunea de mdrime irafionald, cunoscuti
de insusi Pitagora si exprimatéd prin exemplul clasic legat de
diagonala patratului.

— [mi place cit de pompos te exprimi: exemplu clasic !
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— Atunci ce epitet ai si-i atribui lui Platon care spunea
¢i ,,au meriti numele de om, acela care nu stie ci diagonala
pitratului este incomesurabild cu latura sa“ ? Dar te iert
de rispuns daci-mi amintesti frumoasa demonstrafie a ace-
stui adeviar ! Am stiut-o si poate ci o mai stiu, dar mi-ar
face plicere si o ascult din gura ta!

— Sint sigur ci o stii ! Dacd desenam pitratul si-i duce
diagonala (fig. 1) notind latura pétratului cu a si diagonala cu
b, teorema lui Pitagora ne di : a*+-a®*=>b? sau 2a2=>b2. Daci
misor diagonala cu latura inseamnd c& trebuie sa

calculez raportul % Din relatia pe care am stabilit-o avem
a

G ™¥.

Fig. 1

b\ o o iq o . . ,
{ ) =2. Or, in ipoteza ci « si b sint numezre intregi, aceasti
a

relatie este imposibild. Intr-adevir, presupunind contrariul,
inseamni ci numzrele a si b sint numere prime intre ele,
cici daci ele ar avea un divizor comun, atunci in raport el

2
s-ar fi simplificat. Dar fiindci %:2 rezulti cd b2=2a?
a

adica b* este un numir par. D2 aici rezulti ci el este de
forma b2=(2)")? si inlocuind avem 4b?=2a* sau 2b"2=a?,
de unde rezultd ci si ¢ este un numir par, ceea ce contrazice
ipoteza cd a si b sint numere prim: intre ele. Rezultatul
absurd la care am ajuns dovedeste ci a si b nu sint amindoud
numere intregi, ci d2 alti naturi, adici irationale. Ei ? Nu
ai fi putut face singur demonstratia ?

— Cred ca nu. Dup4 ce as fi scris teorema lui Pitagora, nu
gstiam cum s& pun problema masurérii, desi ar fi fost destul
de simplu | Dar pentru mine semnul de intrebare a rimas
fncia, anume sub forma urmaitoare : Daci existenta mirimilor

117



ineomensurabile era admis3, despre ce paradox vorbesti si
cum se ajungea la el ? Te referi la paradoxurile lui Zenon ?

— Si la ele, dar nu voi insista asupra lor fiindca le cunosti.
Mai exista unul ce punea in incurcdturad atit pe sustinatorii
ipotezei lui Aristotel, cit si pe cei ce erau de partea Iui Demo-
crit. Jata-1: si considerim un segment de dreaptd si sa-l
fmpirtim, mai intii in doud parti egale si apoi pe rind, fiecare
jumitate in cite dou# parti egale si asa mai departe. Intre-
barea este : ce se va intimpla dacé se continui impartirea la
nesfirsit ? Dupé ipoteza lui Aristotel, continuind impéartirea
se va ajunge la un segment de lungime nuli, fiindca atita
vreme cit el nu se distruge complet, impirtirea poate} con-
tinua. Procedind acum la reconstituireas segmentului initial
din pirtile componente, constatim ci el a disparut fiindca
o sumi, chiar infinitd, de segmente de lungime nuli, repre-
zinti tot un segment de lungime nuld ! Daci se admite insa
ipoteza lui Democrit si se presupune cd prin impairtirea
dreptei s-a ajuns la afomi adicid la puncte indivizibile, aceste
puncte sint, la rindul lor, niste segmente extrem de mici,
dar avind totusi o méirime finiti. Incercind reconstituirea
segmentului initial, nu dam nici de data aceasta peste el;
ci peste un altul, de lungime infinits, reprezentind suma unuij
numir infinit de segmente de lungime finiti !

— Da, acum am inteles perfect | Un segment de dreapta
nu se poate compune din puncte, in acelasi mod cum se com-
pune numarul 60 din 60 de unitati ! Aceastd ultimi particica
a dreptei era cu adevarat o bulurugd micd in stare si ristoarne
carul indesat de teoreme al geometriei !

— Ca si ocoleasca aceasta buturugi ce-i sta in cale, Euclid
a apucat pe un alt drum, pe care el fnsusi l-a deschis, spu-
nindu-si c& buturuga poate ramine acolo si astepte pini
s-ar gasi altii, mai vrednici, s& o cerceteze §i si o mute din
loc.

— Nu se poate spune ci n-a asteptat destul !

— Cam vreo douid mii de ani! N-ar fi cazul oare ca si
taifasul nostru sa mai astepte ? Nu de alta, dar vad ci ploaia
a stat si soarele ii cam aproape de amiaza.

— Dacé spui mata, cine ar indrizni si te contrazica ?
Numai ci te rog si nu uiti ci dupi-amiazi ai de parcurs
vreo 2200 de anisori ca sa ma scofi la lumini !

— Si ai vrea sd bati recordul, stribitind aceasti distant3
astronomica numai in citeva ceasuri ? Atunci, dupd mincare
e cazul si tragem si un pui de somn !

118



* * *

— Prin cértile de geometrie, cu care incep Elementele,
sase la numir, mi-a spus Teodor Solonar cind am reluat
discutia intreruptd la vremea prinzului, Euclid a stabilit o
metodd noud si originali de a prezenta cunostinfele mate-
matice, numitid mai tirziu mefoda axiomaticd. El a aplicat-o
la geometrie, dar in epoca noastri ea a fost generalizati
(tot prin abstractizare), astfel ca si cuprindi si alte sisteme
matematice in afard de geometrie.

— Vrei si spui cd, obligat sa evite contradictiile ce s-ar
fi ivit daci ar fi conceput linia, suprafata.sau volumul com-
puse din punctesiar fi aplicat metoda constructivd, Euclid
a considerat aceste elemente primordiale ca obiecte date,
a stabilit relatiile reciproce dintre ele prin postulate si axiome,
urmind ca teoremele si fie deduse din aceste afirmatii accep-
tate fird mnici o justificare ? Trebuie sa-i fi fost dragi
caii...

— GCe au caii cu axiomatica, ma rog ?

— Iaca au ! Ci de la ei trebuie si-i fi venit lui Euclid in
minte sa le puné ochelari geometrilor ca si nu vada decit
numai inaintea ochilor, adici ceea ce le cerea el prin axiome !

— S-ar putea, mi-a rispuns rizind prietenul meu. Daci
niste bitdi in usd l-au putut inspira pe Beethoven si scrie
p»oimfonia destinului®, de ce n-ar fi posibil ca o pereche de
ochelari de cai sa fi declansat in mintea lui Euclid ideea meto-
dei axiomatice ? Euclid a realizat astfel un model perfect
i durabil de stiinti deductivi si totodatd un model abstract
si unic al spatiului in care trdim.

— Mi se pare ci, totusi, au fost gisite pricini de eritici
a acestei opere unice si perfecte ?

— Asta-i in firea lucrurilor, pete sint §i in Soare, iar
firad cusur rimine o operi numai atita vreme cit nu a fost
infaptuitd | Cel mai mult a fost atacat postulatul paralelelor,
prin care se afirm# ci dintr-un punct exterior unei drepte
nu se poate duce, intr-un plan, decit o singurd paralela la
acea dreapti.

— Si ce meteahni i-au gisit acestui postulat ? Se indo-
an de el ?

— Nicidecum | Erau ferm convinsi de adevirul pe care-l
exprima insd nu si de faptul ci locul lui ar fi fost printre pos-
tulate. Parea mai putin evident decit alte postulate si se
credea cd ar putea fi stabilit printr-o demonstratie, cu alte
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Gheorghe Vranceanu

cuvinte redus la o teoremi. De altfel, problema paralelelor
preocupa pe geometrii greci incid mai inainte de a se fi scris
Elementele. Este amintiti si in lucririle lui Aristotel astfel :
,unii matematicieni au jincercat si demonstreze paralelis-
mul a doui drepte bazindu-se pe egalitatea unghiurilor
corespondente, firi si stie ci ei se bazau tocmai pe ceea ce
nu putea fi demonstrat daca liniile nu ar fi fost paralele®.
De atunci si pind azi, multi matematicieni au fost de parere
¢ insusi autorul Elementelor a avut indoieli cu privire la na-
tura — postulat sau teoremi — a adeviarului asupra parale-
lelor. Iata de pildi cum se exprimi geometrul romén, aca-
demician profesor Gheorghe Vrinceanu!: ,este probabil ci
si Euclid si se fi gindit la acest lucru, deoarece,"cum’am vazut,
el utilizeazi axioma paralelelor dupi ce demonstreazid’ o
serie de teoreme care nu presupun aceasti axiomi“. lar
daci vrei si o luam de la inceput, am notat aici cele ce scria
Proclus, comentatorul Elementelor, despre postulatul al V-lea.
Cred ca stii cd i se mai spune si asa sau inci si axioma a
XI-a?

— Da, sint numerele cu care apare aceasti propozifie in
diferite texte ale Elementelor. In unele copii, ea este trecuti

1 G. Vranceanu, C. Teleman: Geometrie euclidiand. Geo-
metrii neeuclidiene. Teoria relativitdtii. Editura tehnici, Bucu-
resti, 1967, p. 92.
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printre postulate si atunci este al V-lea, iar in altele la axiome
si atunci e numerotatid drept a XlI-a.

— 1n comentariul siu, Proclus arati mai intii ¢ Gemino
(secolul I ie.mn.) a incercat si demonstreze postulatul al
V-lea si apoi continui asa: ,,aceastd propozitie trebuie eli-
minatd complet din rindul postulatelor, cici ea este o teorema
ce prezintd dificultati pe care Ptolemeu si-a propus sa le
elimine“., Asadar, iatd trei date importante : secolul I i.e.n.
Gemino, secolul II e.n. Ptolemeu si secolul V e.n. insusi
Proclus.

O dati cu traducerea Elementelor in limba araba, s-a ivit
si problema postulatului paralelelor. incepind din secolul al
VIil-lea, timp de patru secole, au fost scrise numeroase lu-
crari in care sint aritate metodele ingenioase prin care se
ciuta — fird nici un rezultat pozitiv—s3i se demonstreze pos-
tulatul paralelelor. Printre acestea am si-ti aduc la cunos-
tinta cd se afld si o incercare a marelui poet Omar Khayyam,
despre care stii ca a fost si mare matematician. Apoi, aceasta
pasiune s-a trezit la matematicienii europeni din timpul
Renasterii si a continuat pini in secolul al XIX-lea cind,
ca orice pasiune, s-a stins!

— Era si timpul, ci de peste doua mii de ani obseda lu-
mea | Si, drept si-ti spun, nu infeleg cum de au putut sa
existe atitea minti luminate, atitia oameni, buni cunoscitori
ai domeniului si nu niste diletanti, atitia oameni in toata
firea, care au contribuit la progresul matematicilor, care
sa se lase sedusi de aceastd idee fixa, ci ar putea demonstra
cd printr-un punct exterior unei drepte, in planul format
de punct si dreapta, se poate duce o singura paraleli la acea
dreaptd ? ... *

— Si eu as vrea sa-ti spun drept ci privesti lucrurile cam
superficial si de aceea nu-i de mirare cd fe miri | Fiindeca,
‘pentru un matematician adevérat, avea mare importanta
dacd postulatele, considerate ca atare, sint sau nu inde-
pendente intre ele, or asta nu se putea stabili decit ardtind
cd unul dintre ele ar putea apirea ca o consecinta a celor-
lalte. Iar dacid nu ar fi independente, urmeazi ca tot edifi-
ciul geometriei se sprijind pe mai putine adevaruri evidente !
Dar tocmai aici apare iluzia. De pilda, un celebru matema-
tician, cum era John Wallis, a fost tentat si creadi ci a
putut stabili postulatul paralelelor admitind existenta figu-
rilor asemenea, ,ca o propozitie auxiliard“, spunea el ! De
fapt, el a inlocuit postulatul paralelelor cu altul echivalent lui.
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— Adic3, si-a furat singur ciciula de pe cap!

— Cam asa ! Se cunosc peste 200 de incerciri de aceasti
natura, dar trebuie si fi fost mult mai multe, céci nu toate
au fost tipirite. Pe mine m-a amuzat si notez unele dintre
ele, intr-un caiet. Ai ris de el azi dimineats, dar daca ti-ar
veni vreodatid gust sd le cunosti, caietul te asteaptd | Pina
atunci, am s&-1 folosesc eu ca sa-{i prezint o atare incercare
publicatd pe -la inceputul veacului al XVIIl-lea, de Giio-
lamo Saccheri, sub titlul Euclid curdfat de orice patd.

— Pretios titlu !

— Mai degraba naiv, fiindcd Saccheri a avut o idee cu
totul originala, ce l-ar {i putut duce la dezlegarea definitiva
a problemei, dar a trecut, ca un naiv, pe linga ea, fara si o
vadd. Ideea originald a lui Saccheri a fost si demonstreze
existenta postulatului al V-lea prin reducere la absurd,
adicd si-1 inlocuiascd prin altul contrar lui si sa tragd con-
cluzia din comsecinte. Asadar, in loc si admitd postulatul
al V-lea, a presupus:

(1) c& printr-un punct, la o dreapté se pot duce mai multe
paralele, sau :

(2) ca printr-un punct, la o dreapta nu se poate duce nici
o paralela, bineinteles, in ambele cazuri fiind vorba de pla-
nul figurii formati de dreaptd si punct. Admifind toate
celelalte postulate si axiome stabilite de Euclid, Saccheri
a dedus, in ambele cazuri, rind perind, toale teoremele cores-
punzatoare acelora din Elemenfe, asa cum decurgeau ele
in mod logic, tinind seama de una sau de cealaltd ipoteza
asupra dreptelor paralele. Rezultatele au fost surprinzitoare,
céci, in ambele cazuri, el a gisit cite o geometrie noud, perfect
riguroasli, cu teorcme ce nu se contraziceau intre ele desi,
comparate cu teoremele din Elementele lui Euclid, nu aveauw
nici un sens intuitiv. De pild3, reiesea, printr-o demonstra-
tie perfect logicd, in primul caz cd suma unghiurilor dintr-un
triunghi este mai micd decit doua unghiuri drepte, iar in
cel de al doilea, ci aceastd sumi este mai mare decit doui
unghiuri drepte. ,,Sint consecinte perfect logice ale postulate-
lor impuse de mine“, gindea Saccheri, ,,dar aceste consecinfe
sint absurde si prin aceasta se dovedeste, fard drept de apel,
cd postulatul al V-lea este independent de celelalte, adica
este postulat si nu teorema“ ! Dar cred ca are si te distreze
sad-ti citez chiar cuvintele lui : ,,pind la sfirsitul primei par{i
din aceastd carte mai rimin incd 12 teoreme. Din cauzi
cid enuntul fiecireia in parile este prea complicat, nu le mai
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ardt, ci spun cd, in sfirsit, acolo ipoteza recalcitranti a
unghiului ascutit este demascati ca un neadevir evident,
cici ea ar trebui si admitid doud linii drepte care ar avea
in acelasi plan o perpendiculari comuni, in acelasi punct®.

— Desi vorbesti pe inteles, eu nu te pot pricepe. Despre
ce unghi ascutit este vorba ?

— Aici ai dreptate, nu ti-am spus totul. Ca si introducd
acele. dous postulate, opuse postulatului al V-lea, Saccheri
construieste un patrulater, ridicind la extremitatile segmen-
tulni 77" doud perpendiculare egale, TC si T'C’ si unind
C cu C’ (fig. 2). Acest patrulater este un dreptunghi numai
in cazul postulatului al V-lea, cici atunci si unghiurile C
si C’ sint unghiuri drepte. Dacd nu se admite postulatul pa-
ralelelor, atunci, din cauza simetriei, unghiurile C si C” sint

[ c’

Fig. 2

numai egale si pentru ipoteza (1) ele sint ascutite, iar in cazul
ipotezei (2) ele sint obtuze. Acest patrulater este cunoscut
azi sub numele de patrulaterul lui Saccheri. Interesant cid
aceeasi idee, a patrulaterului lui Saccheri, a avut-o, in orien-
tul apropiat, atit Omar Khayyam, cit si matematicianul
iranian Nassireddin al-Tusi din secolul al XIII-lea. Se pare
cd lucrarea lui Nassireddin a fost cunoscuti de John Wallis
si de Saccheri, fiindcd ea a fost tiparitd, in traducere lati-
neascd, la Roma, in secolul al XVII-lea.

— Foarte curioasi treabd ! Vezi, ma intreb adesea si eu,
cum de se impacid faptul ci, desi figurile gcometrice sint
forme pure, golite de materie, nu mi le pot imagina altfel decit
existind si umplind spatiul real in care triiesc eu si desi eu
stiu azi mai multe decit putea sti Saccheri in secolul al XV III-
lea, totusi nu pot accepta, exact ca si el, ca patrulaterul lui
s nu fie dreptunghi. $i, imi dau bine seama ci la asta te-ai
referit atunci cind ai pomenit de naivitatea lui Saccheri,
la acea intuifie spafiald in care, fiindci avea o incredere ab-
soluti, ea l-a fécut sa-i scape cea mai formidabila descoperire
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matematicé cu care s-ar fi putut liuda secolul al XVIII-lea,
aceea a geometriilor neeuclidiene !

— Da, Saccheri era asa de puternic influentat de intuitia
spatiului fizic, incit considerind absurde consecintele logice
ale teoremelor demonstrate de el, a afirmat, sigur de sine si
fericit ca a reusit sa-1 curete pe Euclid de orice pati, ci acele
absurditdfi dovedesc in mod cert justefea postulatului al
V-leal Sitotugi, Saccheri avea in felul lui dreptate cici, ca
tine si ca noi toti, el avea in minte forma abstracti a spatiu-
Iui in care traim si pe care azi il numim euclidian, fiindcéd
numai in acest spatiu sint valabile teoremele geometriei lui
Euclid. Acest spafiu geometric este absiract, nu cuprinde
in el nici flori, nici Soare, nici Luni, nici scaune, nici cirti,
nici televizoare, nimic din ce ne-ar face <& ne simtim in spa-
tiul fizic real si totusi, acest spatiu abstract cuprinde ceva
nedefinit care ne permite si stabilim distanfele, ordinea st
pozifia obiectelor geometrice, unele in raport cu altele. Prin
acel céva nedefinit se ajunge la concluzia cé, desi el nu exista
in mod obiectiv si independent de corpurile ce le contine, are
trei dimensiuni, se intinde la infinit si este omogen si izotrop,
adica are aceleasi proprietiati in toate punctele sale si este
acelasi in orice directie a lui. Nemaijexistind ins& alte geome-
trii in afara de aceea a lui Euclid, nici lui Saccheri si nici
niménui inaintea lui, sau indatid dupi el, nu i-a trecut prin
minte cd ar mai putea exista si alte spatii geometrice si deci
si-]1 numeascd pe acesta spafiu euclidian | Pind in secolul
al XIX-lea, spatiul a fost considerat, alituri de timp, ca o
categorie filozoficd si nu preocupa decit pe filozofi sau pe
geometrii dispusi sid filozofeze. Asa cred cd se explica de
ce, aproape la 50 de ani dupd ce Saccheri a publicat lucrarea
sa, Immanuel Kant in Critica rafiunii pure afirma ca spatiul
este o reprezentare necesard, apriori, care sti la baza tutu-
ror intuitiilor si a tuturor fenomenelor exterioare si ci ,geo-
metria este o stiintd care determin# proprietitile spatiului,
fn mod sintetic si totusi apriori®. Iata ca nu numai Saccheri,
dar si un filozof de talia lui Kant nu a putut trece dincolo
de spatiul euclidian, nu si-a putut imagina posibili-
tatea altuia, desi, dupd cum ti-am spus, despre axioma para-
lelelor se scria, nu glumi ! Singurul care a inteles cum staun
lucrurile si prin urmare cit de complexi este problema spa-
tiului geometric, a fost Carl Friedrich Gauss. El a fost acela
care a afirmat, pentru prima oari, ci postulatul paralelelor
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’ Friedrich Wilhelm
Bessel

nu poate fi demonstrat, ci acesta este independent de toate
celelalte axiome sau postulate ale geoemetriei lui Euclid si
cd de aici apare in mod firesc concluzia ci pot exista si alte
geometrii, bazate pe alte axiome decit acelea considerate de
Euclid. Aceste pareri le-a comunicat, intr-o scrisoare, in anul
1829 prietenului siu, matematicianul F. Bessel, insi ca pe
o taini pe care i-a cerut si nu o divulge, fiindci se temea
»de giliagia boetienilor®.

— Boetienilor, ai zis ? Dar acest termen imi pare foarte
de ocara cici geometria pe care a scris-o Boethius in seco-
lul al VI-lea, pe cind zicea in inchisoare, numai geometrie
nu poate fi numité | Se gisesc in ea citeva cunostinte elemen-
tare scose din geometria lui Euclid, bune si amé&geasci igno-
ranta caracteristici a matematicienilor din Ewvul Mediu.
As trage de aici concluzia cd marele Gauss isi cam dispre-
tuia confratii | De altfel, sd stii ci nu astept si-mi raspunzi
la aceste observatii ale mele, fiindcd ai si tu ciuda pe el
cid nu l-a incurajat pe Janos Bolyai si iti dau dreptate | Dar
citi ani avea Gauss cind a scris acea scrisoare ?

— Si vedem ! Se niscuse in anul 1777, asadar, avea 52
de ani. Cu doi ani mai devreme publicase un studiu asupra
suprafetelor, studiu fundamental pentru dezvoltarea ulte-
rioari a geometriei diferentiale.

— Atunci, inc3 un semn de intrebare ! Era in plini matu-
ritate si glorie si, cu toate acestea, primul din lume dintre
matematicienii de atunci nu a indriznit s se atinga de falsul
absolutism al geometriei euclidiene ! De ce? Din comoditate ?
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Janos Bolyai Nikolai Ivanovici Lobacevski

— Uite ce cred eu: daci ne lisim antrenati de enigma
Gauss, atunci adio spatii neeuclidiene, adio spatii abstracte !

— Ba nu ! adio Gauss si salve Bolyai, salve, Lobacevski !

— Si eu ji salut cu admiratie pe acesti doi tineri, necunos-
cuti pind atunci in lumea matematicienilor, care au indriz-
nit si afirme existenta geometriilor neuclidiene, in ciuda
neincrederii §i a batjocurii cu care a fost intimpinatd — de
boefieni — minunata lor descoperire | M4 inchin acestor doi
tineri, contemporani si infratiti in gindire, care nu s-au cu-
noscut unul pe altul, desi au stiut unul de aitul : Janos Bo-
lyai, nascut la Cluj in 1802 si Nikolai Lobacevski niscut la
Nijni-Novgorod cu zece ani mai inainte. Afirmatia entu-
ziastd a Iui J4nos Bolyai din scrisoarea trimisa, in 1823, tata-
lui sdu : ,,am scos din ncant un univers intreg”, s-a dovedit
a fi cu mult mai plini de inteles decit o crezuse insusi Bo-
lyai cind a recunoscut ci descoperise o comoard ascunsd
de veacuri celorlalti matematicieni, comoara pe care Loba-
cevski avea si o numeascd incd si Pangeomeiria.

— 1n greceste pan inseamni fof sau prefutindeni. Cum crezi
cé trebuie interpretat acest titlu ?

— Cred ci Lobacevski a dat cuvintului pan infelesul de
universal si deci geometria, pe care credea cd a descoperit-o
numaj el, voia si se numeascd geometrie universald.

— Oare nu era exagerat ?
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— Din contra, a fost spusi cu tilc, fiindcd i-a dat aceasts
denumire abia fn ultima sa lucrare, ,,apdrutd in 1855, pe care
a dictat-o batrin si lipsit de vedere, insi pastrind fermitatea
spiritului si convingerea in dreptatea cauzei sale, cum scrie
cunoscutul matematician sovietic A. D. Alexandrov!. Anali-
zindu-i opera, el aratd cd Lobacevski a sustinut c¢a geometria
nu este aprioricd si independenid de experienfe, asa cum pre-
supunea Kant, cu citeva decenii mai inainte, c¢i cid nofiu-
nile ei fundamentale au fost obtinute prin simturi, adicé sint
expresia experientelor ancestrale ale omului, iar aceasta
impune ca relatia dintre geometrie si realitate sa fie preci-
zatd si prin experiente. In acest sens, Lobacevski insusi a
incercat anumite experiente astronomice, fiindca cl era con-
vins cd, dacd pentru o porfiune limitatd a spatiului real
postulatul al V-lea era adevirat, el ar putea si nu mai fie
adevirat daci s-ar largi notiunea de spatiu si s-ar considera
o geometrie a spatiului cosmic. In acest caz, pangeometria
ar putea fi mai potriviti ca si reflecte proprietétile acelui
spatiu, geometria euclidiand devenind un caz particular al
pangeometriei. De altfel, un veac mai tirziu, prevederile lui
Lobacevski au fost folosite de Einstein in Teoria relafivi-
tafii !

— Bine, dar in acest caz, Bolyai si Lobacevski au nimi-
cit dintr-odatd conceptia pe care am mostenit-o de la greci
despre geometrie ca deliniatoarea adevirurilor absolute,
deoarece ele exprimi rezultatele obtinute prin abstractizare
din experientcle asupra spatiului... Dacd se admite c&, din
punct de vedere logic, poate exista si o alti geometrie, atunci,
tot in mod logic, poate exista inca una, adicad un numaér neli-
mitat de geometrii deosebite de ale lui Euclid, toate fiind
stiinte abstracte, dezvoltate pe calea rationamentului din
anumite ipotezc. Ce mai rimine adevirat despre reprezen-
tarea intuitivd a spatiului fizic, despre figurile geometrice,
asa de precis conturate si chiar definitive ?

— Cam asa s-au intrebat si matematicienii din secolul al
XIX-lea si primul raspuns la nedumeririle lor a fost dat
de Bernhard Riemann, in 1854, intr-o dizertatic compusi
la sugestia lui Gauss, avind ca titlu : ,Asupra ipotezelor ce
stau la baza geometriei“. Cind a rostit-o, prelegerea nu

1 Matematica, continutul, metodele si importanta ei, volu-
mul III — Spatii abstracte, Editura stiintifica, Bucuresti, 1961,
pagina 123 si cont.
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a fost inteleasa decit de Gauss si de vorbitor, dar, dupia
moartea lui Riemann, memoriul publicat in 1866 a devenit
celebru. In el se arati ci notiunea despre geometrie ‘trebuie
revazutd fiindci geometria nu reprezinta adeviarul rezultat
din experientele asupra spatiului fizic inconjuritor, ci adevi-
rurile logice asupra spatiilor ce rezultd ca posibile din axio-
mele-ipoteze puse la bazd, iar aceste adeviaruri nu au nici
o legaturd cu reprezentarea intuitiva a spatiului in care traim.
Ca dovada, arati Riemann, insisi axioma ci linia dreapti
este infinitd nu este un rezultat al experientei noastre, expe-
rienta nu ne arati altceva decit ci daci urméirim o linie
dreapti, atita cit omeneste poate fi urmirita, nu i se da de
capat. Ea ar putea fi finitd si totusi nemarginita !

— Cum zici ci ar putea fi ? Finit si totusi nemarginita ?

— Da, nemiérginits, adica si nu-i dai de capete, dar totusi
de mirime finitd. Jmagineazi-ti Pamintul, ca o sferd si ci
tu, in loc si stai acum de vorba cu mine, ai fi pornit la o
plimbare, dar nu pe Dea nici pe Runc, ci asa, inainte spre nord,
de-a lungul meridianului ce trece prin Cimpulung si ca,
fara ca te abati de la el, te-ai duce si te-ai duce... ai ajunge
la Polul Nord, apoi, dupi ce vei fi stribatut Alaska, Zambia,
Marea Mediterana, Bulgaria ai fi ajuns din nou aici. Atunci
te-ai uita incurcat la mine si eu as izbucni in ris, intrebin-
du-te unde-s cele doua capete opuse ale dreptei si cum de
ne-am intilnit dacid dreapta ta este infinita ?

— Ai dreptate, pe o sferi, ccrcurile mari, asa cum sint
Ecuatorul sau meridianele, joaci rolul liniei drepte din plan,
au adicd proprietatea de a fi drumul cel mai scurt dintre
doud puncte. Iar dacd se poate vorbi despre capetele unui
arc de cerc mare, cercul intreg se inchide, nu are capete si
nici nu este infinit !

— Ei, acum fiindeca te-am convins, si ne intoarcem la
Riemann. El a observat ca, daci ar fi si se faci geometria
pe o sferd, atunci postulatul paralelelor nu ar avea sens, fiind-
ci toate cercurile mari de pe sferd, adicd dreptele ei, se in-
tilnesc in doud puncte, de pildi cei doi poli in cazul meridia-
nelor. Pentru o geometrie pe sfera, in locul postulatului al
V-lea, ar trebui pus postulatul : ,,Printr-un punct la o dreaptd
{cerc mare) de pe sferd nu se poate duce nici o paralela®.
Cu acest nou postulat si cu celelalte vechi, considerate de
Euclid, Riemann a stabilit o noua geometrie neeuclidiana,
care se bucura pe atunci si de avantajul de a se baza pe
un model geometric intuitiv, dovedindu-se astfel a fi geo-
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metria pland pe care ar fi descoperit-o niste fiinte inteligente
bidimensionale, ce ar fi trait pe acea sferi si nu ar fi
avut posibilitatea si cunoascid nimic dincolo de ea. Pentru
fiintele acelea, geometria stabiliti de Riemann ar fi fost
singura logici, absoluti si intuitivi.

— laté unfapt cu totul surprinzitor care destram4 dintr-o-
datd un mit tesut pe indelete de-a lungul a dou# milenii,
afirmind, in schimb, ci axiomele geometriei euclidiene nu
sint adevaruri absolute ci relative, si ¢i geometria euclidiani
nu este unica ce poate fi creati. Realitatea geometriilor neeu-
clidiene, pe de o parte, dovedeste cii evidenta intuitivi poate
duce la concluzii false si, pe de alti parte, impune o cercetare
mai profundi a axiomelor pe care se sprijina geometria eucli-
diana.

— Intr-adevir, asa este | Geometria euclidiani este singura
care are avantajul, prin ipotezele ce le-a formulat, de a fi
modelul abstract al spatiului fizic din imcdiata noastlri
apropiere, ea singuri are ca obiect relatiile spatiale ale corpu-
ri.lor geometrice reale abstractizate. De aceea, demonstratiile
d.m aceasti geometrie se bazeazi pe figurile vizibile si intui-
tive ce se pot desena pe o foaie de hirtie, adici pe un plan,
cu rigla si compasul. In celelalte cazuri, acelea ale geometriilor
neeuclidiene, asemenea desene executate cu rigla si compasul
pe o foaie de hirtie sint lipsite de sens, cici ele contrazic
intuitia.

e Cred si eu ! Nu viad cum as putea desena, asa ca si le
vad, mai multe drepte paralele duse din acelasi punct la o
qfﬁapti si, de asemenea, nu-mi pot inchipui ci nu as putea
fi in stare s3 trag o paralel la o dreaptd ! Aceste lucruri le
Pot admite ca adevirate numai fiindca sint posibilitati lo-
8ice impuse prin axiome, dar fira si incerc a le reprezenta
pe o foaie de hirtie intinsi !

— Ai spus bine : foaia de hirtie infinsd, fiindci lucrurile
se schimba de indat# ce se inlocuieste planul cu o suprafata
sfericd in cazul geometriei lui Riemann sau cu o suprafatd
pseudosferici in cazul gcometriei lui Bolyai-Lobacevski.

— Piin aceasta lucrare a sa, vid ci Riemann a corectat si
gregeala pe care o ficea Saccheri, anume, el a precizat faptul
cd, dacé teoremele unei geometrii sint verificate de experienta,
iar cele ale alteia par a contrazice bunul simf, din aceasta
nu rezultd ci primele teoreme sint adevirate si cd celelalte
sint false sau absurde. Geometriile neeuclidiene exista deci
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si conduc la o noud abstractizare, a nofiunii abstracte de spa-
fiu qeomelnc !

In lucrarea lui Riemann, notiunea de spatlu geome’mc
a atins o treaptad de abstractizare cu mult mai inalti decit
aceea pe care o consideri matale, bidie, fiindcd el a mai intro-
dus o noua notiune caracteristici unui spatiu geometric, aceea
de curburd a spafiului. Bazindu-se pe ea, el arald cd geome-
fria euclidiand este geomeiria spafiului de curburd nuld, geo-
metriile neeuclidiene sint geomelrii ale spafiului de curburd
constanid, si, in fine, ca exista alte geometrii, numite mai tir-
ziu riemanniene, ale spafiilor curbe ! Dar acestea ti le-am spus
asa, numai fiindcd m-ai tras de Iimbé si ca sa accentuez
faptul cid abstractizarea introdusid prin noliunea de spaliu
curb a insemnat o lovituri la fel de puternicd dati intuitiei
spatiale ca si accea pe care i-a aplicat-o Fermat si Descartes,
in secolul al XVIJI-lea!

— Dec unde ai mai niiscocit si trebusoara asta ? Te gindesti
probabil la crearea geometriei analifice dar, dupi modesta
mea parere, gcometria analitici e geometrie euclidiana in
toatla regula, fiindci in ea nimeni nu s-a atins de nici o axioma
sau postulat al Iui Euclid | Fermat si Descartes nu au ficut
alta decit s& introduci un sistem de referinti pentru punctele
din plan, adicd un sistem de coordonate, iar mai tirziu altii au
aplicat metoda si pentru punctele din spatiu, care insi a
ramas euclidian !

— Da, cam asa a si fost judecati pe atunci geometria
analitica, fiindcd nimeni nu ar fi fost in stare sa tulbure no-
tiunea cristalinid de spatiu geometric corespunziator spativlui
fizic | Numai c4, prin introducerea unui sistem de cooidonate,
locul unui punct din plan sau din spatiu il detinea o pereche
sau un triplet de numere algebrice. Continuind procedeul,
in locul dreptei din plan se furisa o ecuatie de gradul intii
intre variabilele a si y, considerate drept coordonatele unui
punct variabil de pe acea dreapta ; in locul unei curbe apirea
o ecuatie de forma y = f(x), a unei suprafefe, altd ecunatie

= f(x, y), toate proprieldlile geomeirice ale acestor figuri
geomelrice fiind cuprinse in expresia analiticd a formulelor
respective. Alte formule algebrice corespundeau distantei
dintre doua puncte, atit in plan cit si in spatiu, ariei unui
triunghi, volumului unei piramide si asa mai departe.

— Stai ci parcd acum a inceput si-mi fulgere ceva prin
minte. Unde vrei si ajungi ? Vrei sa spui c&, in geometria
analiticd, toate relafiile geomeirice dintre figurile geomeirice
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