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" INTRODUCERE

3

Existd probleme care ,seamdnd“ cu altele anterior rezol-
vate st nu facem decit sd ,imitdm" rezolvarea cunoscutd,
sau care se reduc la simpla aplicare a unor formule si pro-
cedee curoscute. Acestea sint mat curind exercitil — de
fizare st insugsire completd a procedeelor.

Ezistd insd st probleme propriu-zise, adicd probleme la
care gdsirea solutiel este... problematicd. Desi cunogti tot ce
trebute pentru stabilirea solutier (constatt aceasta cind
ti se aratd solutia), nu e sigur cd o poli gdsi, ca necesitind
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INTRODUCERE
o anumitd ,inspirafie, o idee salvatoare; in fond, un efort
de creatie. Cu cit aceastd idee este mai ascunsd, cu atit
satisfactia de a o descoperi — cind reusesti — este mai
mare. Este acel sentiment superior, specific uman, care
constituie mobilul principal al tuturor actelor de creatie.
Dar si dacd nu reugesti, esti curios sd aflt cum ar fi trebuit
gindit. Cind {i se spune st intelegi, at de asemenea o satisfac-
tie, insd, acum, umbritd de regretul cd nu ai descoperit sin-
gur. In orice caz, faptul de a nu fi gdsit singur solutia nu
trebuie sd te descurajeze — stitnd cd i se poate intimpla
oricui st mat ales dacd nu se intimpld la toate problemele.
Dintre aceste probleme, unele rdmin simple jocuri —
utile ca antrenament; altele insd sint importante si prin
continut, prin faptul cd deschid orizontul spre probleme
mart ale stiintei. (Pe acestea le-am grupat in sectiunea
IV — Orizont.) Granita intre aceste doud categorii nu este
precisd; istoric, unele probleme pdreau a fi de siniplu joc
st abia ulterior si-au dovedit si importanta stiinfificd.

Important este ca rezolvitorul sd gindeascd nu numat
<trict matematic, ci si asupra procesului de gindire: sd
se intrebe dacd o problemd datd este de simpld aplicare sau
de gindire creatoare, dacd ea e frumoasd sau uritd st de ce,
dacd felul cum a gindit era natural, dacd ideea rezolvdrii
era in adevdr ascunsd, din ce cauzd a esuat ingdsirea solu-
tiel sau, invers, prin ce complex de imprejurdri a avut succes
etc. Pind la urmd, el va constata cd gindirea creatoare nu
inseamnd, cum pdrea, rumai inspiratie capricioasi —
ceea ce in argou scoldresc se traduce prin expresia ,li-a
cdzut fisa* — cd ea se educd, creste in putere chiar dacd
nu ajunge la sigurantd depling, si se educd tocmat prin
atentia ce se dd analizei procesulut de gindire.
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INTRODUCERE

Pentru a da impuls unet astfel de preocupdri, culegerea
de fatd nu are numai doud pdrii, ci, in general, patru:
1. Enunturi, 2. Cum gindim, 3. Ideea, 4. Solutia. Pe
fiecare paging std scris despre care din aceste patru pdrfi
este vorba.

In fata enuntului, rezolvitorul incearcd singur; dacd
nu reusegte, cautd niste indicatii la rubrica Cum gindim
(la numdrul respectiv al problemei) st incearcd din nou;
dacd nici acum nu reuscste, cautd la rubrica Ideea si, in
fine, consultd rubrica Solutia.

(Nu in toate problemele este nevoie de toate cele patru
trepte; unde ideea este naturald, se trece direct la expunerea
solutiet.)

Dupd continut, problemele sint impdrtite in patru capi-
tole, intitulate: I. Perspicacitate, II. Logici, III. In-
ventivitate, IV. Orizont. Impdrtirea e facutd dupd carac-
terul dominant si e oarecum relativd (de exemplu, in toate
este nevote, evident, de logicd, nu in toate caracterul inventiv
este la fel de accentuat). Partea a V-a cuprinde Alte pro-
bleme.

Cunostintele necesare rezoledrii le are orice elev ajuns
in clasa a X-a; pentru multe probleme, si unul din clasele
mat mici. Dar, cum spuneam, cunogtinjele nu sint sufi-
ciente...

In general, problemele sint asezate in ordinea de difi-
cultate crescindd.

Nu am indicat sursa sau autorul problemet, deoarece nu
le cunosteam la toate; multe din probleme le-am aflat din
intrebdrile pe care ni le-au pus diferigi elevt, care la rindul
lor le aflaserd de la colegi, astfel incit enunturile circulau
ca un fel de ,folclor matematic“, cu autor anonim.
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INTRODUCERE

Ca si intr-o antologie de literaturd, selectarea din multele
mii de probleme extstente a unui numdr restrins e chestiune
de ,gust; m-am ghidat in principal de gustul elevilor cu
care am venit in contact, al acelor elevi animatt de pldcerea
de a gindi.

Prezenta culegere nu e alcdtuitd in vederea pregdtirii
unui examen; deci nu e necesar sd fie parcursd intr-un timp
dat, cu o anumitd febrilitate; am spune mat curind cd este
vorba aici de matematicd distractivd, dar nu ne insusim
acest adjectiv, cdct intreaga matematicd este si distractivd.
Cititorul trebuie s-o parcurgd numai in mdsura in care
aceasta ii face plicere. Il avertizdm cd aceastd placere se
micgoreazd pind aproape de disparitie dacd de la enunt sare
direct, gribit, la citirea solutiei. Pldcerea este strins legatd
de incercdrile personale. Rubricile cu indicatii sau solufit
constituie numat un stimulent sau un fel de discutie pe
Mmarginea acestut efort personal.

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ eolectia cristal



.~ ENUNTURI

I. Perspicacitate

1. Calculati din minte numirul:

102 + 112 + 122 + 132 + 142

N =
365

2. Priviti ceasornicul; inregistrati cit timp vi trebuie:
a) pentru a pune semnul < sau > intre fractiile:

112 127
449 507
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b) pentru a spune care din numerele:
7 13 29 41 59 67 73

divide numirul 3599
¢) pentru a memora numdirul:

1339 117 351

d) pentru a afla viteza medie a unui mobil care parcurge
distanta Bucuresti-Ploiesti cu20 km ford, apoi fard si se
opreascd, distanta Ploiesti-Bucuresti cu 30 km/ord.

3. Uniti punctul H cu punctul de intersectie al dreptelor
d, d’, care se afli in afara figurii (fig. 1).

4. Liniile a si b (fig. 2) au fost trasate cu o cretd al cirei
,virf“ era un segment de 1 cm, tinut tot timpul paralel
cu marginile verticale ale tablei.

Apreciati din ochi care are ,suprafata“ mai mare.

6. Trenurile T, si T,, la 300 km unul de altul, pornesc
unul spre celilalt mergind cu 50 kmjord. In acelasi
moment, de pe T', pleacd o musci ce merge cu 70 km [ori.
Musca merge pind se izbeste de T,. Citi km a mers pind
fn acest moment? Apoi ricoseazi mergind spre T, pind
il intilneste, apoi ricoseazd spre T, s.a.m.d. pini ce
trenurile se ciocnesc §i musca este striviti.

Ce distantd a parcurs, in total, musca?

6. Apa care se transformd in gheatd isi mireste volumul
cu 99,. Dar dacd gheata se topeste, cu cit la sutd isi
micsoreazd volumul?
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Fig. 2
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70 M .
=" 301,
pr——— T3] —— —

7. Intr-un vas cilindric cu diametrul 3 dm este api pind
la nivelul ¢ = 3 dm; pe apd pluteste o bucatd de gheati
cu masa 1,30 kg.

Si se afle nivelul apei dupa ce se va topi gheata.

8. Un inspector soseste zilnic in gara G la ora 8. In ace-
lagi moment ajunge in gard masina care il duce de la gar3
la santier.

Intr-e zi, luind alt tren, a ajuns in gard la ora 7 si a
plecat pe jos; pe drum, in punctul I, a intilnit masina
care venea si-l ia, s-a suit in ea §i a ajuns la santier cu
20 minute mai devreme decit de obicei. Se stie cd magina
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merge cu vitezd constantd, iar inspectorul, pe jos, cu
6 km/ori.

Se intreabd: a) distanta parcursi de inspector pe jos,
b) viteza masinii, c¢) distanta gard — santier.

9. Un om vislegte impotriva curentului riului. La un
moment dat cade in apd o laditd, dar el observid acest
lucru abia dupi 10 minute. Se intoarce gi giseste lidita
intr-un loc situat cu 1 km mai la vale fatd de locul unde
a pierdut-o. Si se afle viteza apei din riu. Se presupune
ci atit la dus cit si la intors omul pune vislele in apa la
fel de des si efortul cu care actioneazi asupra lor este
acelasi.

10. Vasul A contine apd, iar B alcool pur. Se toarni in
A un pahar plin de alcool pur din B, apoi se scoate din
A un pahar de amestec care se toarni in B. Ce relatie
existd intre cantitatea de alcool din A si cantitatea de
apd din B?

11. Si se arate c# pentru n impar

1 1 1 1
Tplyio L

x y z z+y +z

1 1 1 1

zn y" Zn Zn 4 yn 4 zn

12. S se arate cd ecuatia
1 1
S +—+

1
11
2 zy oyt

nu are solutii intregi pozitive.
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0 rig. 5

13. o scard este rezematd de perete si podea, ca dreapta
AB (fig. 5). Pentru a-i asigura stabilitatea (a o impiedeca
s lunece) cineva leagd cu o sirma treapta din mijlocul
M al scarii, de un cirlig fix ce se afl3 in O.

A procedat bine?

14. Suma unghiurilor unui patrulater strimb (cele patru
virfuri nu sint in acelasi plan) este mai mici decit 360°.

15. Sase puncte in spatiu. Fiecare din segmentele obti-
nute prin unirea a doud din aceste puncte se coloreazi
sau cu negru sau cu alb. Sa se arate ca va exista cel putin
un triunghi cu virfurile in trei din cele sase puncte avind
laturile de aceeasi culoare.
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II. Logica

16. Pe trei borcane de compot, unul de cirege, altul de
vigine, altul cu amestec cirege si vigine, toate etichetele
au fost puse gresit.

Scotind o singurd fructd din un singur borcan, si e
determine continutul tuturor.

17. La un concurs se prezintd sase orase O, 0,, 0,, 0,, O;,
O, reprezentate fiecare de cite una din persoanele
A, B,C, D, E,F.
Stim ca
(1) A si reprezentantul lui O, sint medici,
E si reprezentantul lui O, sint profesori,
C si reprezentantul lui O, sint ingineri.
{2) Grupele: a) B, O,, Os; b) A, O,, O;; ¢) D, O;. O
reprezintd fiecare un medic, un profesor, un inginer.
Si se afle din ce oras este fiecare din cele 6 persoane.

18. Trei oameni: O0,, O,, O,. Li se arati pe masi trei
discuri albe si doud negre si li se spune c3 lise va lipi pe
spate cite un disc. Dupé ce se face aceasta, ei sint asezati
in sir, astfel cd O, priveste in spatele lui O, si O0,; O,
in spatele lui Oy; iar O, nu vede nimic. Ce fel de disc ai
pe spate? O, rispunde: ,Nu stiu“; apoi O, rispunde ,,Nu
stiu“; apoi O, raspunde ,Stiu“.

Ce disc avea O, si cum a rationat?

(Se presupune ca cei treistiu si rationeze perfect.)

19. Aceeasi problema cind sint 7 oameni, 10 discuri albe
si 6 negre, primii patru rdspund succesiv ,Nu stiu“,
1ar al cincilea rdspunde ,stiu“.

Generalizare.
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20. Célatoresc impreund cu tovardsul meu P. Ajung la
o rdscruce de unde se deschid doud drumuri, unul bun §i
unul infundat. In regiune sint numai doud categorii de
oameni: 1) acei care spun totdeauna adevirul; 2) acei
care spun totdeauna minciuni.

La réascruce se afld un om O, despre care nu stiu dacd
e sincer sau mincinos.

Ce intrebdri sid-i adresdm pentru a afla cu sigurantd
drumul bun?

21. O conversatie:
A — Am trei copii.
B — Ce virste au?
A — Produsul virstelor lor (in ani, numere intregi) este 36
B — Aceasta informatie nu e suficientd pentru a afla cele
trel numere.
A — Suma virstelor este egald cu numdirul de etaje al
blocului pe care il ai in fata.
B (dupi ce numiri etajele) — Tot nu se poate afla.
A — Cel mai mare are ochi albastri.
B — Acum pot afla.

S4 se afle virstele celor trei copii si numarul de etaje
despre care a vorbit A cu B.

22, La o seratd studenteascd au fost 74 persoane (bieti
si fete). Ajunse la cdmin fetele au facut o clasificare si au
constatat: Florica a dansat numai cu un bdiat, Ana cu
3 biieti, apoi: Ema cu 9 biieti, Ioana cu 10, Maria cu
11 s.a.m.d., fiecare a avut un dansator mai mult decit
precedenta pind la ultima, Sofia, care a dansat cu toti
baietii aflati la seratd.
Cite fete si citi baieti au fost?
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23. Se considera n% numere, printre care nu exisla doud
egale, agezate intr-un tablou patratic cu n linii si n
coloane.

Se alege cel mai mic numér a de pe fiecare rind ; fie 4
cel mai mare din aceste n numere. Se alege cel mai mare
numir b de pe fiecare coloand; fie B cel mai mic din
aceste n numere.

S4 se arate cd A < B. Si se arate un exemplu in care
A = B.

24. Aflati distantele de la virfurile triunghiului la
punctele de contact cu cercurile inscris §i exinscris, in
functie de laturi, folosind judecata cea mai directa.

25. Un triunghi dreptunghic. Cele doud cercuri exin-
scrise corespunzitoare catetelor.
Suma razelor lor este egald cu ipotenuza.

26. Notdm cu L multimea punctelor M din plan cu pro-
prietatea MA = MB. Notam cu F multimea punctelor
mediatoarei segmentului AB.

Demonstram teorema: orice punct de pe mediatoare
este la egald distantd de A si B. Prin ce relatie intre
multimile L s1 F se traduce enuntul ei?

Demonstram teorema: orice punct la egald distantd
de A si B se afld pe mediatoare. Transcrieti-o ca relatie
intre L s1 F.

Demonstrim ambele teoreme. Care este relatia intre
L si F?

27. Dacd doud triunghiuri au un unghi egal cuprins intre
laturi proportionale, ele sint asemenea.
Cuvintul cuprins este esential?

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ colectia cristal
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28. S4 se demonstreze ci dacd triunghiurile ABC,
A'B’'C’ sint ascutit-unghice si dacd
A= A'; AB _ BC

4B BC

ele sint asemenea.

29. Intr-un triunghi dreptunghic ABC (4 = 90°)
1 1 1

}F—b—2 c?

Reciproca este adevdratd?

III. Inventivitate

30. O camerd are dimensiunile 10 m si 7 m.

In cele 4 colturi este cite o sobd, fiecare ocupind
1 m2  Pentru pardosire se folosesc 22 plici cu dimen-
siunile 3 m X 1 m.

S4 se arate cd nu pot fi lasate toate plicile netdiate.

31. Pe o laturd AB a patratului ABCD ca bazi se con-
struieste spre interior un triunghi isoscel M A B cu unghiu-
rile de la bazd de cite 15°. S& se arate cd triunghiul #CD
este echilateral.

32. Trei cercuri egale au un punct comun. Cercul care
trece prin celelalte trei puncte in care cercurile se inter-
secteazd doud cite doud este egal cu cercurile date.

@. Se considerd un punct M, interior triunghiului ABC,
18 si cercurile ABM, ACM, BCM. Si se arate ci cercul
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ABC este mai mare ca cel mai mic dintre cele 3 cercuri
s1 mai mic decit cel mai mare.

34. Pe laturile AB, BC, CA ale triunghiului ABC se
iau punctele C’, A’, B’, astfel cd AC' = % AB, BA' =

=1Bc, cp =Lca.
3 3

Dreptele AA’, BB’, CC’ impart triunghiul ABC in
7 parti: 3 patrulatere, 3 triunghiuri avind cite un virf
comun cu ABC si un triunghi in mijloc (fig. 6).

S4 se afle ariile lor in functie de aria triunghiului dat.

35. Generalizare.

% Oricum am alege punctele M, N, L pe laturile

~triunghiului A BC (fig. 7), cel putin unul din triunghiurile
1, 2, 3 are aria a < %S (S = aria ABC).

37. In problema precedentd am intilnit relatia

Aria AML  AM- AL

Aria ABC "AIB-AC.
toare in spatiu?

Care este relatia corespunza-

38. Se poate extinde problema 36 in spatiu?

39. Fiind dat triunghiul ABC si se afle punctul D astfel
ca patrulaterul ABCD sa fie:a) inscriptibil; b) circum-
scriptibil (sd existe un cerc tangent la toate laturile lui).

40. a) S& se construiascd triunghiul ABC, cunoscind

indltimile %, si h, si mediana m,.
b) Idem, cunoscind k,, m,, A.
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@ AB si AC tangente la cerc; B si C pe diametrul
perpendicular pe AO; MN o tangentd variabili.
S& se arate cd BM - CN = constant (fig. 8).

42. O secantd oarecare trecind prin punctul A taie cercul
in E si F, si coarda BC (care uneste punctele de contact
ale tangentelor din A4) in D.

" <« AE DE
S4 se demonstreze ci T i ﬁ(punctele AsiD
impart segmentul EF in acelasi raport, numai de semne
contrarii; se spune ¢d A si D sint conjugate armonic
fata de E si F).

43. Figura 9. AB, AC tangente la cerc. M, mijlocul lui
AB; MC mai taie cercul in D, iar AD in E. Si se arate
c& EC || AB.

44. Punctul M este variabil pe segmentul AB (fig. 10).
Cercurile circumscrise patratelor AMCD si BMEF,
de laturi AM si MB, se taie in M si N.

a) Si se arate cd punctele A, E, IV sint colineare; de ase-
menea B, C si N.

b) Si se arate cd dreapta MN-trece printr-un punct fix.

45. Se dau doud puncte fixe F, F’ 5i o dreaptd d, pe care
se miscd punctul M. Si se afle: a) pozitia lui M, agafel
incit suma MF + MF' si fie minimi; b) cum variazi
aceastd sumd cind M parcurge toatd dreapta.

46. Fiind date doud puncte fixe F si F’ (numite focare)
i un segment (a cirui lungime o notdm 2a), locul punc-
telor M din plan, pentru care MF + MF' = 2a esteo
curbd inchisd numitd elipsd. Putem desena elipsa daca
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(2N

[N
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fixim capetele unei sfori de lungime 2a in F i F’, iar
cu virful creionului tinem sfoara intinsd, miscindu-l
(fig. 11). Este necesar ca FF' < 2a.

a) Fiind date punctele F’, F si segmentul de lungime 2a,
care definesc o elipsi, si o dreaptd 4, farda desena elipsa,
si se afle dacd dreapta 4 taie elipsa;

b) M fiind un punct al elipsei, sd se arate ci bisectoarea
exterioard a unghiului F'MF este tangenta la elipsi.

47. Si se arate cd produsul distantelor de la doud virfuri
ale unui triunghi la hisectoarea exterioard a celui de al
treilea se poate exprima in functie de latura ce uneste cele
doud virfuri si de suma celorlalte.

48. Si se facd o legidturd intre problemele 46 si 47.

49. Sa se afle unghiurile triunghiului care are ca virfuri:
mijlocul unei laturi a unui triunghi oarecare dat si cen-
trele patratelor construite spre exteriorul triunghiuluipe
celelalte doud laturi.

(5\@ Pe laturile unui patrulater ABCD se construiesc

in exterior patrate. Dacd 0,, 0,, O,, O, sint centrele
lor, segmentele 0,0; si 0,0, sint egale si perpendiculare.

. Centrele triunghiurilor echilaterale construite pe
aturile unui triunghi dat spre exterior sint virfurile
unui triunghi echilateral.

52. Aceeasi problem#, cu ajutorul unghiurilor.

53. Se considerd pe un cerc trei arce de cite 60° (fig. 12),
intre care rimin arcele 2 «, 28, 2y. Mijloacele coardelor

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ colectia cristal



ENUNTURI

Fig. 12

Fig. 13 L2
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ce subintind arcele 2«, 28, 2y sint virfurile unui triunghi
echilateral.

54. Si se dea problemei 53 o solutie cu ajutorul nume-
relor complexe.

(Suma a doud numere complexe corespunde cu suma
vectorilor reprezentativi; produsul a doud numere com-
plexe: inmultim modulii, adunim argumentele.)

55. Dacid dreptele AA’, BB’, CC’ sint paralele, atunci
punctele a (BC x B'C’), B (AC x A'C’), y (AB x A’B’)
sint colineare (fig. 13).

56. Dacia dreptele AA’, BB’, CC’ sint concurente, punc-
tele o (BC x B'C'), B (CA x C'A"), vy (AB x A'B’)
sint colineare (fig. 14). (Aceasta este teorema lui Desar-
gues; triunghiurile ABC, A’B’C’ cu proprietatea indi-
catd se numesc omologice.)

b7. Sé se enunte si sd se demonstreze proprietatea suge-
ratd de figura 15.

58. Sa se verifice cad

5 = 5/° =
/343 + 589 /3 + /843 —589-1/3 — 6.
59. S4 se arate ci

12 4 (CD2 + oo + (CHE + oo 4 (C2 = CBy

60. C%, (combiniri de m — 1 cite k), unde m = 2" este,
oricare ar fi £, numir impar.

6l. Con, 0 < k < 2", este par, de forma 2°- i, cu ¢ impar.
S4 se determine a in functie de k.
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Fig. 14
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62. Si se arate ci doud din sumele
S, =C:+ Ci+ ...
S, =C%+4 C5 + ...
S;=C% 4+ C3 + ...

sint egale intre ele, iar a treia diferd de una din acestea
cu 1.

n-—1 on=2

63. Con  — Coni = 2% - i (i, impar)
S3 se determine a.

64. Se considerd sirul a; =1, a, = 2¢, + 2, ... @y, =
=2a, + 2" ..

Si se demonstreze ci dacid §i numai daci n este o
putere a lui 2, atunci si a, este o putere a lui 2.

65. Pentru orice r natural,

1 38 § 2n—1< 1

2° %6 " 2m  Vantd

Interpretare. Generalizare.
66. lim [(n + 1)* —nt], 0 <k <1
n—
67. 5S4 se determine m astfel ca

f(x) = Vcos®x + m sin’x + |/sintz + m cos® x
sd nu depindi de z.

68. Figura 16 (cercul de razi r, tangent la AB, la AC
s1 la cercul inscris in triunghiul ABC; analog r,, rs).
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S4 se arate ci

Vi + Vi + Vg =r

69. Si se facd calculabild prin logaritmi expresia

L =1 — cos?a — cos®b — cos®* + 2 cos a cos b cos ¢

70. S§ se arate cd pentru orice m, numir natural dacd

x>0,y=(xm+l+1)m_%[(xm+1)m+1+(zm_1)m+l_]>o

71. Zcuatia

b ba b
— Fo b2 =0
z— a x— a, Z—an
unde b; >0; a;, <, < ... <a,
are » — 1 riddcini, cite una in fiecare din intervalele
a;, (’i-ﬂ'

72. Ce numir este mai mare, 99" + 100™ sau 1017™?
(n, numdr natural).

73. Toate curbele exponentiale y = a* trec prin punctul
(0, 1). Dacd @ > b >1, atunci pentru =z >0, a* > b%,
pentru z < 0, a* < b*.

Considerdm dreapta d ce trece prin (0, 1) si are panta
1 (y=z+1).

S4 se afle intersectia acestei drepte cu y = a*.

1) cind a = (1 + i]"; 2) cind a _=(1 + 1 1)"
n n —
Si se deducd de aici, printr-un proces de gindire

intuitiva, cd: 1) sirul (1 + i)" este crescdtor, iar girul
n

colectia cristal # colectia cristal ¢ colectia cristal

31



32

ENUNTURI

1

(s

n—
fiind acel numir a, pentru care curba y = a“ are in
(0, 1) panta 1.

1)" este descrescidtor, limita lor comuni (e)

IV. Orizont

Pro’cctie conicd

Fiind date un plan T — pe care il vom numi tablon —
si un punct exterior lui, O, numit centru de proiectie,
numim proiectia punctului oarecare din spatiu M (din
O pe planul T), intersectia M’ a dreptei OM cu planul
T. Proiectia unei figuri se obtine ficind proiectia fiecarui
punct al ei. Dacd OM este paraleld cu T, spunem ci
proiectia lui M este la infinit.

Daci sintem in casd si privim pe fereastrd, obiectele
de afari (case, copaci etc.) se vdd desenate pe geamul
prin care privim. Acest  desen“ de pe geam este tocmai
proiectia obiectelor privite, planul T de proiectie fiind
planul geamului, iar centrul de proiectie, ochiul. Desenul
propriu-zis nu face decit si reproducd o astfel de ima-
gine, o astfel de proiectie pe un tablou.

74. 1) Sa se arate ci proiectia uneidrepte este (in general)
o dreaptd. 2) Si se studieze proiectia a doud drepte con-
curente sau paralele. 3) Problema inversi: cind proiectiile
a doud drepte sint a) concurente, b) paralele. 4) Proiec-
tiile a doud drepte nesituate in acelasi plan.

75. Se considerd o piramidd avind ca bazi un patrulater

oarecare. Si se gdseascd un plan care o taie dupa un para-
lelogram. -
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Veetori

- - -
Amintim c¢i suma vectorilor a, b, ¢ (fig. 17) este
vectorul obtinut prin constructia din figurd (definitia
este valabili si atunci cind vectorii sint asezati pe o
dreapld). Suma este asociativd si comutativa.

Proiectia unui veclor pe o dreaptd este tot un vector.
Reaminti{i-vit (sau, dacd nu ati cunoscut-o, stabiliti
acum) Leorema:

Proiectia sumet veclorilor = suma protectiilor veclorilor.

Dacd dreapta pe care proiectim este axd algebricd,
fiecdrui vector de pe axd ii corespunde un numir real
(pozitiv sau negativ), iar sumei vectorilor ii corespunde
suma numerelor respective. Reciproc, unui numar, ii
corespunde un vector pe axi. De aceea, in unele expresii,
prin proiectia vectorului pe axd intelegem numérul real
corespunzitor; de exemplu: cosinusul unghiului orien-
tat AOA, cu laturi egale cu 1, este,proiectia“ vectoru-
Iui O4; pe axa OA; aici, prin ,proiectia“ intelegem
numirul real corespunzitor vectorului obtinut prin proiec-
tie.

76. Se considerd poligonul regulat A4,, A4,,..., 4, de
centru O si vectorii O4,, OA,,... Ce aplicatii trigono-
metrice putem obtine prin aplicarea teoremei de mai sus?

@ Dacd A4,, A4,, ..., A, sint virfurile unui poligon regu-
at si P un punct pe cercul circumseris, suma

PA} - PA3 4 ... + PAZ
nu depinde de P.

78. Se poate extinde problema precedentd in spatiu?
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79. Fiind date n puncte A,, 4,, ..., A,. existd un punct
. — — —

G (numai unul), astfel incit GA, + G4, + ... + GA, =

=0 1)

Dacd M este un punct oarecare,

—> — — —>
MA, + MA, + ... + MA, = nMG (2)

80. Consideram tetraedrul ABCD. In cite moduri se
poate determina punctul G (din prob. 79)? Consecinte.
81. Pe semidreptele BA si CA se iau punctele M si NV,
astfel incit BM = CN = h. Si se afle locul geometric al
punctului P, mijlocul segmentului MN.
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Produs scalar

- =
Numim produs scalar al vectorilor a si b, si il notam
— — . N v s

a- b numirul real a b cos 6, unde @ i b sint mirimile

vectorilor dati si © unghiul lor. Avem a-b=a- proiec-
tia lui b pe a (intelegind prin aceastd proiectie numirul
real corespunzitor, cu + dacd ea e in sensul lui @, cu —
dacd e in sens contrar).

Dac# vectorii au mirimi nenule, produsul lor scalar
este nul, daci si numai daci ei sint ortogonali (0 = 90°);

—_

a-a = a?.
Produsul scalar este evident comutativ.
El este si distributiv:

Inadevir,a- (b +c)=a-pr(b+ ¢) —a-(pr-b+
—|—prc)—aprb+aprc a-b+a-c
proiectiile pe suportul lui a).

Relatia (1) se generalizeazi imediat, pentru o sumi
de mai multi vectori, pentru produsul a doud sume.
Exemple
1) a- (b+c+ d)=a-(b
2) (@+a) (b + o)
+ a-b + a-c
lu

cele din calcu

@lﬁl

+ 8y

+ac+ a
y-c=a-

- ¢, formule "identice ca formi cu
ebrlc cu numere.

c
+a
la

82. Si se demonstreze teorema lui Pitagora, cu ajutorul
produsului scalar,
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83. Unghiul AOB se proiecteazi ortogonal pe un plan
~

in A'O’B’. S4 se arate cd doud din conditiile: 1) AOD =

PN
= 90°; 2) A’0'B’ = 90°; 3) o laturd a unghiului A0B
este paraleld cu planul, o 1mplici pe a treia.

84. Sa se demonstreze relatia

—_—  — —_— —> —_—  —
MA.BC + MB-CA + MC-AB =0

S& se demonstreze, pe baza ei, concurenta indltimilor
unui triunghi. :
85. Dacd un tetraedru are doud perechi de muchii necon-
curente perpendiculare, atunci si muchiile din a treia
pereche sint perpendiculare.

86. Daci a,, a,,..., a, sint ccnstante reale si
1 1
f(x) = cos (a, + x) + 5 cos(ay + x) + ... +§Ecos (a, + )

atunci din f(z,) = f(z,) = O rezultd x,—x, = nx, n intreg.

Probleme de maxim §i minim
87. Media geometricd a rn numere pozitive este mai mici,
cel mult egald cu media lor aritmeticd, adica

[ e a;+ay ... +an
Va, a ... a, <2t Fan
n

88. Dacd a + b =k (constant), suma a2+ b2 este
minimd cind numerele sint egale.

1. Demonstrati. 2. Scrieli enuntul sub forma unei
inegalitdti. 3. Generalizati in doud sensuri.
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89. Daci z + y =k (constant), produsul z® 2 esle
: < x Y k
maxim atunci ¢ind - =< [= -).
3 2 5

Generalizare.

Aplicatie. Dintr-un bustean cilindric de diametru &
se ciopleste o grindd paralelipiped. Stiind c& rezistenta
este R = kz?y unde x este dimensiunea verticali si ¥
cea orizontald, sd se afle x si y, astfel carezistenia si fie
maxima.

90. Dintre toate triunghiurile cu acelasi perimetru, care
are aria cea mai mare?

91. Si se demonstreze cd dacid a; >0
(a; + a;, + ay) (:T-’ré-l-:—a) > 9.

92. Si se demonstreze ci (pentru a, b, ¢ > 0)
(@+8) (b+¢) (c+a)>8 abe.

93. Generalizare.

94. Generalizati problema precedenti.

95. Dacid q; >0,

A +a) A+ a) . +a) >0+ Ve, a)

96. Dacé a,, a,, ..., a, (n>2) sint numere pozitive si s
este suma lor,

ay 223

4+

/ N
s—a S— a; s—an n—1

n
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97. Cineva di problemei precedente solutia: ,Prin in-
ductia completi. Pentru n =3, s-a verificat. Dacd

n n—1

N . a:
E(n) - ‘Esial_ni 17atun01E(n—1)= 2\9— ai—
~2=1. Deci
n— 2
Em)=E (n—1) +—— + !
- s—an  (n—2)(n—1)

Presupunind E(r — 1) > 0, rezultid si E(n)>0%
dste corectd aceastd solutie?
98. Dacd 4, B, C sint unghiurile unui triunghi,

. A . B . C 1
stn=sin —sin — L —
2 2 2 8

?49. Daci AC,v B, C sint unghiurile unui triunghi, pentru
= B = )

1) sin A + sin B + sin C este maxim;

2) sin?A + sin®B + sin?C este minim;

3) cos A4 cos B + cos C este maxim;

4) tg A +1tg B+ tg C este minim;

5) ctg A + ctg B + ctg C este minim.

100. In orice triunghi
a2+ b+ E>4-1/3-8

Demonstrati prin cit mai multe metode.
101. Sa se afle drumul cel mai scurt intre doud virfuri
nesituate pe aceeasi fatd ale unui paralelipiped dreptun-
ghic de dimensiuni date, cu conditia ca drumul si fie
in intregime pe suprafatd.
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102. Aceeasi problemd pentru punctele A si B situate
respectiv pe cercurile celor doud baze ale unui cilindru.

103. Aceeasi problemd pentru punctele A si B situate
pe o sferi.

Aritmeticd utild
in calculu! probabilitiilor

104. In multimea U, sint n, elemente: a,, @,, ... a3
in U,, n, elemente: b,, by, ..., by,. Se formeazd toate pere-
chile (a;, b;). Cite perechi se pot forma?

Generalizare pentru & multimi.

Concretizari.

105. Urna U contine n obiecte (bile) (a,, a,, ..., a,).
Se extrage o bild oarecare a;. Din cele ramase se extrage
o bild si se pune lingd prima a; ;. Din cele rimase se
extrage a 3-a bild si se pune lingd grupa deia formati:
a; a; a, ete. In total se fac k extrageri (k < n). Cite grupe
se pot forma?

106. In tabloul A% considerim doui grupe cu aceleasi
obiecte (deci care diferi intre ele numai prin ordinea
obiectelor) echivalente si asezim in aceeasi clasi toate
grupele echivalente intre ele. Cite clase se pot forma?

107. Si se demonstreze ci Cf = Cr*

108. Impirtim grupele tabloului C! in doud clase: 1)
acelea care nu contin obiectul a,; 2)aeelea care contin
pe a,. Gite grupe sint in fiecare clasa?

109. Considerim doud obiecte a,, a,. S se impartd mul-
tinea grupelor din tabloul C% in clase cu ajutorul aces-
tor obiecte si sd se arate cite grupe sint in fiecare clasa.
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110. Calculam direct C% (k =0, 1, 2, 3, 4) si le scriem
pe un rind. Folosind formula din prob. 108, s se arate
un procedeu simplu de a scrie Cj.

Generalizare.

111. In scrierea tabloului C% (ca si al AF) fiecare obiect
Joacd acelasirol, deci aparescris in tablou de acelasi numar
de ori. Si se regiseascd formula lui Cf pe baza acestei
observatii.

112. Considerdim drumuri formate din semidrepte para-
lele cu Oz si Oy cu coordonate intregi (fig. 18); a) Cite
drumuri conduc din O intr-un punct dat A de coordonate
z = m, y = n? (mergind numai spre dreapta si in sus);
b) Pentru a ajunge in A trebuie si ajungem intii sau in
A, sau in A,. Ce relatie putem deduce de aici?

113. Fiind date m bile intre care a albe si b negre (m =
= a + b), se formeazi combinirile cite n; numarul gru-
pelor este &k = C},; fiecare grupid contine un numar I
de bile albe (i poate lua si valoarea O daci n < b, si
valoarea n daci n < a).

Si se afle media aritmeticd a celor £ numere i.

114. Aceeasi problemd, printr-o metodd mai simpla.

115. Considerdm n urne U; (i =1, 2,..., n). Urna U; are
a, bile albe si b; bile negre. Se extrage in toate modurile
prima bild din U,, a doua din U,, ..., a n* din U, (obti-
nindu-se un sir de n bile).

Cite feluri de grupe obtinem dupi coloritul lor? (Nu-
mim colorit o anumiti succesiune de alb-negru.)

Cite grupe in fiecare colorit?
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Al A

A

0 Fig. 18

116. Considerim cele

N = (ay + b)) (a3 + by) ... (an + by)
grupe formate in problema precedenti. Fiecare are un
numdr ¢ de bile albe. Si se afle media numerelor i.

117. Considerim 7 urne identice U[a + 5] . Se formeazi
grupele din problema 115. Si se afle cite grupe contin
i bile albe (i = 0, 1,..., n), indiferent de locul pe care il
ocupd ele intr-o grupi de n.

Si se afle media numerelor i.

118. Din n urne identice se formeazi
N=@+b"=b"+Clo"la+ ...+ Cib™igi + .. 4 gn
grupe din problema precedentd; existi t, = Ci pni gi
grupe cu i bile albe.

S& se afle valoarea lui ¢ pentru care #; este maxim.
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119. Fie N numere, q,, a, ..., ay, m = W;
a2 +... + a%
N

telor lor. Si se calculeze, in functie de m si m”, media
patratelor abaterilor fati de medie:

media lor aritmeticd, m” = media pdtra-

M= (@ay — m)2 + (ay — m)2 + ... + (av — m)?
N .

120. Daci a4, a,, ..., ay sint numerele de bile albe din
cele N = (a 4 b)* grupe formate din n urne identice
(considerate in pr. 117), si se afle valorile lui m si M
din problema precedentd.

121. Fie R, = {a,, a,, ..., a3}, By = {ay, &y, ..., oz} 51 fie R
multimea avind ca elemente toate sumele @; + «;. Notdm
cu m,; media numerelor din R,, cu m, a celor din R,,
cu m a celor din R. Notim cu M, media patratelor
abaterilor fatd de medie in R,

M, = (ay — my)? + k + (arn — m,)?

cu M, si M expresiile analoage in R, si R.

Si se afle m in functie de m;, m, s1 M in functie de
M, M,
121 b. Generalizare.

122. Si se rezolve problema 119, folosind rezultatele de
la problema 121.

123. Si se afle media bipatratelor abaterilor fatd de
medie la cele N numere din problema 117.
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: X a; 4
124. Se considerd numerele «; = = , unde a; sint numerele

n
de bile albe in grupele din » urne identice (prob. 117).

. . 1
Cele N numere «; iau valorile 0, —, 2 , .y 1; ele ne

n n
aratd ,frecventa“ bilelor albe in grupele de cite n bile.
S4 se afle media numerelor «; §i media patratelor
abaterilor fatd de medie.

S4 se interpreteze faptul ci aceasta tinde la O cind n
tinde la oco.

125. Si se imbunédtidteascd evaludrile din problema
124, folosind m® (n).

Probabilitati

Dacd o urnd contine 10 bile dintre care 3 sint albe,
daci bilele sint identice si scoatem una la intimplare, pro-

babilitatea ca bila scoasd si fie alba este ﬁ). In general
dacid urna are a + b bile, (a albe), probabilitatea de a
scoate o bili albi este p = —2

. Ea aratd mirimea ,san-

a
sei“ de a scoate alb. Astfel, dacd din 10 bile, nu 3 ci4
sint albe, probabilitatea (sansa) de a scoate alb va fi
mai mare.

Alte fenomene in care intervine hazardul se asimi-
leazd cu acesta. Probabilitatea de a trage un as dintr-un

pachet de joc de 52 de cirti este s—[;(céci sint 4 asi).

Probabilitatea de a scoate o figurd este ;—z(sint 12 figuri).

Pachetul de carti poate fi asimilat cu o urnid avind 52
de Dbile, dintre care cite sint albe (pe care mizim)

colectia eristal ¢ colectia cristal ¢ colectia cristal

43



ENUNTURI

spune problema (4 daci e vorba de a scoate un as,
12 dacd e vorba de a scoate o figurd).

Important este ca fiecare bild si aibd aceeasi sansi
de a fiscoasd, aparitia fiecdrei bile si fie egal de prcbebili.

Sint ins# situatii mai complexe decit o urnd cu cen-
tinut cunoscut, situatii care — pentru a fi aduse la mcde-
lul ,0 urnid“ — necesitd anumite numdiritori, calcule.

Exemplu: Dintr-o urnd cu 30 de bilete numerotate de
la 1 1a 30, tragem 2 bilete la intimplare. Care este prcba-
bilitatea ca printre acestea doud sd existe biletul nr. 1?

Cite grupe de 2 bilete putem trage? (3%, (= 15-29).
Evident, fiecare grupa este egal de prcbabili.

Pe care din ele mizim? Pe acelea care au biletul 1.
Cite sint din acestea? 29 (linga biletul 1 putem avea unul
din celelalte bilete : 2—30).

Asimildm situatia cu o urnd avind 15-29 , bile*
(aici grupe) dintre care 29 ,albe“. Probabilitatea va fi

29 1

15- 29 15

Tocmai acest fel de situatii constituie propriu-zis
probleme de probabilitati.

Cazurile pe care mizim (mai sus numite ,bila“ albi)
sint indicate de enuntul problemei dupi cuvintele pro-
babilitatea de a... Ele se numesc cazuri favorabile.

Definitie. Probabilitatea de a se ivi un caz favorabil
este raportul intre numarul cazurilor favorabile si num-
rul tuturor cazurilor posibile — dacd toate cazurile au
aceeasi sansid de a se ivi (sint egal probabile).

Multe din problemele din paragraful precedent (104—
—125) — in care s-au ficut ,numardri“ de posibilitati —
servesc tocmai pentru probleme de probabilitdti.

126. O urni cu bilete 1—30. Se scot 5 bilete. Probabili-
tatea ca printre ele si se afle biletele 3, 4 si 10.
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127. Dintr-o urni cu biletele 1—10 scoatem 4. Probabili-
tatea ca printre ele si existe cel putin unul din biletele
2, 5, 10.

128. Dintr-o urnd cu biletele 1 — n, scoatem pe rind k
bilete. Probabilitatea ca primele doud si fie 1 §i 2 (in
aceastd ordine).

129. Intr-o clasi sint 30 de elevi. Cineva constatd cd
existd doi elevi cu aceeasi datd a nasterii (ziua si luna)
si exclami surprins: Ce coincident3!

Firi a face nici un calcul poate cd era in drept si fie
surprins (365 de date posibile, numai 30 de elevi, cum s&
se nimereasci doi cu aceeagi datd). Dar ficind calculul
cuvenit?

130. In urnd sint a bile albe si b negre. Se extrage o
bild de culoare necunoscutd. Apoi se extrage incd o bila.
Care este probabilitatea ca ea si fie alba?

131. Aceeasi problemi cind prima bild este cunoscutd.

132. O urni contine a bile albe i b negre. Se scoate o
bila si in locul ei se introduce in urnd o bild de culoare
contrard. Apoi se face o noud extragere. Care este proba-
bilitatea:

1) s& obtinem acum alb (negru)

2) sd obtinem aceeasiculoare cu cea scoasd intii (culoare
contrard)? ’

133. Si se interpreteze problema 124, folosind notiunea
de probabilitate.
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Probabilititi continui

De-a lungul unui gard cu lungimea de L metri se
seamdnd uniform seminte de zorele. Printre ele s-a stre-
curat un bob de piper. Care este probabilitatea ca el si
cadd pe o anumiti portiune cu lungimea I? Este %
In general probabilitatea ca un punct luat la intimplare
pe segmentul AB si cadi pe segmentul CD (situat in-
. CD
tre A si B) este p= —.
AB
Daca semintele se seamind pe o suprafati de S m?,
probabilitatea ca bobul de piper si cadd intr-o anumita

. . c. s
portiune din ea cu aria s m? este p = 5 In general,

analog.
Dacé nu ne-am uitat de mult la ceas si intrebdm cit
e ora, probabilitatea si ni se rdspunda ,,... si m minute*

cu 15 <m < 30 este%-

134. Un functionar lucreazi la etajul 6 si isi ia gustarea
fie la bufetul de la etajul 8, fie la cel de la etajul 4, dupa
cum asteptind liftul acesta vine urcind sau coborind.

La sfirgitul lunii el constatd cd — desi nu avea pre-
ferintd pentru unul din bufete — vizitase in 18 zile
bufetul de la etajul 8 si numai in 6 zile pe cel de la eta-
jul 4.

In lunile urmitoare constati rezultate apropiate de
acesta.

Cite etaje are clddirea?

135. Punctul P fiind ales la intimplare in interiorul

triunghiului ABC, si se afle probabilitatea cacele trei
distante de la P la laturi sd poat fi laturile unui triunghi.
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Teoria numerelor

Fiind dat un numir natural m — pe care il numim
modul — spunem c# doui numere naturale a si b sint
congruente modulo m, a = b (modulo m), daci ele dau
acelasi rest in impartirea cu m:

a=m q+r, b =mq" + r. Toate numerele de forma
mg+r1 (g =0,1,2,...) (congruente intre ele) formeaza
o clasi, pe care o numim clasa de rest r modulo m si o
notam 7. Conditia necesard si suficientd ca doud numere
sd fie in aceeasi clasd este ca diferenta lor si fie multiplu
al modulului.

136. 1. S& se scrie in ordine crescitoare primele 4 numere
din clasa derest 3 si din clasa de rest 4 modulo 10. Idem,
modulo 7.

2. S4 se demonstreze cd dacd a variazi fird a-si schimba
clasa si b de asemenea, suma a 4 b rimine in aceeasi
clasd pe care o vom numi suma claselor in care se afli a,
respectiv b. Analog, produsul a-b.

3. Exercitii: 1) modulo 10: 3 +5; 3 +9; 3+ 7;3-7;
@HT-GP+43+8

2) modulo 7: 34+ 2; 3+ 4; 3+6; 3-4; (3)1; (3)%;
5-(324+0-3 +1

137. S& se demonstreze cd 1) daci a =r (m), atunci

(a, m) = (r, m). (Prin (a, m) intelegem c.m.m.d.c. al
numerelor a i m).

2) Daci (a, m) =1 si (b, m) = 1, atunci si (ab, m) =1.

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ colectia eristal
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138. Stiind ci scdderea este operatia inversi adunirii,
(a —.b =z, dacd b + z = a), si se efectueze: 1) modulo
10: 7—3;7—9; 2 9.

2) modulo 7: 5—1; 5—6; 2 —9.

139. Si se demonstreze ¢i un numdir este congruent cu
suma cifrelor lui modulo 9.

140. Si se gdseascd reguli de aflare a clasei unui numér
N scris in baza 10 a) modulo 4; b) modulo 8; ¢) modulo
11; d) modulo 7.

Idem cind numirul este scris in baza de numeratie 8,
e) modulo 7; f) modulo 8; g) modulo 9; h) modulo 5.

141. Cineva scrie 7285 x 3427 = 24 975 695. Si se arate
cd inmultirea este gresitd — pe o cale mai rapida decit
reficind calculul.

142. Cineva scrie 7285 x 3427 = 24 065 695. Sa se arate
cd inmultirea este gresitd.

143. Inmultirea 7285 x 3427 — 24 965 695, este co-
rectd?

144. Asezdm cifrele 1,2,2,3,4,6,6,8,9 intr-o ordine oare-
care si obtinem un numaér (in baza 10) 4; le asezdm in-
tr-altd ordine si obtinem un numir B. Si se arate cid
A nu este divizibil cu B.

145. Si se scrie primii 10 multipli ai numérului 3 si s&
se afle in ce clase modulo 10 sint.

Idem pentru multiplii lui 4.

Ce se observd? Interpretare.
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146. Generalizare.

147. Sintetizati rezultatele in cazul cind modulul este
un numdr prim p.

148. Daci intr-o muliime de elemente G f{a, b, ¢, ...}
1) este definitd o lege de compozitie internd * adicd la
oricare pereche de elemente a, b din multime corespunde
un element ¢ al multimii, a * b = ¢,

2) dacd legea este asociativd

(@ *b) *c =a * (b *c)
si comutativi
a*b=2">%a

3) dacd ecuatia a * x = b are solutie oricare ar fi a §i b
din G

spunem cd (G, *), multimea G cu legea *, formeazd
un grup, comutativ.

S&d se arate ci
1) (G, - ) unde G este multimca claselor modulo p,
din care s-a exclus clasa 0, iar - este inmultirea claselor,
formeaza grup;
2) idem cind G este multimea claselor modulo m ce con-
tin numere prime cu m.

149. Sa se arate cd intr-un grup comutativ oarecare
existd un element neutru si numai unul; ci fiecare ele-
ment al grupului are un invers i numai unul.

150. Considerdm un modul primp §iunnumira, (a,p) =

= 1 (adicd a 3 mult p). Tinind seama de faptul ci pro-
dusele a-1, a2, ..., a-(p — 1) parcurg toate clasele,

coleetia cristal ¢ eolectia eristal ¢ colectia cristal
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afard de0, sa se facd produsul acestor clase in doud moduri
si sd se vadd ce se obtine.

151. Si se arate cd Cf, unde p este numir prim si
0o < k < p, este multiplu de p.

Se poate regdsi teorema lui Fermat (prob. 150) pe
baza acestei observafii simple?

152. Problema analogd cu prob. 150 pentru modulul m
neprim, considerind numai grupul claselor de resturi
prime cu modulul.

153. Problem& analogd pentru un grup comutativ finit
de ordinul n (cu n elemente) oarecare.

154. Si se alcdtuiascd un tablou in care si se inscrie pu-
terile succesive ale claselor de resturi modulo 13 (fard 0).

S& se facd observatii — cit mai multe — asupra aces-
tui tablou, gindind care din ele ar putea fi valabile si
in cazul unui modul prim p oarecare, in ce fel s-ar enunta
teoremele corespunzitoare $i, eventual, cum s-ar putea
ele demonstra. (Numai dupi incercdri proprii, confrun-
tati cu solutia.)

155. Se observi pe tabloul format la prob. 154 c¢i oricare
ar fi a, existd un r astfel ca a® =1, puterile anterioare
fiind diferite intre ele (dupi care obtinem a™*! = a, a™*2 =
=a?etc. — de aceea acestea nu au mai fost scrise in
tablou).

Sa se arate cd aceasta este o proprietate valabild
pentru un grup finit oarecare.
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156. In tabloul prob. 154 se vede ci exist3 elemente care
apartin exp. 1, 2, 3, 4, 6, 12 dar nu exp. 5, 7, ..., deci
dacd a ap. exp. n, n este un divizor al lui 12.

Care este teorema in cazul general?

157. Se observi pe tabloul prob. 154 ci 2 ap. exp. 12 (de
asemenea 6, 7, 11). Spunem ci 2 este pentru modulul 13,
o ridicini primitivi. In general, oricare ar fi p, exista
elemente ce apartin exp. p — 1, adicd radécini primitive.
(Demonstratia este mai lungd; cititorul curios o poate
gisi in cirtile de teoria numerelor).

S4 se arate cd dacd avem scrise puterile unei rddicini
primitive, inmultirea i impirtirea claselor se poate
face pe o cale simpla.

158. Avind scrise puterile succesive ale unei radicini
primitive, in ce mod putem forma puterile succesive
pentru celelalte elemente?

Sa se arate cd din existenta unei riddcini primitive
se poate deduce ci existd ¢ (p — 1).

159. Observdm c¢d — pentru p = 13 — ecuatia 2° =a
are solutie (unicd) oricare ar fi a. Pe cind ecuatia 2° = a
are solutii numai pentru 4 valori ale lui a, iar pentru
o astfel de valoare are tret solutii.

Si se explice si sd se generalizeze.

160. La puterea 6, in tablou apar numai elementele 1 si
12. Care este propozitia generald?

161. La puterea 2 apar jumitate din elemente. Se in-
timpld la fel in cazul general?
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162. p — 1 este rest patratic sau nonrest dupd cum
p=4k+1saup==4Fk+3.

Daci r este rest, in primul caz si p — r este; in al doi-
lea caz p — r este nonrest.

163. Numerele prime de forma 4%k + 1 si 2 pot fi scrise
in mod unic ca suma de doud patrate.

164. Considerdim multimea numerelor complexe z =a +
+ bi cu asi b intregi. Ea se numeste inelul intregilor lui
Gauss. Orice z este divizibil prin 1, —1, i, —i, care se
numesc unitdtile inelului (si prin citurile respective:
de ex. a + bi = — i (— b -+ ai)). Acestia sint divizori
umproprit. Un numir care nu are divizori proprii se
numeste prim.
Care sint numerele prime in inelul lui Gauss?

165. Sa se efectueze descompunerea in factori primi in
ine'ul lui Gauss.
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1. Am fi tentati sd folosim faptul cd 102 se vede imediat.
Am pierde astfel simetria fatd de 12.

4. Ni se pare cd linia a, fiind mai lungi, are suprafata
maimare. In realitate, ariile acoperite sint egale. Ciutati
sd demonstrati.

5. Dacid T, merge cu 50 km/ford si M cu 70 km/ord, in
momentul intilnirii, ¢ (ore), M a parcurs 70 ¢, iar T,,

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ colectia cristal

83



CUM GINDIM
50 ¢ §i 70 ¢ + 50 ¢ = 4. Impértim pe 4 in pirti propor-
tionale cu 70 si 50. M a parcurs 1—72d (si Ty, isé d). Acum

distanta intre trenuri este 4 — 2- 132 ad= % d = d'.

Musca merge acum spre T,, problema este aceeasi numai
cd avem 4’ in loc de 4. Ea va parcurge pind la in-

s 7 ., 1 .. .
tilnirea cu 7, - d' = 1-—d, si in acest moment dis-
12 12 6
s . L1 1
tanta intre trenuri a devenit ;d' = a

Drumul total va fi

7 71 7 1
='d+ . —d+ =-.—
Sttt ett
S 11, =2q.-r _7
s=pilrgtatat =5t S 1 10

6

Inlocuind pe 4 cu 300 km, obtinem s = 210 km
Si totusi, cu o idee, rdspunsul poate fi gisit intr-un
minut.
6. Dacid ¢ este volumul apei, prin inghetare el devine
9
v+ —o.

100
Dacd V este volumul ghetei, prin dezghet el devine

z, astfel incit

9
z —zx=V.
+JOO
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16. Fie CV, C, V cele trei etichete. Daci din borcanul

cu eticheta C scoatem o visind, nu vom sti dacd el este
CV sau V.

Si scoatem o fructd din borcanul cu eticheta CV.

17. Scriem pe o linie orasele. Nu putem ataga direct
persoanele; de aceea, pe a doua linie scriem profesiile
i pe urmi, cu ajutorul lor si al informatiilor din enunt,
pe a treia linie persoanele. Din (1) rezultd cd sint 2
medici, 2 profesori, 2 ingineri.

0, 0, 0, 0O, 05 O
m p i

18. O, trebuie si-si pund ambele ipoteze (am negru, am
alb) si sd foloseascd la maxim informatiile pe care le
are — numai auditive.

21. S ne plasim in pozitia lui B ciutind si exploatim
de fiecare datd informatiile ce ni se dau.

22. In primul rind si 13sdm la o parte cele doud cazuri
izolate, Florica si Ana.

Problema devine: au fost 72 persoane. Ema a dansat
cu 9 béieti, Ioana cu 10, ..., Sofia cu toti.

24. Baza demonstratiei o constituie faptul ¢4 tangentele
din un punct la cerc sint egale. Notind AB, = AC, =
= z etec., avem (fig. 19)

y+z
z+z
3 z+y

[l
o oK
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Iy
l c
B A

2

Fig. 19

Rezolvdm sistemul nu printr-o metodi aleasd oricum,
ci tinind seama de simetria lui. Deci adundm {oate cele
trel ecuatii si obtinem

r+y+z=p
Scédzind pe prima, z = p — a.
Analog, y=p —b, z2=p — c.
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/N

Fig 20

Pentru cercul exinscris, cu notatii analoge,

Y+ Z=a
X—Z=b
X—Y=c¢

deci X (= AC, =A4B,)=p, Y=p—c
Z=p—b

E posibil mai direct, fird algebrd, gindind aritmetic?

25. Folosim prob. precedentd (fig. 20).
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57



58

CUM GINDINM

27. Propozitia enuntatd se intelege astfel: dacd in legd-
turd cu triunghiurile ABC, A’'B’C’ stim cid

AB _ AC (s AB_AC)

A=a
R U T

V“ac T aAB
putem afirma ci triunghiurile sint asemenea (se demon-
streazd).

Conditia ca unghiul si fie cuprins intre laturile pro-
portionale NU ar fi esentiald dacd am putea renunta la
ea, adicd dacd am putea demonstra cd ,din

~ __~ AB _ BC
A=A =56
rezultd cu necesitate aseminarea triunghiurilor.“

Este adeviratd aceasta propozme? Ce inseamni nu e

adevirati? In ce mod putem arita ci nu e adevirat?

28. Tinem seama de constructia din problema precedenta
(C in loc de C)).

29. Teorema directd se demonstreazi usor. Deoarece
b% 4 ¢* = a?, relatia de demonstrat devine ah = be, ceca
ce rezulta din aseminarea triunghiurilor ABC si ‘ABD
(sau calculind aria in doud moduri).
Propozitia reciprocd are enuntul: daci in triunghiul
ABC existad relatia
1.1 h inil din 4
e b2+ ( indltimea din A)

triunghiul este dreptunghic.

Pentru a ardta ci ea este falsi, e suficient sd construim
un triunghi in care relatia si fie verificatd si totusi
triunghiul si nu fie dreptunghic.
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30. Sintem tentali s incercidm a aseza plicile. Nu este
bine pentru ci ar trebui ardtat cd am ficut toate incerca-
rile posibile.

34. Enuntul in sine este interesant: cele 7 arii depind
numaide aria triunghiului dat ; daci acesta si-ar schimba
oricum forma aria uneia din partl va fi aceeasi fractie
din aria totala.

Deci gindirea noastrd se indreaptd mereu spre a eva-
lua raportun de arii si nu elementele fiecdrui triunghi.
Cel mai simplu lucru pe care il observim din prlmul

moment este faptul cd triunghiul ABA’ are aria ; S

(S aria tr. dat) cdici baza lui este ~;«din baza triunghiului
ABC, indliimile fiind aceleasi. Analog BCB’ (luind
ca bazd pe AC) si CAC'.

Notind cele 7 arii ca in figurd, avem:

W+@Q+@ =38

@+ @) +6) =58

@)+ W) +@6) =S
insumind:

D+ +B+8§-MN=S
Obtinem:

D=0+ @2)+ @)
Dar aceasta nu rezolvd problema; avem 3 ecuatii
cu gase necunoscute.
De unde si mai scoatem alte ecuatii?
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86. Dacd A si L sint ,aproape“ de A4, aria 1 e ,iouite

X

micd“. Daci M, N, L sint mijloacele laturilor, se for-
« . o - 1
meazd 4 triunghiuri egale, deci fiecare are aria . S.

Problema este: putem aseza pe M, N, L asa fel ca ficcar2
tr. 1, 2, 3 si aibi aria >% §? Rispunsul este nu, dar
trebuie demonstrat.

Pozitia lui M pe AB se poate fixa cu ajutorul unui

numdr. Am putea alege acest numar distanta AA/. Ne
gindim insd c& este vorba de rapoarte de arii, deci pre-

ferdm si fixdm pozitia lui M tot prin raport: z = ‘i% .
Cind M se misci de la A 1a B, z creste de la 0 la 1. Analog,
_BN . _CL
~ B’ 7 ca
Avem
a _ AM- AL
S AB-AC

(dacd ai uitat aceastd formuld, o reconstitui cu fig. 21,
luind ca baze in calculul ariilor pe AC, respectiv AL).

Diny:%‘ rezultéﬁ—é: 1 —y.Decir, = a—‘sf =z(1—y)

Analog, r2=%=x(1—z); f3=%=y(1—x).

Problema a devenit o problema de aritmeticd:
Se considerd numerele
n=z{l—-yn=20-—-2;r=y0-2).

Daci z, y, z variazd, independent unul de aliv] intre
0 si 1, nu putem gisi valori pentru care toate numerele

o s . . 1
Ty, I's, T3 sé fie mai mari ca .
{3
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Sintem obisnuiti si gindim variatia functiilor cu aju-
torul graficelor raportate la axele Oz, Oy. Dar aici, z
si y variazd ambiil si trebuie si vedem ce valori ia r;,
in special pentru ce valori ale lui z si y (din intervalul

1
01 1)3 rs >Z'

Cu r, si ry, lucrurile para se complica prin aparitia
lui z. Sacrificim simetria de notatie s1 punem z = y,.

Aveti acum problema: in planul zOy trasati arcul
de curbd pe care se miscd M (z, y) astfel car,=

.

NN

Dclimitati in ce regiune a planului este M dacd ry >
Dupd aceea ciutati valori z, y, y, pentru care §i r, >

>% st Ty > % ; stabilitl cd pentru astfel de valori nu
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61



62

CUM GINDIM

=1

Fig. 22

(10) X Fig. 23
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putem avea s§i r; > 1 . Dupd ce incercati singuri, con-
fruntati cu rezultatul ce urmeaza.
1 . A
Pentru y (1 — 2) = - obtinem arcul din figura 22,

care are concavitatea in sus (este un arc de iperbcliechi-

laterd, dar nu are importantd cum se numeste). Pentru

z (1 —y,) =~:— obtinem celilalt arc.

% N 1 .3, .. A
Ludm un z oarecare intre PR (céci numai in acest

interval avem si ry 51 ry > %) Obtinem y, (maxim) si
(1 — y) maxim ingrosate pe figurd si trebuie si aritim
cd produsul lor, r, este < e Dacd prelungim aceste
segmente pind la bisectoare (unde y = z) avem y, <z
sil—y<C{l—x5deciy; 1 —y)<r (1l —2x). Insd
z(1 —2) < i—(: numai pentru z = ; s cum sevede
pe fig. 23).
Abia acum apare ideea unei solutii mai simple.

37. In loc de un triunghi considerim un tetraedru
ABCD si pe muchiile AB, AC, AD punctele B,, C,, D,.

Vrem s& gi#sim raportul volumelor V. (AB,C,Dj si
V(ABCD).

38. In loc de triunghi, un tetraedru. Sase puncte pe
muchii. 4 tetraedre mai mici. Dacid punctele sint mijloa-
cele muchiilor, volumul unui tetraedru mic este -; V¥V =

= vol. tetraedrului dat). Probabil vom putea arita ci
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dacad punctele sint oarecare, nu e posibil ca toate cele 4

. 1
tetraedre mici si aibd volumele peste r V.

39. Cunoastem conditii care caracterizeazd patrulaterul
inscriptibil; de ex.: e necesar si suficient ca doud unghiuri
opuse si fie suplimentare.

Noi vom cduta sd imscriem un cerc in patrulaterul
ABCD. Din acesta cunoastem insi numai doud laturi
AB si AC. S3 ne multumim deocamdatd cu ele. Un cerc
tangent la AB si la AC are centrul P pe bisectoarea lui
A. Dar unde anume? Oriunde I-am lua, construim cercul
sidin B ducem a doua tangentd la el, idem din C. Vom
gisi astfel un patrulater circumscris unui cerc; la fiecare
pozitie a centrului pe bisectoare, un alt patrulater. Care
dintre ele este st inscriptibil?

40. Constructia triunghiului AA'M (fig. 24) format de
indltimea $i mediana din A, care se impune imediat, e
simpld si cunoscutd.

Problema propriu-zisi este: cum si gisim punctele
B si C, simetrice fatd de M si asa fel incit distanta de ia
B la dreapta AC si fie dati. -

Dificultatea std in faptul cd lucrdm concomitent cu
doud necunoscute: §i punctul B si dreapta AC. Nu am
putea transforma problema astfel ca si avem numai o
singurd necunoscuti?

41. Ideea e simpld: in general, produsul a doud segmente
rezultd dintr-o proportie, iar aceasta dintr-o aseminare.
Problema e¢: care sint triunghiurile asemenea §i cum sta-
bilim aseminarea.
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42. Dacd ni se dd R, raza cercului, d = OA si unghiul «
format de AO cu secanta, figura e perfect determinata;
deci trebuie — cu 0 anumitd ambilie —sd putem calcula
segmentele AE, AF, DE, DF si si cerificém relatia din
enunt. Ca exerciliu de trigonometric si de calcul algebric,
ar {i util sd facem si asa.

Vrem insd o demonstratie mai simpli si mai lamuri-
toare. In ce teoremd am mai intilnit o relatie de tipul
DB _D'B,

DC DC

43. Dacd am studiat teoria fascicolelor armonice, solutia
este imediatd. Fascicolul cu virful in C, cu razele CA,
CB, CD, CE este armonic. Daci il tdiem cu dreapta AB,
obtinem punctele 4, B, M si conjugatul lui M’ fatd de
AB. Punctul A fiind la mijlocul lui AB, conjugatul lui
este la infinit, deci CE taie pe AB la infinit, adicd
CE || AB.
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Sa ne gindim insd la o solutie elementard. Ar trebui
5 A o A ay . .
aritat cd £ = BAD. Insda E = ACD (aceeasi masura).

. N\ N\ .
Cum si aritim ci BAD = ACD? Inci nu am folosit
ipoteza AM = MB.

44. Unim pe N cu E si separat pe N cu A — deoarece
nu stim inci daci NE coincide cu NA. Unim N cu B
si N cu C. Va trebui si folosim mdisura unghiurilor.

45. Dacid d taie segmentul FF’ in punctul m intre F si
F’, evident m este pozitia de minim, cici mF + mF’ =
= FF’, pe cind pentru M == m, MF + MF' > FF’
(inegalitatea triunghiului). Cind M se depdrteazd de m
intr-o parte sau cealaltd, suma creste (tinzind la co odatd
cu M) caci (fig. 25)
M,F + M,F' > M,F + MF’
(pentrucd M, F'+ M ,N< M,F'+M,N; M,F<M,N+NF)
Dar dacd 4 nu taie pe F'F intre F i F'?

46. Existd pe dreapta d puncte M asa fel ca MF' 4
+ MF = 2a? Folosim problema precedenta.

47. Probabil, o solutie trigonometrica e maiusor de gésit.
Avem (fig. 26)

dy = ¢ cosfg d,=1b cosg

d,d, = bc cos® 4,
2
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Dar apare produsul laturilor b, ¢ st am vrea suma lor.
Acest produs apare si in teorema lui Pitagora genera-
lizata

a? = b2 4 ¢z — 2 be cos A
Cdutdm sid punem in evidentd suma b + ¢

a® = (b 4+ ¢)2 — 2 bc (1 4 cos A)

colectia cristal ¢ eolectia eristal ¢ coleetia eristal
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Fig. 26

Dar 1 +cos A =2 cos”%;deci
a® = (b + ¢)2 —4 be cosz‘%
a?=(b+ ¢)®— 4 dyd, c.c.t.d.
Dar o solutie pur geometricd?

49. S3 ludm in atentie ce este dat (fig. 27) : A", B’, C’
mijloacele laturilor; B’'O, | AC,B'0, = —;C'0, | AB,

| o

C0,=".

2
51. Sau ariitdm cii laturile triunghiului 0,0,0, (fig. 28)
sint egale sau ardtim cd unghiurile Jui sint egale.

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ eolectia cristal
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Sa ne fixdm atentia pe laturi. Important e si demon-
strim egalitatea a doud laturi; pentru alte doud va fi
analog. S4 ardtdm, de exemplu, ci 0,0, = 0,0,. Dacid
am gasi doud triunghiuri egale in care intrd aceste seg-
mente... Nu le gdsim. Atunci sd calculdm lungimile lor
in functie de elementele triunghiului ABC, pe care le
presupunem date.

53. Calculdm latura AB in functie de elementele date.
Analog pe AC (sau prin simetria notatiei).

55. Dacd stim teorema lui Menelau, o aplicim:
«B _ BB BC _CC' yA _ A4’
«C  CC’'BA  AA'yB BB’
n -
oB 20 yA _ 4y,
«C RA yB
ceea ce aratd cd a«, [, y sint colineare.
Dacd nu stim teorema lui Menelau, e necesard o idee.
O idee simpld, ingenioasd, dar foarte ascunsi.

56. Dacd am rezolvat problema precedentd, nu facem
altceva decit si adaptdm aici aceeasi metoda.

57. Trebuie si demonstrdm c¢d punctele A, B, C unde
se intilnesc tangentele extericare Ja cele trei perechi de
R
00, R,
aplica teorema Jui Menelau. Putem demonstra si prin
Hlesirca in spaliu®?

- : Cco
cercuri sint colineare. Deoarece —— = s.a., putem

58. Calculul direct e imposibil. Sd profitim de faptul ci
cele doud expresii de sub radicali sint conjugate. Facem
produsul lor si obtinem 16 867 = 7°.
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Notind cu z si y cei doi radicali am gésit cd zy = 7.
Cum s aritdm cd suma =z + y = 6?

60. S& considerdm, ca exemplu-ghid, cazul n =4,
m—1=2"—1=15.
151413+ ... sox X .
C 1]'5 —15:142 13" " nde la numiritor sint k factori
1+ 2+ 3., ]
descrescdtori, iar la numitor tot k factori crescdtorl.
S& urméirim numai factorii pari, pentru a vedea daca 2 se
SERTTIo 12 10 8 6 I e . g
simplifica. 1412 10 '8 "6 In ficcare din aceste fract it
2 0
numdratorul si numitorul au pe 2 la aceeasi putere, deci
prin simplificarea cu el rdmin numai numere impare.
Se intimpld la fel in cazul general?

61. Exemplu-ghid » = 5.
32+31-30°29-28-27-26+25-24+23-22-21-20-19-18-17
1- 2+ 3+ 4- 5 6+ 7+ 8: 9-10-11-12-13-14-15-10

Din exercitiul precedent stim ci 2 s-ar simplifica in
diagonald: 30 cu 2, 28 cu 4 etc.

62. Oare care doud sint egale? Probabil cd rdspunsul
depinde de n si anume, de faptul dacd » este 3 k sau 3k~
+ 1 sau 3k 4 2. Fie n = 3k si sd scriem numai indicii
superiori pind la sfirsit.

Sy: 1 4 7 ... 3k — 2
S, : 2 5 8... 3k — 1
Sg: 0 3 6 .3k —3 3k

In acest caz S, si S, au acelasi numir de termeni, dar
§3 are unul in plus. Oare sint termenii din S, si S, egali
2 cite 2? Stim cd C'=Cr". Deci C¥"1=C}L; C¥F*=C}

na
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etc. S, si S, au termeni egali, numai cd scrisi in ordine
inversi. Exemplu, pentru n =9, obtinem coeficientii

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

si sumele

S;,= 94 126 + 36
S, =364 1264+ 9
S;= 1+ 84+84+41

Analog, studiem cazurile n =3 k+ 1, n =3k 4 2
si gdsim doud sume egale termen cu termen.

Cum aritim ci a treia diferd cu 1? Exempluln =9
ne aratd ci nu mai poate fi vorba de o comparatie termen
cu termen. Calculul ne aratd ca S, = 170, in timp ce
§, = 171; dar aceastd verificare nu ne d& nici o indicatie
pentru cazul general. E necesard o altd idee.

33. Exemplu-ghid, n= 4.
16-15-14-13-12-11-10-9  8:7-6°5
1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6- 7-8 1-2-3-4

E =

Simplificdim prima fractie cu 8-7-6-5 (de la 16-
-14-12-10)

E=£~(15-13~11-9—1-3-5-7).

Pentiu n =5

g ralodsetn 169 2 31-29 .. 17 —
1- 2. 8-9..146 1.8 8
—1-3...15)
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n-z2 L
o [ laI' ln pardn-

In cazul g 2h
tezd produsul numere]or impare de Ia 1 la 2"1 scazut
din al-celor de la 2"t la 2%

Se.deschid doua probleme 1) sa aratam ci fract,la

M

;7([ se simplificd cu 2 la puterea 2m-1 (despre SlmphflCdl‘l

cu factori 1mpar1 nu ne ocupim ; stim ci numerele C* sint
intregi si ne intereseazd numai citi factori 2 conhn),
2) sd gasim cind numdrul dm parantezd il scriém 2“ 1
ce valoare are «.

Probabil, ambele probleme pot fi rezo]vate prin in:
ductie. Dar in ce fel trebuie conduse calculele?

64. Si calculdm primii-termeni ai §iru1ui,- pentru a veri-
fica daci este asa. Obtinem a,.= 22; g, = 23 4 22;
ag =25 ay =254 24; a5 =27 + 26; a7=28+27+
+ 285 ag = 2105 .5 a5 = 2095

Cautam si degajam de aici legea: daci n = 2™ q,=
=21 (pentru m = 0, 1, 2, 3, 4 se verificd).

Urmeazi si aplicim metoda inductiei, si ariitim ci
daca. pentru n =2 a,=2™""1 atunci pentru n = 2Mm+!
vom avea @, = 2"*",

67. Si punem conditia ca y'(x) si fienul? Ar fi complicat.

Sa'dam 1ui x doud valori — pentru care putem calcula
exact pe sin®z si cos®z si care si nu difere prin 2kr — si
punem conditia ca sd obtinem valori egale:.pentru y,
apoi ...

68. 1) Si tinem seama de simetria formulei; 2) impartind

peste tot cu'r vor apare rapoartele 2; 2, 3. Daég le-am
r r r '

oolectia cristal ¢ colectia. cristal ¢ colectia ecristal

3



74

(UM GINDIM

putea exprima in functie numaide unghiuri, problema s-ar
reduce la demonstrarea unei identititi trigonometrice.

69. Aici incerciri directe — grupiri de termeni etc. —
nu au sanse de reusitd. Trebuie apelat la o idee generali,
prin care si sistematizdm caleulul.

70. Incepem cu cazuri particulare m = 1,2 3...; acestea
devin sugestive pentru cazul general abia de la m =45,
6,7. (Aceasta necesiti mulld munci, dar daci aflim ca
problema a rezistat unor mari matematicieni... ne am-
bitiondm.)

Obtinem
m=1, y=0;m=2,y=(x—1)>% 2z + 1)
m=3, y=3x(x—1)%(x + 1)
m==4, y=(—1)?2 (4x'® - 8212 + 1221 + 6z1° 4

+ 423 4 322 + 22 + 1)
m=>5, y=>52% (x — 1)2 (x + 1) (2 + 222 +
+ 222 + 1)

Sugestii ce se desprind de aici: 1) pentru m par, ¥,
are factorul (x — 1)?, iar pentru m impar si pe (z + 1)%
Aceasta am fi putut observa de la inceput; acum urmeazi
numai si demonstrim: atit functia datd eit si derivata ei
se anuleazd pentru x = 1, iar dacd m este impar si pen-
tru z = — 1.

Polincamele din paranteze au numai semnul + (deci
sint pozitive pentru z > 0). Va fi la fel pentru orice m?

Ideea demonstratiei va fi acum sugeratd de cazurile
m = 6, m = 7 (pentru a avea m par s m impar).

71. Daci am putea construi grafieul y = f(2)[f(z) primul

membru al ecuatliei] §i ariita cd el taieaxa Oz inn — 1
puncte...
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y
Y2
i (02 ;
1 (0.1) : I: :
L H <
) n_ Xo n+1
Fig. 29

In fond nu e vorba de o constructie exacti a graficului,
ci numai de faptul ed el taie axa Oz in puncte din inter-
valele mentionate, nu e posibil i nu e nevoie si aritim
exact in ce puncte anume.

72. Dacd impdrtim cu 100" avem de comparat y,=
o 1\a : _ 1\n
_(1 1-0—0) + 1si yz_(l—i- H))'

Pentru n =1, 2, 3, se vede imediat ci y,; > y,.
Dar pentru valori mari ale lui n?. Esential este si obser-
vdm cd atunci cind n creste 0,99" scade, pe cind 1,01™
creste. Cum creste 1,01 ? 1, 01"*1=1,01"-1,01 = 1,01+

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ colectia cristal
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+ ~:)— . 1,01"; deci la fiecare crestere a lui n cu 1, 1,01"
100

creste cu mai multde m . Pentru n =100 sigur va ajunge

la o valoare mai mare ca 2, deci mai mare ca y,, chiar
daca acesta nu ar fi scizut. Un grafic (fig. 29), in care
reprezentim y, = 0,99 + 1 si 1,01%, ne aratd ci existd
un z, pind la care y, >y, si de la care mai deparie,
invers, y, > %,;. Pentru a rdspunde la problemi trebuie
sd determindm care este partea intreagd a lui z,; si giisim
cea mai mare valoare a lui n pentru care y, >y, E
destul de greu fird o masini de calcul dar... asta e pro-
blema.

S3 dezvoltim dupa binomul lui Newton
1

- 1 1— C'll vl ne _C,a,-~— cee
Ya 100+ 100* 1003+
=1+ C!. 2 1 Ao
Y2 + 6 100+ 1002+ 1003
—yy=1—20C- Ly
Y1 — Y2 2(C, wo TG e T )

Rimine si determinim cel mai mare n pentru care

1 1 1
CL.— 1 C3. cs.
" 100+ " 1003+ " 100

1

R

+ 2
sau

E=cCl40. L + ... <50.

1002 + 100‘

Vedem ci termenii importanti sint cei de la inceput;
desi C¥ creste cu k, numitorul se inmulteste de fiecare dati
cu 1002

n =00, evident este prea mare. Si incercim n = 49.
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Avem Cly — 49 C3, = "‘-;LQ"; = 49-47-8 > 16000
Deci E > 49 +“‘°°g > 50.

S4 incercidm n = 48.
Cﬁszlii-ég [':— 8- 47 - 46. Aici facem calculul exact:

C3, = 17 296

E =48 4+ 1, 7296 + ...
Oare insumind si termenii urmitori vom ajunge la 50?

Cly 1 —1,7206.%5°5% 1 - 1g8.99.
100* 1002
100=<18 = 0,018
E — 497476 + ...
ftorCl,. L5 W62 1 oo 11
Termenulurmatorcm.wos_ o 1005\043 100+ 100

. . 1.
Cu fiecare termen nou adiugdm mai putin de 1E,dm ter-

menul precedent. Chiar daci ei ar fi in numar infinit, nuar
mai putea afecta primele doud zecimale. Deci E < 49,75.

Raspuns: pentru n <48, y, > y,; pentru n > 49
Y1 < Y2 '

75. Daca gisim un plan care o taie dupd un paralelo-
gram, prin orice plan paralel cu el sectiunea va fitot
paralelogram

Daca problema pare grea, si incercim intii una mai
simpld: patrulaterul de Sectlune sd aiba doud laturi
opuse paralele.

colectia cristal ¢ coléctia cristal ¢ coléctia eristal
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76. Ca sa aplicim teorema, si gdsim suma vectorilor
OA. '

77. Dacd n este par, demonstratia este imediati, asociind
cite doi termeni corespunzind la doud puncte diametral
opuse. Dacd A; e diametral opus lui 4;, PA? 4 PA? =
= (2R)2%. Avind %perechi, suma este n-2R2% Dar dacd

n este impar?

S& considerdm ca ghid cazul n = 5.

Va trebui si calculdm fiecare termen, PA,, PA,
etc. Prin Pitagora? Prin teorema catetei? Folosind sinusul
sau cosinusul?

78. AnalizZim demonstratia. Esential a fost fartul ci
avem n vectori cu suma zero. Putem avea aceasld situa-
tie in spatiu?

79. Relatia (2) e o consecinid imediatd a relatiei (1); in

—_—> —_—> —>
adevir, MA; = MG + GA,; ficind suma, in baza lui (1),
obtinem (2). '
Relatia (1) o demonstrdm prin inductie. Pentru n =
= 2, G este mijlocul segmentului A4,4,. :

81. Dacd A = O, P este in O la mijlocul i BC. Un
desen exact (fig. 30) ne face si banuim cd loculeste o
dreaptd. Ca si dovedim aceasta, ar trebui si ardtdm ca
PO pistreazi o directie fixa.

87. Sii reflectam fintfl asupra mediei aritmeticc. Ce in-
seamni ea intuitiv? S& presupunem ci avem 5 vase cu
apd continind respectiv 6, 10, 15, 18, 21 litri (fig. 31)
st vrem si avem tot cinci vase insd egale. Evident, facem
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suma cantititilor date si o impéartim la 5. Cantitatea
totald de apd era repartizatd in forma

6 +10 415 +18 + 21

i e acum in forma

14 + 15 + 14 + 14 + 14 79
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Practic, nu e nevoie si ,amestecim“ toald apa. Ce
prisoseste peste medie la vasele mai pline turndm in
vasele care au mai putin decit media (fig. 31).

(21 — 14) 4+ (18 — 14) + (15 — 14) = (14 — 10) +
+ (14 — 6).
Aceasta se mai scrie -
(20 — 14) 4 (18 — 14) - (15 — 14) + (10 — 14) +
+(6—14) =0
adici suma abaterilor fatd de medie este nuli.

i A S ) . a <
In general, notind ca — media, avem suma s in. doud
n

moduri

a,+a,+ ... +a,
i+i+ e £ 5

)
Unele numere a sint sub medie, altele peste. Dar

(=2 = 2t =)0

Revenim la problema dati. Evident, dacd nume-
rele a,,..., a, sint egale intre ele — egale cu a — me-
dia lor arilmeticid este a 51 medla lor geometrlca, tot
¢ (Vaa. . a = u"=ua).

Trebuie si aratim ci daci numerele a; nu sint egale,
media lor geometrici este mai micd decit cea aritmetici.
Pentru aceasta si ne imaginim ci numerele q; se schimbha
insd asa fel, ca suma lor, deci media lor.aritmetici,
sd ramind aceeasi (figura 31: ce scoatem dintr-un vas
turndm in altul sau in altele). Oare cum' se va schimba
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produsul (deci media geometricd) in astfel de transfor-
mari?

88. 1 i 2. In analogie cu problema 87.

3. Generalizarea 1) cu mai-multe numere, 2) cu expo-
nen{i mai mari.

89. Desigur ne vine in minte propozitia studiatd: dacd
z +y ==k, xy e maxim pentru z = y. Dar cum s-o
aplicim aici> Daci am scrie p =z-z- x-y -y, suma
factorilor ar fi 3z 4 2y ..., nu e bine. Altfel?

93. Daspre ce generaliziiri poate fi vorba? 1) sine ghiddm
de enunt, si-1 pastrim forma, dar si marim numaérul
literelor. De exemplu:

(1) (a+b)(b+ )+ d)(d+ a) > 16 abed

(sau cu incd o literd, in membrul II, 32 abcde etc.)

2) sd ne ghlddm de solutie; si folosxm alte sume de
pdtrato pe care si le transformim pentru a ajunge la un
enunt nou.

Exemplu
ab(c — 4)* +ac(b — d4)®2 + ad (b — ¢)® +
+bd(a—¢)+cd(a—b)2>0
Dezvoltind, ordonind... ajungem Ia

ahc a4+ b+c¢)+abd (¢ + b + d) + acd-(a + ¢ +
+ d) 4+ bed (b + ¢ +d) — 12 abed >0

pe care o punem sub o formd mai simetricd, addugind in

fizcare parantezd litera care lipseste si obtinem enuntil

(2) (@ + b + ¢ + 4) (abc + abd + acd + bed) > 16 abed

be(a— d)* +

colectia cristal ¢ colectia eristal ¢ ealectia cristal
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Dar cum demonstrim (1)? Cum am demonstia (2)
dacd nu am sti cum s-a ajuns aici? Cum am demonstra
relatii analoge cu mai multe litere? Metoda din problcma
precedentd — a efectua calculele si a grura termcrii —
ar deveni prea laborioasd sau practic neaplicabild.

S4 inlocuim caleulul cu o idee. Este linia initiata de
creatorul algebrei moderne E. Galois (1811 —1832).

Si revenim decila problema precedenti si s-o rezolvam
printr-o altd metodd, o metodd care si se preteze la o
generalizare naturala.

96. Pentru n = 2, imediat: %—i— i} 2. Pentru n = 3,
a

calcule mai lungi.
Efectuarea calculului conduce la problema

2a® 4 2b3 4~ 2¢® — (a%b + a’c + b%2a - b%¢ + c%a +
+ ¢%) >0
Amintirea unor tipuri analoge ne sugereazi si o tran-

sformdam in sume de patrate; ghidati de simetrie, prin
tatondri, gisim ci o putem scrie

a(a — b)? + ala — ¢)* + b(b — ¢)? +b(b—a) +
+ clc —a) 4+ ¢(c — b)) >

Pentru n >3, un astfel de procedeu devine prea la-
borios si, poate, ineficace.

Incercim alti metodi. S& imitim problemele 94—
95, tinind seama c3 literele joacd acelasi rol. Esuim. E
necesara o idee. Ceea co incomodeazi calculul e faptul ca
numitorii sint sume i fiecare numirdtor, un numir.
Daca ar fi invers...

97. Daci relatia scrisit intre E(n) §i £(n — 1) ar {i justa,
din E(n — 1) > 0 ar rezulta K(r) >0 nu > . Or, pen-
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tru numerele a egale intre ele avem evident E(r) = O.
Undeva este o greseald. Unde?

98. 1) Si reducem problema la aplicarea unei teoreme
cunoscute. Exprimind in functie de laturi, problema de-
Vine

(p—a)p=b) (p= ) 1
abe 8

Am putea-o reduce la problema 92, (a + &) (b + ¢)
(¢c + a) > 8 abe?

2) Si ne baziim nu pe un fapt cunoscut, cipe o metodd,
pe un mod de a gindi. Asa ar fi mai bine céci s-ar preta
la generalizdri (poate!).

100. Putem gindi in mai multe moduri: A) si ciutim
sd aplicim teoreme generale de maxim si minim din pro-
blemele precedente; B) si modificim triunghiul astfel
ca membrul I si se micsoreze sau, astfel, ca membrul II
sd se mdreascd, ajungind la un (riunghi particular, in
care inegalitatea se demonstreazi mai usor; C) si consi-
derim date 3 elemente care determind triunghiul, si ex-
primam marimile din problemd in functie de aceste trei
elemente, apoi sd stabilim inegalitatea.

Fiecare mod de a gindi conduce la mai multe solutii.

101. Drumul ce pleacd din A pentru a ajunge in B
(fig. 32) trebuie si fie la inceput situat pe una din cele
3 fete ce se intilnesc in A. Si presupunem cd el pleacd
pe fata de jos — desigur in linie dreaptd; el ajunge sau
pe muchia A4,4; de exemplu in M, sau pe muchia
AA,, in N.

Cum si alegem punctul M pentru ca drumul frint
AMB si fie cit mai scurt?

colectia cristal ¢ eolectia cristal ¢ colectia cristal
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Fig. 32

102. Ideea fiind cunoscutid din problema precedentd, o
aplicim si aici: desfasurdm cilindrul pe un plan.

103. Procedeul din problemele precedente nu mai poate
fi folosit aici, pentru ci sfera nu este o suprafatd aplica-
bili pe plan (nu putem asterne suprafata ei pe un plan
fard sd o rupem sau si o sifondm, deci ,stricind“ distan-
tele).

Punctele A, B si centrul sferei determind un plan care
taie sfera dupd un cerc mare. Este oare arcul de cerc mare
(acel mai mic ca 180°) cel mai scurt drum?
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S-ar putea ca in mintea noastrd si apard imaginea
globului pidmintesc. Daci A si B sint pe acelasi meridian,
ni se pare natural ca drumul cel mai scurt si fie pe acest
meridian. Dacd A si B sint pe aceeasi paraleld (au ace-
easi latitudine) ni se pare natural ca drumul si meargd
pe ea. Aceasta e o falsii impresie. De unde provine ea?
Poate din faptul cd pe globul pimintesc ecuatorul este
fixat o datd pentru totdeauna, deci si meridianele si para-
lelele, pe cind la o sferd oarecare putem lua ca ecuator —
adicd ca cerc de referintd — orice cerc mare al sferei;
solutia ,,a merge pe paraleld ni se pare — pe moment —
justd, numai pentru cid e simpld; aplicim, inconstient,
dictonul: ,druniul cel mai bun este acela care ili e mai
cunoscut®.

Imaginea ,globul pdmintesc®, aici, ne incurci. Pe o
sferd, prin doud puncte trec oricite ,paralele (cercuri
mici); nu toate ar putea da ,drumul cel mai scurt.”

Revenim la problem&. Si ardtim intii cd arcul de
cerc mare este un drum mai scurt decit acela format din
daui (sau mai multe arce mari), cure ar uni pe 4 cu B
(analog ca in plan: o laturd < suma celorlalte doua).

104. Si considerdm intii (daci e necesar) cazuri numerice,
de pildd: n, =5, n, = 3, apoi si n; = & etc.

106. Fie de exemplu tabloul A3. Luim o grupi, de pilda
a, a; a;. Ea determind o clasi cu grupele (scriem numai
indicii):

145;154;415;4651;514;541.

Intr-o clasid sint 6 grupe, cdci am permutat cei 3
indici in toate modurile si Py =
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108. Exemplu: (7
1)123;124;134;234;
2)125;135;145;235;245;345

in 1) avem tabloul Ci.

In 2) dacd suprimim obiectul 5 chtinem tablcul Cj.

109. 1) grupe care nu contin nici pe a,, nici pe a,;
2) grupe care nu contin pe a;, dar il contin pe a,;
3) grupe care nu contin pe a,, dar il contin pe a,;
4) grupe care contin s§i pe a, §i pe a,.

111. Si socotim in doud moduri de cite ori este scrisd o
anumitd literd, de exemplu a;: 1) ca in problema 108,
2) socotind de cite ori este scrisi litera a (cu diversi in-
dici) in tot tabloul si tinind seama de ocbservatia din
enunt.

112, Fie A (7, 3). Avem de parcurs 10 unitdti dintre care
3 verticale si 7 orizontale. Un drum este determinat
dacd fixdm care anume din cele 10 unititi sint verticale
(restul orizontale) de exemplu, daci acestea sint 3,4,9,
avem drumul din figuri.

113. Si socotim cite grupe sint cu 0 bile albe, cu 1,2,...¢
bile albe, s& inmultim i ecu numirul grupelor cu i bile
albe, sd insumdm s1 sd impértim rezultatul la %.

115. Examindm intii cazurile n = 2 si . = 3 si tinem
seama de problema 104 (diagrama — arbore).

117. S3 examindm, ca ghid, cazul n = 3. Avem

(a3 -+ by) (ag + by) (ag - by) = 010505 4 a,a505 +
+ aybyag + abyby + biasa, + byahy + bibya, 4 b bybs -
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Doud bile albe (51 una neagri) avem in termenii
a1a,h5, a,b,a,, ba,a;, adicd in Ci termeni. Pentru urne
identice, obtinem €3 - a2b grupe cu 2 bile albe

Obtinem N = (a + b)? grupe

(a + b)? = a® + 3a?b + 3ab? 4+ b

adieii: a® grupe cu 3 bile albe, 3a2h grupe cu 2 bile albe,
3 ab® grupe cu o bild albd si b3 grupe cu nicl o bild alba.

118. Pentru a =b =1, p = 1 , obtinem ca termeni

coelicientii din binomul lui Newton: acestia cresc pind
»la mijloc*, unde se afld cel mai mare, apoi iau aceleasi
valori descrescind, de exemplu pentru n = 75i n = 8.
t 7 21 3% 3B AU 7 1
T 8 28 56 70 56 28 8 1

Pentru a si b oarecari, si facera raportul a doi termeni
consecutivi ¢;ft;_; i sd examindm cind el este mai mare
ca 1 si cind este mai mic.

120,
N=(a+b"=5b+CLb"1a+ ...+
+ CLbvigt ...+ Cra 1)
S-au format NV grupe; b" dintre ele cu zero bile albe;
C! b1 a dintre ele au o bild albi, ..., Ci b" at au
bile albe..., a® din ele au r bile albe. Deci
M= (Chb a2 CHb" et L i CLb M
+nCam
(Crbvta+22-C2p™ 202+ .+ 2CL 0 " al ...+
+ n?Cra")

"

1
m' = —
N
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Dar cum si caleulim mai usor aceste sume?

121. Multimea R are k% elemente. Este mai usor de urma-
rit calcuiul, daci le scriem intr-un tablou dreptunghiu-
lar, astfel: o
a,—l—al;al—,}—az;... s ay + op Kk linii

a, + o;; @y + oy;... 3 @3+ o h coloane

ap + oy; @G + oy 5 A+ oy

121 bis. Sint posibile doud generalizdri: 1) in loc de
doud multimi R, si R,, si considerim mai multe; 2)
sd ludm tot doud multimi dar si calculdm media puteri-
lor a n® a abaterilor fatd de medie.

122. S presupunem cd multimea R, este formatd din
numerele de bile albe din grupele formate cu r urne iden-
tice (pr. 117) si considerim a (n + 1)* urnd cu a bile
albe si b negre. Linga fiecare grupd din R; punem pe rind
cite o bild alb3, de a ori, apoi cite una neagrd, de b ori.
Avem schema din problema 120, unde R, este format din
1,1,...1, 0,0,...,0 (cdci numirdm bilele albe).
deaori de bori

123. Notim m® (r) media cdutatd si gindim ¢a in pro-

blema precedenti. In R, avem m®’ = pq si

a(l — p)* + blo— p)*
a+ b

=pq [(p+9*—3pg (p+ @] =pg (1 — 3pq)

Urmeazd sd aplicim formula din problema 121 b.

m(‘) =

= pg* +pYg=pg (P> + ¢) =
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124. Avem
a av
o + ... v n e + 1 .=
B = N - N T n -
1
=---np=p
n
@ —np av—np
_lm—p)+ .+ (a\—l’)"__(.A" )+ +( )
e = N - ' N
1 1
= M= -npq, p, ="1.
n= n= n
lim p, =0
n — o0

Faptul cd lim y, = 0 aratd cd numdirul grupelor in
care frecventa este apropiatd de media p este mult mai
mare in raport cu numdrul grupelor in care frecventa e
,,departata de p.

Dar, in ce mod trebuie precizate lucrurile?

In loc de expresia ,apropiat“, considerim un numir
dat e; considerim numerele o pentru care |a — p |<
< e; fie I numirul lor si deci N — [ numdrul grupelor
pentru care |« —p | > ¢. Folosind expresia lui y,, va

trebui s3 ardtdm céNdevine oricit de apropiat de 1,

pentru valori suficient de mari ale lui n.
126. Cazuri posibile: C3,.

Cazuri favorabile: cite grupe din tabelul C3, contin
3 obiecte date?

127, Aici e mai usor si numiridm cazurile nefacorabile
(cele favorabile, restul pind la numdrul tuturor cazurilor).

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ colectia cristal
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Din grupele tabloului €y, cite ru conlin nici unul din
biletele 2, 5, 10?

128. Numirul cazurilor posibile AL,
Cite din aceste grupe incep cu 12?

129. Recurgem la modelul urni. Sint posibile 365 date
de nastere (urna are 365 de bilete). 30 de persoane trag
fiecare cite un bilet (fiecare din urna completd). Care
este probabilitatea si existe doud persoane (cel putin)
cu acelasi numir de bilet?

Este mai usor sd calculim intii probabilitatea ¢ a
evenimentului contrar: si nu existe nici o coincidents.

132. E suficient si facem o numdirdtoare atentd a posi-
bilitatilor.

134. Functionarul ajunge la lift intr-un moment ¢ in-
timplitor. Sansa ca liftul sd vie urcind, deci in momentul
t sd fie intre parter si etajul 6, este de trei ori mai mare ca
el sd vie coborind — deci in momentul ¢ si fie intre eta-
jul 6 si etajul ultim.

S4 presupunem ci liftul face un drum dus si intors
in 120 secunde si cd exista 8 etaje. Dacd trece la etajul
6 urcind la ora A, va mai trece urcind la 2 4 120 s, & -
+ 240s.,... De la etajul 6 1a 8 dus si intors face 30 secunde.
Deci el trece coborind pe la etajul 6 la ora 2 + 30, 2 +
-+ 150,... Dacd functionarul ajunge la lift intre 4 si
h + 30, va cobori, daci ajunge intre h + 30 si 2 4 120
va urca.

Deci sansa de a urca este de 3 ort mai mare ca accea
de a cobori.

135. Existd pozitii ale lui P in care fiecare din distante
este mai micd decit suma celorlalte doud — deci cu ele
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se poate construi un triunghi. Aceste pozitii ocupi o arie.
Probabilitatea ceruld este raportul inlre aceastd arie si
aria triunghiului dat. Cum gisim aceste pozilii? Aceasta
e o problemd de geometric.

146. Multiplii lui 4 modulo 10 nu pot fi, conform pro-
blemei 137, decit in clase cu numere pare — deci ei nu
parcurg toate clasele. Pe cind, (3, 10) = 1; probabil
aceasta e cauza cd multiplit lui 3 parcurg toate clasele.
Enuntul pe care il binuim e urmaitorul: dacé (a, m) =
=1, primii m multipli ai lui ¢ parcurg toate clasele
modulo m.
a-1,a-2,.,a-1,..;a-j,...,a-(m—1),a-m
clasa
ry ry r; r; Pm_1 rm=0
In cazul general nu putem scrie clasa produsului decit
pentiru ultimul produs. In loc de o simpld verificare, ca
in problema precedentd, trebuie ficutd o demonstratie.
Cum?

149. Deoarece orice ecuatie @ * x = b are, prin defini-
tie, solutie, si ecuatia a * x = a are; deci existd e cu
proprietatea @ * e = a. Ecuatia a * x = e are solutie,
deci existd a’, astfel ca a *a’ = e.

Dar trebuie sd ardtim cd e este element neutru pentru
toate elementele, adicd b * e = b (b 5 a) sicd el este
unic.

151.
o _plp—1) ... (p—k+1)__
€= 12k =k
Deoarece numitorul nu are factorul p, acesta nu se sim-
plifica, deci Ck =h =p -i.

numdar intreg)
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Coeficientii Ck apar in
(x L 1)P =P 4 Coar  CoxP 2 4 .. 4 ChgP R 4 1
Conform observatiei, (z + 1)? = z? + 1 (p)

158. Tabloul problemeil54 ne sugereazi rispunsul. Exem-
ple: puterile lui 3: avem 3 = 24, deci 32 =28, 33 =
= 2'%; puterile lui 6: avem 6 = 25, deci 62 = 210 = 10,
63 =215=123 = §, 64 = 220 = 28 = 9 etc. Pentru a gisi
puterile lui 6, parcurgem puterile lui 2 dir § irn §; scriind
numai exponentii lui 2, vom scrie multiplii lui 5; pentru
«d, dupd exponentul 12, sirul puterilor se repetd periodic,
vom lua resturile de la impdrtirea acestor multiplii
prin 12:

M5 :5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Resturi

prini12:5 10 3 8 1 6 11 &4 9 2 7 0
Corespund

elemen-
tele :6 10 8 9 2 12 7 3 5 4 11 1

159. Trebuie s exprimdm elementele tot ca puteri ale
lui 2. Fie ecuatia ° = a; o scriem sub forma 2% = 2%
unde £ este indicele lui z, « al lui a.

163. Pentru primele numere de forma indicatd, se veri-
fici direct: 2 = 12 4 12; 5 = 22 4 12; 13 = 32 + 22;
17 = 42 + 12; 29 = 52 4 22; 37 = 6% 4 12; 41 = 5% 4
+ 42 ete.

Pentru p = 4 & + 1, oarecare, problema 162 ne arati
cd putem gdsi o sumd de doud patrate care si fie Ap,
22 4+ 1 = Mp. Vom folosi aceastd expresie, dar trebuie
si ariitdm cd p singur poate [i seris ca sumi de 2 patrate.
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1. S& ne imagindm numairul astfel

(12 — 2)2 = (12 — 1)2 4 (12 + 1)2 + 122
: 365

2. Se observa ci
112

1 b) 3599 = 3600 — 1
448 4
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c) existd o regularitate in succesiunea cilrelor?

d) sintem tentati, din cauza grabei, si raspundem: 25.
Da-4 ar fi asa, nu s-ar fi dat problema; deci trebuie pro-
cedat sistematic, chiar dacd folosim timp mai mult: ce
inseamnd vitezd medie, cum se calculeazi...

3. S& cdutdam si construim un triunghi in care H si fie
ortocentrul.

4. Si folosim o translatie determinatd de vectorul cou-
stituit de virful cretei.

5. Trenurile se intilnesc dupd 3 ore.In acest timp musca
a mers mercu cu 70 km/ord — desi schimbindu-si alter-
nativ directia. In 3 ore ea a parcurs 70 - 3 = 210 km.

7. Si se Lind seama de principiul lui Arhimede. Datele
problemei sint inutile.

8. Cele 20 minute, economie de timp, provin din faptul
cd masina nu a mai ficut drumul IG si GI (de la punctul
de intilnire la gara si inapoi).

9. Dacd viteza in api stitdtoare produsd de acelasi efort
ar {i u, in riu viteza este u + v in sensul curentului i
u — v impotriva curentului (v — viteza curentului apei).
Viteza barcii fatd de laditd este u, atit in miscarea in
sensul curentului (¥ 4+ v — v), cit si in aceea impotriva
(in unitatea de timp ele se apropie cu u — v + v).

11. Oare este posibild prima egalitate? Daca da, pentru
ce numere?

12. Nu, cine stie ce ,,metode”, ci incerciri directe.
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13. Dacd scara ar aluneca (rdminind rezematd), distanta
O M s-ar mari? Numai in caz afirmativ, sirma s-ar opune
miscdrii.

14. Triunghiurile ABC si ADC cu baza comund AC nu
sint in acelasi plan. Dacid ar fi in acelasi plan...

15. S3 incercdm sd colordm segmentele astfel ca si nu
existe un triunghi cu laturi de aceeasi culoare. S3 ardtam
cd oricum s-ar proceda, nu se poate reusi.

Si incepem cu trei segmente pornind dintr-un singur
punct si la fel colorate. (Existd neapdrat?)

20. Se aplicd principiul dublei negatii: nu e adevirat cd
4 nu e alb, inseamnd cd 4 este alb.

22, Compardm enumerarea u-v
Ema, Ioana, ..., Sofia —_—
sau, cu alte denumiri,
F, F,, .., F
cu:
9, 10, ..., b

27. Propozitia enuntatd se intelege astfel: in toate cazu-
rile dacd doud laturi ale unui triunghi sint proportionale
cu doud laturi ale altui triunghi si un unghi al unuia este
egal cu un unghi al celuilalt, cele doud triunghiuri sint
asemenea. Propozitia nu e adevirati in sensul ¢d nu in
toate cazurile doud triunghiuri ce indeplinesc cele doud
conditii ale ipotezel, o indeplinesc si pe cea din concluzie
(sint asemenea). Pentru a ardta cd nu in toate cazurile e
suficient sd ardtdm ur caz cind e indeplinitd ipoteza, insid
nu si concluzia. (Tot astfel, pentru a ardta cid propozitia
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,,{ozi elevii cla_lsgi noastre au media peste 7 nu este ade-

vératd, e suficient si indicdm un singur elev din acea
clasd care are media sub 7.)
S& gdsim un astfel de caz.

30. Sa colordam toti ,,metrii patrati“ ai camerei prin culo-
rile 1, 2, 3 ca in figura:

1231231231
2312312312
3123123123
123 1231231
2312312312
3123123123
1231231231

31. Problema fiind simpld, ati gdsit desigur o solutie
(sau mai multe). Dar care e cea mai simpld?

Aici, se pare ¢d e mai usor si incepem cu reciproca:
dacd triunghiul MCD este echilateral (fig. 33), unghiul
din C al triunghiului isoscel CMB este 90—60 = 30°;
deci 1c1>nghiurile de la baza lui au cite 75°, deci ABM =
= 15°

Acum trecem la contrara acestei teoreme reciproce:
dacd MCD este isoscel, fird a fi echilateral, adicd dacd M
se deplaseazd pe mediatoarea luiCD in sus sau in jos,
unghiul ABM nu mai e 15°, ceea ce este evident (el se
micsoreazd, respectiv se mdreste).

S4 fim atenti la legdtura logici. Am demonstrat ca:
dacd triunghiul isoscel MCD este echilateral, unghiul
ABM este 15° si daci MCD nu este echilateral, unghiul
nu este 15°

Cele doud propozitili se exprimd concentrat in una
singurd: dacd — si numai dacdi — MCD este echila-
teral, unghiul ABM este 15°. )
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Prin aceasta, teorema directd este demonstratd: daca
ABMW =15° triunghiul MCD este echilateral (cdci
dacd nu ar fi, unghiul ABM nu ar fide 15°).

32. Triunghiul ABC are ca centru pe M (fig. 34), cici
MA = MB = MC. Cam sc obtin punctele M;, M,, M,
din M?

33. Dacd doud cercuri sint secante, coarda comuni este
vizuld din centrul celui mai mare sub un unghi mai mic
decit din centrul celui mai mic (cdci in tr. 40,0,, dacd
A0, < 40,, 3 0, < X 0,).

34. Dac# giisim raportul %, vom putea afla (din tr.

BB’'C) raportul (2—)1j_~(5—) si procedind la fel pe fiecare

)

3
laturd vom avea incd 3 ecuatii. Pentru a gési raportul
BY

5" ducem prin B’ o paraleld la AB, B’D (D pe CC’).
36. Revenim la enuntul problemei. Esential este si
folosim relatia = (1 — x)<-z—. Si ca s-0 folosim si
facem produsul ryr,rs.

37. Dacd punctele B, C,, D, sint variabile pe muchii,

V, depinde de mirimea acestor muchii. In ce fel? Si
facem intii si varieze numai una din muchii.

38. Ideea o avem din problema 36, iar calculul din
problema 37.
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A g Fig. 33

D c Fig. 34

98

colectia cristal ¢ coleetia cristal ¢ coleetia eristal



IDEEA

39. S4 tinem seama acum ci vrem l?—i— ¢ = 180°.

40. Prelungim pe AM cu o distan(d egali pind in 4”;
ABA"C este un paralelogram. Distanta de la A” la AC
este egald cu A, Dar A" ¢ un punct cunoscut. Necunos-
cut a rimas acum numai AC.

42, Teorema bisectoarei: dacid D si D’ sint picioarele
bisectoarelor unghiului 4 al triunghiului ABC,

“k . . \
DE _ < —I)Ai=% deci D si D’ impart segmentul

e b ope
BC in acelasi raport.

Poate fi adusd problema datd la aceastd teoremd?

Dacit am putea ardta ci I.D este bisectoarea unghiului
EIF si deci A bisectoarea exterioari a lui... (fig. 35).
Pentru aceasta ar trebui si masurdm vunghiurile din I.
S& folosim mdsura cu ajutorul arcelor de pe cercul dat,
e greu. Mai bine sd cdutdm un patrulater inscriptibil

potrivit.

43. Si ardtdm cid triunghiurile A 3/ D, A MC sint asemenea
(folosind laturi céci egalitatea unghiurilor intrd in con-
cluzie).

P . .
44. Deoarcce ANB nu este inscris, unim pe M cu V.
45. Cautdm sa aducem la cazul precedent. Luim sime-
tricul lui " fatd de d, fie el F”, si tinem seama c& pentru
orice punct A de pe d, MF' = MF" (fig. 36).

47. Prelungim pe BA cu distania AC si considerim
figura 37. Folosim si distantele d’;, d’, de la C si B la
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Fig. 35

bisectoarea interioard. (Poate gisim ceva analog pentru
aceste distante.)

49. Tinem seama si de faptul ci A’B’ [ AB, A'B’ = ?c .

Analog pentru A'C’.
Triunghiurile A'B'0O, st 0,C'A’ sint egale (cdci un-
ghiul din B’ este 90° + 4, idem unghiul din C’ si latu-

colectia eristal ¢ eolectia cristal ¢ colectia eristal



IDEEA

Fig. 36

Fig- 37
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rile ce mirginesc acestc unghiuri sint respectiv egale:

i —b—]. Trebuie insi fixat care sint unghiurile omo-
2 7 2

50. Sa aplicdm teorema de la problema 49 in triunghiurile
ABC si ADC.

a

Vs’

51. Intriunghiul 0,0, cunoastem doui laturi CO, =

COo, = si unghiul cuprins, 60° 4+ C.

b
Vi
82. Construim in O, si O; unghiuri de 60°; fie O’ virful
triunghiului echilateral construit pe 0,0, (fig. 28). Tre-
buie ardtat cd O’ coincide cu O,. Pentru aceasta folosim

simetricele punctelor A, B, C fald de laturile (riunghi-
lui 0,0,0".

53. In [igura 13, punctati segmentul AC si interpretati
desenul ca si cind el ar reprezenta...

67. Considerim punctele A/, Mz, My situate pe perpen-
dicularele in 0,, 0,, O, pe planul figurii, la distantele
R, R,, R, de acest plan (de aceeasi parte a planului).

58. S4 cdutdm noi doud numere z si ¥y, astfel ca =z +
+ y =6; zy = 7. Dupd aceea si ardtim cd numerele
astfel gdsite sint tocmai cei doi radicali.

59. (z --a)' = 2" + Clx"la 4 ... 4+ Chax"~hah 4 ...
(a + x)" = a™ + Cla* 'z 4 ... 4 Cha"~hxh + .,

Inmultim §i ciutdm in ambii membrii coeficientul lui
z" a™
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61. S& distingem cazurile & impar si £ = 2% - 7, de ex:
k=5 si k=12 =2%-3. Pentru £ =5, in general
k = i, simplificdm in diagonald si rimine la numdirdtcr
factorul 32. Pentru k& = 22-3, in general, & = 2b -,
rimin la numdirdtor 32 si la numitor 2°.

62. Poate prin inductie. Verificiri pentru n = 3, 4, ...
sint usor de fiacut. Cum am pulea face trecerea de la n
la n + 1? Am scris coelicientii C%:

1 9 36 8 126 126 84 36

1 ©

1

Am subliniat cu o linie pe cei din S, cu doua pe cei
din §,.

Sa calcule‘lm pe cei cu n = 10. Ne amintim dc triun-
ghiul lui Pascal

1,149, 9 +36, 36+ 84, 84+ 126, 126 + 126,

126 + 84, ...

mm acum
Si=(1+9) + (84 +126) + (84 +36) +1 = S, + S,
S5 = (9 + 36) + (126 + 126) + (36 + 9) = S, + S,

=1+ (36 +84) + (126 +84) + (9 + )= S+ S,

Dm S, —S rezultd Si_ Sy, iar din So=8,+1
rezultd SL_S =2 S8, +1s1 85=23S§5; dec1 02:
= 85— 1.

Nu rdmine decit si transcriem acest procedeu in
cazul general.

63.1) Avem 4! =2%-i, 8! =27-i, 161 =285.i: si

[ ~ om_ . s
ardtdm cd 2™! = 227-1. ¢, Trecind de la m, la m + 1,
vom scrie
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)m+1| =1- LLom. (Zm 1) (r)m + 2) "_(2711 + an)

2) leerenta 17 19 -31 — 1 -3...13- 15 0 scriem

d = (16 + )(16+3) (16—|—13)(16+15)—1~3...
.15,

Grupdm parantezele cite doud: (16 4+ 1) (16 + 15),
(16 + 3) (16 <+ 13) etc. Obtinem
[162 + 16 (1 + 15) + 1 - 15]  [16® -+ 16 - (3 + 13) +
+3-13]...=(2-1624+1-15)(2 - 162+3 13)(2 - 162 +
+5-11)(2-162 + 7-9)
Dupd desfacerea parantezelor (conform formulei
(x + a))(z + ay) (x + a5)(x + a4) = ...), termenii impari
-3../15 se reduc. S& examindm la ce putere este 2
in termenii care rimin. Toate produsele 1-15, 3-13,
5-11, 7-9 sint de forma 8 £ — 1. Termenui cu 2- 162
se inmulteste cu (M 8 — 1) (M 8 —1) (M 8 —1)=
= M8 —1. Deciavem 2-162 (M 8--1 4+ M8 — 1 +
+ M8 —14+ M8—1)=2-162 (8 k — &) = 2 -162-
4.1 =2%-16%-1. Ceilalti termeni, corespunzitori lui
42, x% x4 au facterul 2 la puteri mai mari, deci este
decisiv termenul in 2. Obtinem 21!-i. Avind si la fractia
din fatd un 2, obtinem in final, pentru n =5, 2124
In cazul general, conducem calculul analog, ceea ce
necesitd atentie si perseverentd.

64. Verificirile numerice ficute ne sugereazi, ca si in
trecerea de la ay la ayn, sd folosim in calcule numai puteri
ale lui 2. De obicei, incercdrile numerice particulare
sugereazd cazul general; aici insd, se pare cd ele ne in-
curcd (criteriile de cdlduzire a gindirii nu sint absolute,
lipsite de exceptii; trebuie sd ne asteptim si la lucruri...
neasteptate !).

In problema de fatd, in scrierea termenilor de la a, la
aym, e de preferat sd nu folosim numai pulteri ale lui2 —
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— chiar dacit ele ni se olerd in caleul — ci un alt mod, in
«care s apard mal usor anumite regularitati.

- v o . . v a v s . N
65. Dacd la o fraclie subunitard =~ mirim si numirito-

rul si numitorul cu acelasi numir k, obtinem o fractie
b— .
2, iar

. . . - o . a
mai mare (mai apropiatd de 1, cédci 1 — =
a

1_(7“‘/"7_’/*!1 b — a
b+ k b—i—l.'< b

68. Sd calculdm pe ry si r in functie de MT (si unghiul
A); in raportul ryfr; MT se va simplifica.

'6). S& privim expresia £ ca un trinom cu necunoscuta
oS a.

70. Cazurile m =6, m = 7 ne sugereazi s3 grupim
termenii cite 3, cu semnele 4+ — 4, si sd ardtdm ca
fiecare grupd e un polinom, care prin impéirtire la
(r —1)* dd un cit, care are numai coeficienti pozitivi.

. . bi .
71. Frac{ia —— descreste cind x creste.
T — aj

75. Doud fele laterale opuse ale piramidei finseamnd
doud plane ce se taie dupd o dreaptd. Cum va fi planul
care le taie dupa doud drepte paralele?

76. Vectorii OA sint distribuiti uniform in jurul lui O.
Nu e nici un motiv ca suma si ia o anumita directie si
nu alta. Daca ei reprezintd forle aplicate punctului O,
punctul rimine pe loc — incotro s-ar putea misca? —
fortele isi fac echilibru, rezultanta (suma) lor este nuli.
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77. S& adopldm un calcul in care si folosim faptul ca

.. > — —>
vectorii OA;, Od,, ..., O4,...

81. Si facem suma vectorilor }—‘T)’—}— PC direct si in-
tr-un al doilea mod, in care si folosim ipoteza.

— —>
83. S& gidsim o legdturd intre produsele 0OA- OB si
—> —
0'A’-O0'B'.

Pentru a simplifica expresiile, si observim ci daci
ducem prin O un plan Q // P, proiectia unghiului pe
planul Q este aceeasicasipe planul P. Conditia 3 devine:
o laturd ir planul Q.

— —_— —_—
84. Scriem BC = MC — MPB si analogele.

85. Relatia din problema precedentd este valabild si in
cazul cind M nu este in planul ABC.

86. Produsul intre un nurdr $i un cosinus poate fi
interpretat ca proiectia unui vector. O sumi de astfel de
produse inseamnd suma proiectiilor unor vectori — si
ne amintim ci aceastd sumi este proiectia sumeci vecto-
rilor.

87. Si nu transformim deodatd toate numerele a;, ei
pe rind. Si ardtim cd la fiecare ,turnare dintr-un vas“
ce depiseste media la unul aflat sub medie, pentrua le
apropia intre ele, produsul numerelor creste.

x%y®
33 .22

89. Produsul p = z%y? este maxim odati cu ¢ =
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93. Putem aplica relatiei

(@ + b) (b+ ¢) (c+d)>8 abe.
ideea — generali — din problema 87?

Acolo era vorba de media aritmeticd §i media geome-
tricid sau de valoarca maximi a unui produs de numere
cu sumid constantd sau de enuntul corelativ, valoarea
minimd a unei sume de numere cu produsul constant.

Aici avem si in membrul I si in 1I produse. Totusi,
dacd efecluam m. I, vom avea o sumi.

95. I'ie a,a, ... an = k™ S& presupunem k£ dat.
Produsul din membrul I, E poate fi scris

E=142 a,+ 2 a8y + oo + D a8y oo @y + .. +
v R aqay ... ay,
unde prin Xa,a, ... a; = s, intelegem suma tuturor pro-
duselor de cite i numere alese din cele n.
Vom ariita ci [iecare din sumele s, este minima pentru
A, =0y, = ... =ay = k.

96. Notim s — a; = b; si exprimdm enuntul numai prin
numerele b.

98.1) Notdim p—a=da', p—b=">', p—c=c¢c';
avem a’, b, ¢’ >0.

2) Sa stabilim intii pentru doud unghiuri de sumé
.constantd c¢d produsul sinusurilor lor este maxim cind
unghiurile sint egale.

99. In toate cazurile, aplicim metoda din problema pre-
cedentd, considerind intii doud unghiuri.

101. Rabatem fata din fund (BB,4,4;) pe baza de jos
(rotind-o de 90° in jurul muchiei A4,43). Acum punctul
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B este in planul bazei, in B’. Unim printr-o dreaptd
A cu B'.

107. Fie r obiecte
1 2 3 ... n—2 n—=1 n
Dacé ludm % din ele rdmin » — k.

114. In tabloul combinirilor de m obiecte (a,, @y, ..., @m)
cite r, fiecare literd joacd acelasi rol: deci de cite ori a
fost folosit @, in formarea tabloului, tot de atitea ori a
fost folosit @, sau ag ... sau a,,.

Dacd acest argument nu este convingitor incd, si ne
amintim cd numarul grupelor care contin un anumit obiect
— oricare din ele — este C%— 1.

116. Ca ¢i in problema 114, ne bazdm pe faptul ci fiecare
bild dintr-o urnd joacd acelasi rol.

120. Dacid in m ddm factor pe a, apar termeni de forma
C. b tia™! 5i iat"? este derivata lui ai (considerat ca
functie de a). In loc sd derivdm (in raport cu a) suma
termen cu termen, sid derivim direct pe (a + b)."

Dupé ce reusim, ne fixdm atentia pe m” si vom cduta
sd adaptim o metodd analoga.

124. Dacad in expresia lui p, neglijim diferentele mai
mici ca ¢, iar pe cele mai mari le inlocuim cu e, vom
obtine un numir mai mic decit w, (am neglijat, am mic-
sorat).

135. Notind distantele cu z, y, z, vom cduta intii pozi-
tiile lui P, astfel ca £ = y + z; vom obtine un loc geo-
melric (o linie) cu ajutorul cidruia vom putea delimita
regiunile in care * <y + z sau * >y + 2.
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Banuim c& locul geometric este un segment de dreaptd
din cauzd ci relalia * = y + z este lineard. Pentru a-1
determina pozilia ciutim puncte particulare (pe laturi)
care satisfac relatia.

139. Se scrienumarul ca sumi — de ex: 7823 = 7-10% +
+ 8-102 + 2-10 + 3. Se cautd in ce clasd modulo 9
este 10, apoi 102, 103, ..., 10".

140. Acceasi ca in problema precedenti.

141. Vedem in ce clase modulo 9 este fiecare din numerele
scrise.

142. Acum ,,proba prin 9“ iese: rezultatul este in clasa 1
(9); ceea ce nu inseamnd neapdrat cd el este exact: este
in aceeasi clasi cu rezultatul exact, adicd dacd este gresit,
diferenta intre rezultatul scris si cel exact este multiplu
de 9.

Si aplicim, analog, ,proba prin 11%

144. Aplicidm proba prin 9.

146. S& ardtdm cd nu pot fi doi multipli in aceeasi clasi.
In acest caz, fiind m multipli si tot m clase, multimea
multiplilor parcurge multimea claselor (a - 1 intr-o clasi,
a- 2 in altd clasd, a - 3 in alta decit precedentele s.a.m.d.,
al mt®® multiplu intr-o a m® clasi; clasele in care se afid
multiplii lui @ sint toate clasele, in general, intr-o altd
ordine).

Nu pot fidoi in aceeasi clasd. Cici dacd ar fi... (metoda
reducerii la absurd).

149. Ecuatia a*r = b are solutie; fie ea x,, putem
scrie b = z,*a.
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165. Intr-un grup oarecare notdm a* a = a?; a® *a =
= a® etc. Deoarece grupul este finit, puterile succesive
nu pot fi mereu diferite ; survine un moment cind ajungem
la o putere egald cu una anterioari.

163. Daci diam lui = valori de la 1 la 2= 1, vom gisi
un r = a si numai unul, astfel caa®41=c-p. Din
a< . rezaltd a2 + 1 < & + 1 << p?, decie < p; des-
compunmd in factori prlml vom avea

a®+ 1 =p,p,...ppp + 1 unde p; < p.

Vom folosi inductia completd; admitind propozitia
pentru numerele prime mai mici ca p, sd ardtdm cé rezultd
pentru p. In acest scop, se foloseste identitatea

(a® + b?) (4° + B?) = (ad + bB)* + (aB F bA)?

care aratd ci produsul a doud sume de patrate poate fi
scris in doud moduri ca suma de patrate. De vizut dacd
in una din forme nu se pot face simplificari.

164. O sumid de doud patrate poate fi descompusd in
factori cind lucrim cu numere complexe.
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1. N = 122-54—10: 2'6-604—'1022

365 360 + 5

y M2 112 1 12 127

449 < 448 4 T 508 < 507

b) 3599 = 3600 — 1 = (60 — 1) (60 + 1) = 59-61.

¢) Se observd cd succesiunea cifrelor este

13 13-3(=39) 39-3(=117) 117-3 (= 351)

d) viteza medie = distanta impartitd la timpul de parcurs.
Distanta 60 km + 60 km = 120 km. Timpul = 3 ore + 111
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Fig. 38

+ 2 ore =5 ore. Viteza medie = 120 km: 5 ore =
= 24 km fora. Calculul analog dacd nu cunoastem distanta
si o notdam cu d. In acest caz, distanta totald = 2d.
Timpul = _d- + 4 , U= Zd:(%} + %J; se simplifica prin
d $i obtinem v = 24.

Nepotrivirea intre prima impresie de moment (v =
= 25) si solutia justd (v = 24) se explicd astfel: numai
dacd mobilul merge 3 ore cu viteza v, §i tot 3 ore cu vileza
v,, Viteza medie este media vitezelor. Mobilul din pro-
blem# a mers mat mult ttmp cu 20 km/ord decit cu 30
km /ord, de aceea viteza medie e mai aproape de 20 km jord
decit de 30 km/ora.

3. HB’ | d, intilneste pe 4’ in B (fig. 38). Analog,
CC’. Perpendiculara din 1/ pe BC va trece — daca ar fi
prelungitd — prin A =dnd’.
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4. Prin translatia de 1 cm, verticald, in sus, patrulaterul

mirginit de liniile b, si a, se suprapune peste cel cuprins

intre b, si a,, deci aceste doud figuri sint egale (fig. 2).
Dacd din aria de la b, la a, scidem 1) pe cea de la b,

la a,, obtinem ,linia“ b; 2) pe cea de la b, laa, obtinem

Hlinia“ a.

6-x=1—00V; V—z=_2
109 109
Dy = L 3%y 8959 din V.
109 100 109

Notd. Cind spunem atit la sutd, trebuie si fie clar
(clnar dacd subinteles) din ce. ,Cu cit la sutd isi micso-
reazii gheata volumul*? Intelegem cu cit la sutd din
volumul aheget

7. Volumul dislocuit de gheatd este 1,3 dm3, exact
cit trebuie pentru gheata topitd. Nivelul rdmine acelasi.

8. Masina parcurge IG in 10 min. Ea sosind in G la ora 8
a fost in I la 750, Inspectorul a facut de la ora 7 la 7% dis-

tanta GI, mergind cu 6 km /ord. Deci, a) GI = 6 km - % =

= 5 km, b) masina merge 5 km in 10 min, v = 30 km Jori,
¢) daca santierul e in S sau in alt punct, S’, economia de
timp rdmine aceeasi; deci datele problemei nu permit
aflarea raspunsului c.

9. Dupé ce s-a indepirtat de laditda 10 minute, pentru a
o regisi face tot 10 minute. In intervalul de 20 de minute,
ladlta a parcurs 1 km. Deci ea a mers cu 3 km/ora
Observare. S-a presupus cd efortul muscular Imprima
barcii aceeasi vitezd u, fatd de apa curgitoare ca siin

A9
—_— \ S
/-~
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apa stdtdtoare. Lste complet justd, din punct de vedere
fizic, aceastd presupunere’

Lopata este o pirghie, avind ca punct de sprijin apa.
Acest sprijin este mai puternic atunci cind apa vine spre
lopata decit atunci cind fuge din fata ei.

10. Cantitatea totald de lichid din A este aceeasi. Deci
A contine atita alcool citd apd ii lipseste. Dar apa care
ii lipseste a fost turnatd in B.

11. Daca numerele x, ¥, z sint toate pozitive, egalitatea

nu este posibila cac1———1—-_:——< ! (avind numitorul
+y+z z
mai mare). Analog dacd toate trei sint negative. Fie
2<0, y>0, z2z>0, z=— X(X>0).
Egalitatea poate fi scrisd
1, 1 _ 1 1
;+ z y+z2— X + X

deci
yz = X(y + z — X)
—(y+2)X+yz=0

care are ridicinile X = y 5i X = z.
Daci z = — y, 2" = — y" si egalitatea de demon-
1 1
strat se reduce ja — = —.
zn zn

Analog daci sint doud numere negative $i unul pozi-
tiv.

12. z = (sau y =1), f(x, ¥) >1. Pentru =z =2,
y=2f(z, y) = —3Z< 1. Pentru valori superioare ale lui
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x sau ¥, vom avea f(z, ¥) <'—z < 1. Deci f(z, y) =1 nu

e posibil.
13. OM este mediani in triunghiul dreptunghic OAB,

: < 1 - <
deci egald cu-TAB = constant. Cind scara aluneci, M

se migcd pe un arc de cerc.

14. Daci rotim triunghiul ADC in jurul lui AC (fig. 39)
unghiul DFE/| initial de 180°, se micsoreazi. Si distanta
DE, laturi in triunghiul DFE cu DF si I'E constante, se
micgoreazd.

In triunghiul DCE, DC si CE rimin constante, iar
DE se micsorcazd; deci si unghiul DCE, opus ei, se
micsoreaza.

15. Dintre cele cinci segmente ce pleacd din 4 (fig. 40)
existd tret la fel colorate (nu pot i doud negre, doud
albe — al cincilea cum ar {i?). Ele sint muchii din 4
in tetraedrul ABCD. Cum si colorim laturile triunghiu-
lui de bazd BCD? Dacd colordm una din ele la fel cu
muchiile din A4 (linii pline in figurd), apare un triunghi
in conditiile problemei. Dacd le colordm altfel decit
muchiile (linil punctate in figurd), atunci triunghiul
BCD va fi in conditiile problemei. Deci, oricum, existd
un astfel de triunghi.

18. Dacd ea este cireasd, avem

Etichete CV, C, V Sub € nu putem pune CV, cici

Realitate C ar rezulta sub V tot V si eti-
cheta nu ar fi gresiti. Deci sub

colectia cristal 4 colectia cristal 4 colectia cristal
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C Fig. 39
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C trebuie pus V sideci sub V, CV. Analog, dacd am scos
visind, obtinem CV, C, V

v,cv,C

17. A nu e in 0,, 0,, O4 cf. (1). El nu e nici in 0,, O; cf.
(2). Deci Oy — m — A.

Cf. (2) B, Oy si Oy au profesii diferite; deci Oz nu
ei; cf. 2b, nu e m, rezultd O; — p si Oy — 1.

Cunoscind profesiile, putem atasa persoanele.

Obtinem

o, 0, 0, 0, 05 O
m p i i p m
B F D C E A

18. O0,: am negru sau alb. S& admit cd am negru. Sint
posibile din nou doud ipoteze: O, are negru sau alb. In
ipoteza — N N, O, ar rdspunde ,Stiu“, deci accastd
ipotezd cade. In ipoteza — A NV, O, rispunde ,,Nu stiu“.
Dar O0,? Acesta rationeazd astfel: dacd as avea negru, O,
ar fi rdspuns ,,Stiu”“; el a spus insd,, Nu stiu“, deci am alb.
In ipoteza — A N, O, ar rispunde ,Stiu: am alb“. Dar
el a raspuns ,,Nu stiu“, deci cade si aceastd ipotezd.
Ambele ipoteze in care eu as avea negru au cadzut, in-
seamnd cd am alb.

19. Daci sint » discuri negre, n + 1 oameni §i a discuri
albe si dacd O, vede numai negre (») rdspunde ,Stiu:
am alb“. Daca el raspunde ,Nu stiu“, inseamnd ca nu a
vizut numai negre; in acest caz, daci O, vede numai
negre, rispunde ,Stiu: am alb* (folosind 1poteza ci O,
nu a vizut numai negre).

In general, primul care vede dupd el numai negre si
stie cd precedentii au rdspuns ,Nu stiu“, rdspunde:
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»Stiu, am alb“. Demonstratia prin inductie complets.
Fie i rangul acestuia. Admitem propozilia pentru 7 — 1
giardtdm cd rezultd pentru 2. Conform propoziliei admise,
dacd Oy_, ar fi vdzut numai negre, ar {1 rdspuns ,Stiu“.
Insi el a rispuns ,,Nu stiu“, decinu a vizut numai negre;
in aceasti situatie O,, care vede numai negre si stie ci
precedentul siu a rdspuns ,Nu stiu“, deduce ci el insusi
are alb.

20. P il ia deoparte pe.O si ariitind cu mina unul din
drumuri d, intreabd: acesta este drumul bun?

S4 admitem cd O este mincinos (0 = M)
1) Drumul 4, este cel bun:
P: Acesta e drumul bun?
M: Acesta e drumul riu.
Eu: Ce i-ai spus lui P?
M: Acesta e drumul bun.
2) Drumul d, este cel riu,
P: Acesta e drumul bun?
M: Acesta e drumul bun,
Eu: Ce i-ai spus lui P?
M: Acesta e drumul riu.
) In ambele ipoteze, ultima afirmatic a lui M este
justa.
118 Dacd omul este sincer, rdspunsurile sint clare.
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21. Numirul 36 poate fi scris ca produs de trei factori in
mai multe moduri:

1H1:-1-36 4)1-4-9 7)2-3:6

2)1-2-18 51:6-6 8)3-3-4

3)1:-3-12 6)2-2-9

sumele celor trei factori sint

1) 385 2) 21 3) 16; 4) 14; 5) 13; 6) 13; 7) 11; 8) 10.

In cazurile 5 si 6 obtinem aceeasi sumd. Conchidem
cd numdrul etajelor cste 13. De aceea B rispunde si
acum cd nu se poate afla (dacd de exemplu numiirul eta-
jelor ar fi fost 10, B ar fi stiut cii e in cazul 8).

Pind aici B nu poate rdspunde decit cd virstele sint
sau 1, 6, 6 sau 2, 2, 9. In momentul in care i se vorbeste
ceva despre ,cel mai mare“, ipoteza 1, 6, 6 cade si
rdmine singura compatibili cu conditiile problemei:

2,2, 9.

22. Rezultd cd numdirul baietilor b este cu 8 mai mare
ca al fetelor f.

Ajungem la o problemé-tip: si aflim dou& numere cind
cunoastem suma si diferenta lor.

In cazul nostru, dacd din 72 persoane scoatem 8
baieti, ramin 64 persoane, tot atitea fete citi baieti.
Rezultd cd sint 32 fete §1 40 baieti sau initial: 34 fete,
40 baieti.

23. Fie A = al, numirul de pe linia I §i coloana j.
S4 ardtdm cd el este mai mic decit orice numir b majo-
rant al unei coloane. Fie b = a%,, majorantul coloanei k.
Avem ai < d%¥ < a%. Dacd insd k =j, al <aj, cici
b = a}, e cel mai mare rumir al coloanei j. Decial < b,
oricare ar fi b, in particular A = a! < B.
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Se poate insi intimpla si si coincidd A4 = al (ccl

mai mic numir al linie1 i) cu B = al, ca cel mal mar:

numdr al coloanei j si tolodatd cel mai mic dintre majo-
rantii coloanelor. Exemple:

a a

1 1 2 1 291 2 3 1

5 6 7 5 5 6 7 5

4 8 9 4 S 4 9 4

b: 5 8 9 b:8 6 9
4=B A=5.B=6

Notd. Dificultatea este legatd numai de limbaj.

24, Avem AC, = AB,. Dacd indoim aceste segmente,
CB, peste CA, si BC, peste BA,, obtinem perimetrul
triunghiului. Deci unul din ele este semiperimetrul, p.
Acum BC, = AC, — AB =p —c.

Pentru cercul inscris indoim BA | peste BC,, CA, peste
CB,. Decidacd din perimetru scoatem cele doud segmente
din B si cele doud din C, am scos de doudl ori latura a.
Asadar AB, 4+ AC, =2p — 2a; AB,=p - a.

Netd. Pentru a intelege demonstratia si a o gindi
concentrat, ea trebuie ficutd incid o datd, fard a mai folosi
literele (4, Cy, B, ...) care ne-au servit ca sd o expunem.
Pentru sine, cititorul poate spune: dsta vine peste dsta etc.
Actul de a gindi o demonstratie nu coincide cu acela de
a o redacta, de a o comunica spre exterior. Expuncrea
introduce lungimi care déduneazd gindirii conceniralte,
esentiald pentru a intelege si gusta o demonstralic. De
aceea este esential ca cineva sii reconstituic o demonstralie
cititd, si o facd a lut.
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B G

5

[

5. Deoarece BC, este egal cu semiperimetrul, AC, =
r, = p — c(fig.20). Analog,r, = p — b.Suma razelor
esle 2 p—b—c=ua.

26. Prima teoremd: orice element al lui F este in L,
adicd F c L.
A doua: orice element al lui L este in F, adicd L c F.
Ambele teoreme: Fc L siLc F, adicdi F = L:
multimea punctelor la egald distantd de A si B este
aceeast cu multimea punctelor mediatoarei.

27. Desenam doud triunghiuri asemenea ABC, si A'B'C’,
astfel ca BC; < BA (fig. 41). Cautam punctul C pe semi-
dreapta AC,, astfel ca BC = BC, (cu compasul; il putem
gisi pentru ¢d BC, < BA). Triunghiurile ABC, A’'B'C’
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. . . . o o~ S AR
indeplinesc conditiille din ipotezd A = A SO
BC N o - . =
= o dar nu sint asemenea cici € % C’ (pe figura,
C e obtuz, iar C' ascutit).
Observatie. Propozitia

[‘4 =4 = B’ig, ) = ABC ~ A'B'C’

nu este adevarati. Ce nu e adevirat? Implicatia. Nu-i
adevdrat cd dacd ipoteza e indeplinitd, in mod necesar
e indeplinitd si concluzia. Unii interpreteazd astfel:
»propozitia nu-i adevdratd; inseamnd c# triunghiurile
nu sint asemenea“. Interpretare gresitd. Triunghiurile
pot fi asemenea sau pot sd nu fie asemenea. Informatiile
date de ipotezd nu sint suficiente nici pentru a afirma ci
sint, nici pentru a afirma ¢d nu sint asemenea. Pentru a
putea face una din aceste afirmatii ne mai trebuie o in-
formatie in plus, despre cele doud triunghiuri.

29. Construim triunghiul dreptunghic AB,C (fig. 42).
Descriem un arc de cerc cu centrul in A si raza AB,,
care mai taie dreapta BC in B. Triunghiul ABC are
elementele %, b, ¢ aceleasi ‘ca si triunghiul AB,C.
deci verificind relatia. Dar ABC nu este dreptunghic.
Reciproca nu este adevaratd in sensul ca din relatia
fz_: :ﬂ + —12—nu rezulti in mod necesar c¢d triunghiul
a 2 c
ABC cste dreptunghic.

30. Deoarece oricum am aseza o placd, ea acoperd trei
culori, daci s-ar putea pardosi cu pldci intregi, ar trebui
sd exisle tot atitea patrate din fiecare culoare. Insi avem
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Fuig. 42

23 patrate cu culoarea 2,23 cu 3 1 numai 20 cu 1 (pentru
cd s-au scos cele 4 din colturi).

32. Deoarece A, este simetricul lui M fatd de BC,
analog M,, M, linia mijlocie A’ B’ in trlunghml ABC
este si linie mijlocie in triunghiul M,M,3,. Rezultd
MM, (=2A'B")y = AB si analoaﬂele Trlunghmrlle
AB(' si M, M,M, fiind ec'ale s1 cercurile circumscrise
lor sint egale (f]f‘ 32).

Notd. Problema se numeste ,,Problema piesei de 5 lei
a lui Titeica“, deoarece acest ilustru matematician a
descoperit enuntul desenind niste cercuri cu o monedi
de 5 lei — deci cercuri egale.

33. Consideram figura 43, in care ry <r, <r;, deci
Y1 > B By >, Y2 >
Din C, coarda AB, comund cercurilor ABA si ABC,

. 1 1 ..
este vazutd sub unghml%—[—%, deci din O centrul
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Fig. 43
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cercului ABC, este vdzuti sub unghiul o, + B,. Dar
Y1+ Y2 > o, + B, de unde ry < R. Analog, aritidm ca
R <r,.

Obseroatie. Putem considera problema precedentd
drept un caz limild in carc in loc de ry < r, < ry, avem
rg = ry = r,. Dacd oricit ar fide apropial ry de ry, avem
r, < R < rl, la limita, cind ry =ry; $1 R =ry; =r,.

34. Ducind B’'D || AB, (D, pe CC’) se formeazd triun-
ghiul NB’'D asemenea cu NBC’. Rezultd

v B Lacr Luas
, ’ 3
—_— = = —_— . = = — deci
NB BC’ 2 1B -2—AB
3 3
NB ) 6 BN 6

NB + NB’ 146 BB 7
Raportul ariilor triunghiurilor BNC si BB’C este
egal cu raportul indl{imilor din & si B’ egal cu BN

B’

(din 2 tr. dreptunghice) deci egal cu Insi aria

E]
BB'C = 1 S. Rezultd aria BNVC =7 %S = 2_61 S'si deci
aria NBC_ ! S—%S_ L.

Nu este nevoie si reluim calculele si nici rationa-
mentele pentru a afirma cd aceleasi relatii se mentin
pe celelalte laturi.

Rezultd ci: 1) cele 3 triunghiuri (1), (2), (3).sint echi-
valente

=@ =0E) =28
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2) cele trei patrulatere sint echivalente, unul din ele
find Ls—25=3g
3 21 21

5
(6 =) =(6) = =5
3) triunghiul din mijloc este echivalent cu (1) 4

+ (2) + (3) (sau cu S din care scﬁdemiS §i;—iSJ

1
(1) =25

35. Dacsd lusmAC — B4 _CB _ 1 (geci k in loc de
AB BC C.1 k

3), prin calcule cu totul analoge, ob{inem:

1

unul din cele 3 tr. are aria —————
Kk — k + 1)

unul din cele 3 patrulatere——k'—L—S

k(k* — k4 1)
triunghiul din mijloe k=2" g,
k—k 41

Exemple: obtinem rapoartele:

1 5 <ol
pentru k =3, 0’ 2—), %(regamm)

—

k=2, 1, 1,0
6 6
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(céci triunghiul din mijloc dispare, iar patrulaterele devin
triunghiuri).

R
52 52 13

52
N
105 105 21 52
r=3 8 21 =5
2 95 95 19 95
3. rirgrs =21 —2)y (1 —y)z(1 —2) g%.%.%(egal
K3 £ 3
1 1 1) . . . -
= —> = —y I = —|>
pentru z = 5 y = S A= 2) inegalitate imposibild
1 1 1
entrur; >—, ry >—, T —=.
p 1 PR s %

Notd. Aceasta este solutia cea mai simpld la problema
propusd. Rationamentul fdcut cu folosirea figurii 22 ar
rimine totusi util pentru o problemd mal complexi:
ce sisteme de valori pot lua numerele ry, r,, 75.

37. Pentru calculul volumelor ludm ca bazi fata AC,D,
si ca virfuri B, si B (fig. 44). Deoarece raportul inilti-
milor din B, si B este egal cu AB,/AB, rezulti ci si
raportul volumelor celor doud tetraedre AB,C,D, si
ABC D, va fi tot AB,/AB. Volumul tetraedrului este o
méirime proportionald cu muchia AB,, deci cu fiecare
din muchiile 4B,, AC,, AD,. Acum aplicim regula de 3
compusd

AB AC AD ... |4
AB, AC, AD, ... V,=2?
Rezulta AT AB, AC, AD,
vV AB AC AD
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Fig 44

38. Fie M, M, M, M, M, M, puncte pe muchiile
AB, AC, AD, BC, BD, CD ale tetraedrului ABCD si fie
_AM, _AM, o AM, . BM. BM,

S Ty = =73 = =
VU T Y Tae TP ap "5 BD

’

xsz—C—M‘—. Avem O < z; < 1.
128 cD
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Din problema 37 rezulta

" — Y
T= = iy Ty = b= z475(1 — z,);

"32?:%(1 To) (1—24); "4——7—(1 ) (1—25) (1—2)

Deci:

riraraty = 24(1 — 21) 2y (1 — 25) 2y(1 — 23) z4(1 — =)

z5(1 — x5) zo(1 — 26) <

=
.

P11 1
4 4 & 4 22

W =

Nu se poate ca toate numerele r,, r,, 15, 1y sd fie mal mari

1
ca —-.
8

39. Unghiul B (fig. 45), format de cele doud tangente din
N A~ P N\
B, este 2ABP, iar C = 2ACP. Vedem decici ABP +

N . A~
+ ACP = 90°. In acest caz, BPC = 360 — (180 — A) —
— (ABP + ACP) = 90 + A. Construim pe BC arcul
capabil de unghiul 90 4 4.

40. a. Construim cercul de centru A” si razd ;. Ducem
din A tangenta la acest cerc, care va fi dreapta AC.

b. Segmentul AA” (v. solutia precedenti) este vizut
din C sub unghiul 180° — A.

41. Folosim figura 46. In triunghiul BOM unghiurile
sint:

+x, M=90°—z

B=90—4, 06, =4
2 2
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Fig. 45
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in CON:

8‘:90—%;622‘%—+y;ﬁ=90—y
Insi ficind suma unghiurilor din O,

A+ 2 + 2y = 180°; x+y=90—%

ceea ce se cite@te:‘%—l— z=90—y

A~

adica 0 =N (sau—2—+ y = 90 — z, adicd O = M)

Cele doud triunghiuri au unghiurile respectiv egale
(M din primul egal cu CON din al doilea).

Proportlonalltatea laturilor (cu atentie la ce unghiuri
se opun): OB|CN = BM|OC, deci BM -CN = OB-0C

42. Avem Al- AO = AC? (teorema catetei) = AE- AF
(puterea punctului). Din AI- A0 = AE- AF rezultd
cd I, 0, E, F sint pe un cerc (reciproca teoremei de la

) -~ AN N S

puterea punctului). Rezultd EIA = EFO; OIF = FEO.
~ P

Insi EFO = FEO (tr. OEF este isoscel).

43. Triunghiurile AMD, AMC au un unghi comun, M,
Avem AM? = MB?= MD- MC (puterea punctului),

ceea ce se scrie §i AM . Unghiul M este cuprins
' MC AM
intre laturi proportionale, deci triunghiurile sint ase-

A~
menea. La M D se opune MAD; la omoloaga ei in triun-
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N AN N
ghiul mare, AM se opune ACH. Deci MAD = ACD.
Dreptele CE si AB sint paralele.

Notd. Criteriul doi de aseminare se intilneste in
probleme mult mai rar decit criteriul unu. Sintem mai
putin obisnuiti cu el. Aceasta ar fi poate o explicatie
nentru faptul cd problema — trecutd in biletele de
examen de admitere la Politehnicd mai multi ani — desi
relativ simpld, nu a fost rezolvati de candidatii care
au avut... nenorocul s o tragi.

P A\ . Pl
44. a) ANM = 45°; MNB = 45°, deci ANB = 90°;
P AN ~
dar si BNE = 90° (analog). Din BNA = BNE rezulti
ca NV, E, A sint colineare. Dar si CNA = 90°. Din BNA =
A~
= 90° si CNA = 90° rezultd B, N, C colineare.

A~
b) Din BNA = 90° rezultd cd locul lui IV este cercul
de diametru AB. Dreapta NM fiind bisectoarea unghiu-

Py
lui BNA taie acest cerc la mijlocul arcului AB, care se
afld i pe mediatoarea lui 4B la distantd de ABegalid cu

%AB, deci este fix.

45. Pozitia de minim m este la intersectia dreptei FF”
cu 4; suma minimd este segmentul FF”. Cind M se
depdrteazd de m intr-o parte sau cealaltd pe d, suma creste.

46. a) Fie F” simetricul lui F’ fatd de 4 si m (FF" x d)
(fig. 36). Dacd FF" < 2a, existd doud pozitii ale lui M
pe dreaptd pentru care MF 4 MF' = 2a (céci dacd M
se deplaseazd pe d, intr-o directie si in cealaltd, suma
creste de la valcarea I'I'” la o). Dacd FF'" > 2a, dreapta
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d nu taie elipsa. Daci FF” = 2a, dreapta si elipsa au
comun numai punctul m, dreapta 4 este tangenta in m
la elipsa.

b) Rezulld din a) cazul 3.

47. Din triunghiurile dreptunghice formate (fig. 37)
(b + ) = (dy + d))? + (ds + di)?
a* = (dy — d,)* + (dy + d1)*
Prin scadere,
b dd, = (b+ c)2—a®
Observatie. Avem si
(¢ — b)* = (dy — dy)* + (dy — d1)?
Scazind din a2
a® — (¢ — b)? = 4d; d;

deci produsul distantelor la bisectoarea interioard se
exprimd in functie de latura corespunzitoare si diferenta
celorlalte doua.

48. Deoarece tangenta in . la elipsd este bisectoarea
P
exterioard a unghiului F'MF, obtinem
4dd, = (2a)? — FF'*

Produsul distantelor de la focarele elipsei la o tan-
gentd variabild la elipsd este constant. -

19. Din egalitatea triunghiurilor mentionate rezultd
P
4’0, = 470, 51 0,4'0, = A + [180 — (90 + 4)] — in 133
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paranteza dreaptd avem cele doud unghiuri egale cu un-
ghiurile ascutite ale unuia din triunghiurile considerate.
A~
Deci 0,4°0, = 90°.
Triunghiul A’0,0, este deci dreptunghic si isoscel.
Observatie. Cind A este obtuz, figura e putin schim-
batd, unghiul din B’ (si din C’) va fi 270° — 4 ; in rest,
demonstratia rdmine aceeasi.

50. Deoarece triunghiurile B'0,0, si B'0,0, (fig. 47) sint
dreptunghice, isoscele, o rotatie de centru B’ si unghi
90° suprapune triunghiul B'0,0, peste B’0,0;.

51. Obtinem

0,08 =218 5 s 60 + C

V2 3+ s — 2 3 %8 (60 + C)
Schimbind pe & cu ¢,

010§=“_;+L:_2:‘;icos(60+3)

Deci trebuie si ardtim cd
b2 — 2ab cos(60 + C) = ¢ — 2ac cos(60 + B)

Inlocuim pe @ prin 2R sin A, analog pe b si ¢, pentru
a avea o relatie numai intre unghiuri.
Relatia de demonstrat devine

sin? B — sin? C = 2sin A sin B cos (60 + C) —
—2sin Asin C cos (60 + B)

Dezvoltind pe cos (60 + C) si cos (60 + B) se reduc
doi termeni §i obtinem

sin2B — sin?C = sinA sinB cosC — sinA sinC cosB

colectia cristal ¢ colectia eristal ¢ colectia cristal



BOLUTIA

Membrul I poate fi scris sin (B + C) sin (B — C)
iar al doilea, sin A sin (B — C). Insi sin A = sin (B +
+ C).

52. Fie A’ simetricul lui 4 fatd de 0,0,. Avem 0,4 =
= 0,4"; insd 0,4 = 0,C, deci 0,4' = 0,C. Unind
0, cu A’ se formeazd in O, patru unghiuri: primele doud
(de sus pe fig. 28) egale, « si «, al treilea 6C — «, al pa-
trulea 120 — oo — 60 = 60 — «. Deci §i ultimele doud
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sint egale si 0,0’ este bisectoare in triunghiul isoscel
A'0,C. Altfel spus: simetricul lui A’ fatd de 0’0, este C.
Analog — fard a mai finevoie si refacem demonsiratia —
simetricul lui A’ fatd de 0’0, este B.

Rezults 0'B (= 0'A’) — 0'C si BO'C — 120°. Deci
O’ este pe mediatoarea lui BC, segmentul BC este vizut

din O’ sub unghiul de 120° §i, O’ fiind exterior, rezulta
cd 0'=0,.

[523

3. In triunghiul A0B, avem OA = R cos o, OB =

.1
Py
= R cos B, AOB = 60° + o + B = 150° — y (pentru c&
o+ B 4 v = 90°). Aplicdm teorema cosinusului (renun-
tdm la factorul R care va apare la toate laturile — sau
presupunem R =1, ceea ce nu schimbd problema).

AB? = cos®e + cos*B + 2 cose cosB cos (30 + y)

AC? = cos?a + cos®y + 2 coso. cosy cos (30 + B)
Rimine si ardtim ci

cos?B — cos®y = cosa (cosB siny — cosy sinB)

Inlocuim cos « prin sin (B + y) si facem calculele.
Observatie. Putem si ne limitdm la latura AB, dar
sd-i transformdm expresia, astfel incit si obtinem o
expresie simetricd in o, B, y.
Obtinem:
AB* = cos®* o + cos®3 + cos?y — 1 + sin®>y +
+ 1/3 cos « cos B cos y — cos o cos B sin y
Insi
sin®y — cos « cos B siny = sin y [cos (x + B) —
cos o cos Bl = — sin « sin B sin y
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Solutie geometrici. Considerim triunghiul 4,B,C,;
format de mijloacele coardelor care subintind cite 60°.

S A R
Avem (fig. 12) AB,C, = BAa (alterne interne) =

= ar, cr, a = 30° (cdci arcul cuprins este 60°). Analog,
AC,B, = 30°. Inseamnd ci A este centrul triunghiului
echilateral construit pe latura B,C,. Putem acum aplica
problema 52.

54. Notdm r numirul complex de modul 1 si argument
60°. Figura 12.
Cele 6 puncte de pe cerc au afixele:

a, ar, b, br, c, cr

{cdci ar are modulul lui @ si argumentul mai mare cu 60°
ca al lui a).

Punctele A, B, C au afixele: -
% (a+ er), % (b + ar), 1 (c + br)
—_— — — B
Vectorul AB (= OB — OA) are afixul
1 : 1
Y (b + ar — (a + cr)], iar AC, 5 [e + br — (a + cr)]
ABC este echilateral; e o conditie echivalentd cu
— — Py
| AC | = | AB | si BAC = 60°.
Problema se reduce la a verifica relatia
(b+ar—a—cr)yr=c+br—a—cr
care se scrie
(@—c¢) R+ )=(@—cy; rP=r—1, 137
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relatie ce se verificd imediat fie prin calecul, fie geometric,
reprezentmd vectorul r2 de modul tot 1 si de aruument
2-60° = 120°.

Notd. Solutia poate fi transcrisd intr-un limbaj pur
vectorial — fard cunoasterea numerelor complexe — dacé
citim ar sub forma: vectorul a rotit (in sens direct) cu
60° 51 dacd tinem seama ci rotind fiecare termen al unei
sume de vectori cu acelasi unghi §i suma se roteste la fel.

85. Cu AC punctat, aceeasi figurd, reprezintd o prismi
cu baza ABC, tdiatd de un plan A'B’C’. Intersectia intre
planele A’B’C’' si ABC este o dreaptd. A. Dreptele BC
si B'C' — situate pe o fatd a prismei — se taie intr-un
punct o. Punctul « apartine si planului ABC si planului
A’'B'C’, deci intersectiei lor, A. Idem punctele B, v
Cele trei puncte o, B, v sint pe dreapta A.

Observatie. E posibil ca A’B'C’ || ABC, in care caz
punctele «, B, vy sint la infinit.

Notd. In general, problemele de geometrie in spatiu
le rezolvim desfiacindu-le in mai multe probleme de geo-
metrie pland. Aici, o problemd de geometrie pland o
demonstrdm folosind teoreme de geometrie in spatiu.

Ideea era ascunsi tocmai pentru cd nu ne asteptam
la 0 astfel de inversare a obisnuitului: problema de geome-
trie pland — metoda: o configuratie din spatiu !

Interesant e si faptul c¢d in interpretarea spatiald folo-
sim numai teoreme legate de relatia de incidentd (inter-
sectie de plane, punct situat pe o dreaptd, dreaptd con-
tinutd in plan etc.), pe cind in prima metoda foloseam
si rapoarte de segmente.

56. 1) Punctam AC si A'C’' (fig. 14). Acelasi desen va
reprezenta o plramlda SABC, tiiald de planul A'B'C’.
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Fie A intersectia planelor ABC si A'B’C’. Punctele
o, B, v apartin dreptei A.

Prin teorema lui Menelau, solutia e mai lungid decit
in problema precedenld:

Din triunghiul SBC t#iat de transversala « B'C’,

aB C°C B'S

. = 1. Analog:
aC C’S B’B + g
M.A4L?7‘+1
ﬁ.l A8 C'C
A B’'B A’ S
¥4 B =41
A vB B’S 4’4
Inmultind,
o BC yd _ 44
«C pd yB '

57. Dreapta M, M, taie dreapta 0,0, in C’ si din triun-
ghiurile dreptunghice C'0,M,, C'0,M, rezulti g,g‘ =

2

= -1 deciC’ = C. Punctele A, B, C se afld pe dreapta
d, de intersectie a planelor M, M,M, si 0,0,0,.

58. Din # + y =6, ay = 7 rexlts 2 =3 + /2,y =
=3 — |/2. Calculam pe z*; obtinem 843 4 589 ]/ 2.

Deci f/843 + 589_ V/2=3+ l/i (iar al doilea radi-
cal este 3 — ]/ 2).

60. In cazul general, fractiile considerate sint

m— 2 m—4 m— 6 m — 2h
’ ’ .

2 4 6 2
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Daca 2k =2°-i, i, impar, m — 2h = 2% (2"% —i);
numérul din parantezi este impar.

6l. k=i, a=2" k=2b.7 q= 2"
In partlcular pentru k=21 aqg=2. In sirul
Cho(k=1,2,.., 2"—1),

numai termenul din mijloc (cu valoarea cea mai mare)
este multiplu de 2 fard a fi de 4.

(2F 4 1) (2% +3) ... [2F 4 (2% — 3)]- [2% + (2% —
— 1] —1-3...(2* -1

(2%t factori). Produsele impare se reduc. Grupdm cite 2.
(22041 - M 8 — 1) (221 4+ M8 — 1) ... (2% 4 M8 —1)

2572 factori §i cidutdm cu ce se inmulteste 22*1. Ludm
factorul 2%:*! din o parantezd si factorii (M 8 — 1) (M
8 —1)...(M 8 — 1) din celelalte 2*2 — 1 paranteze;
acestea fiind in numir impar, obtinem M 8 — 1. Deci
2%+ (M 8 — 1) de 2%2 or, asadar 28%1.

in problems, k& = n — 1. Raspuns final: a =
3 (n—1).

64. Fie n = 2™, q, = 2n+m-l.' Obtinem:
n+1 — 2n+m + an Qppo = 2>1+m+1 + 2n+1 + 2n+1;
n+3 — 2n+rn+2 + 2114—2 + 2n+2 + 2174—2 — f)n+7n+2 + 3 . 2n+2'
n+4 — 27‘+m+3 + 3. 2n+3 + 211+3 — 2n+m+3 + 4 - ’)n+3
ceea ce ne bugereaZd.
a,.H‘ — 2n+m+i—l _{_ l 2n+i—1

formuld ce se demonstreazd imediat prin inductie asupra
lui .
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S& cercetdm acum dacd a,,; este putere a lui 2.

Anyi = an+i-t (2m + l)

Este necesar si sulicient ca 2™ 4 ¢ s fie puterea lui2,

deci i = 2™, Se poate luasii=3-2™ 7-2™m. (281 —1)-
-2™, insd — prin metoda adoptatd de noi, e suficient
sd aritim cd pentru { =2™ avem o putere a lui 2 si pen-
tru ¢ << 2™, nu. Pentru ¢ = 2™, obtinem a,, = a***™.

Am dovedit ci dacd pentru n =2", avem a, = 2"*™!
atunci si pentru n = 2™+ avem aceeasi relatie §i cd
pentru valori ale lJui 7 cuprinse intre 2™ si 2™ a, nu

este putere a lui 2. c.c.t.d.

65. Fie E:é.?’..i L., 21

4 6 2n

Mirind cu 1 si numdrdtorul si numitorul la fiecare
fractie din E,

E< 2 46 2n
3 5§ 7 2n + 1
Deci E2 < — 2 , E !

4<:
n + 1 Van + 1

Interpretare. lim E = 0.
n—oo
a a—+2r a-+ b4r

Generalizare. . -
a—+r a+3r a+ 5r

a+ 2nr 1
a -+ (2n + 1)r Va+ (2n + 3)r

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ colectia cristal



142

SOLUTIA
65. E = (n + 1)t — 1k = pi [(1 + 1.]" — 1]

n

Insa (1 + 1)k< 1 4+ L (caci funclia a*, cu @ >1 este
n n
1

l=d

crescdtoare). Rezultd E < nh.i, E <
n
Deoarece 1 — k& >0, lim E = 0.

67. flo) =1 + Vm; 1(5) =2+ + 2

Este necesar ca 1 + |/ = 2V—1—+%;m+2[/n_z:

=2m; |/ (/im —2)=0; m=0 sau m = 4.

Daca f(x) = constant, atunci m =0 san m = 4.
Riamine sd verificim dacd, in adevdr, pentru aceste
valori, f(z) = const.

1) m =0, f(zx) = cos® x + sin® z = 1.
2) m = 4, flx)=|/cos’z + & (1 — cos®x) +
V/sindx + 4 (1 — sin®zr) = 2 — cos®x + 2 — sin®z = 3.
1 — sin A ‘1 — sin '—4—)2
2 2

2
1+ sin ‘i
2

n

68, N AM — MT _
Yy AM 4+ MT

cos? 4
2
Problema devine:

Intr-un triunghi oarecare

. B
1—sin4— 1——sm-)~

> 2. o1

b
cos — cos —
2 2
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. o A B
Tinem seama cd 3= 1y > tg;_:
Identitatea revine la:

C

C . A . B
cos -~ — S cos = [sin =+ sin—=] =10
3 cos = 33 eos G [sin G+ sin )
A doua sumai este
lsin‘% + sin g) cos-i——{- (sm = 4 sin )cos =+ (sm ~

+sm—)cosf sin +smB+’-{-sinC 4_
2

c 4 B
= €08 — - €0S — + c0s —.
2_* 2+ 2

69. Stimcd 22 + px + ¢ = (xr — ;) (z — =)
Sd cdutdm radicinile trinomului

cos®a — 2 cos b cos ¢ cosa — (1 — cos®h — cos?c) = 0

cos a = cos b cos ¢ + [/coszb cos*c + 1 — cos*o — (o0s?¢c

Sub radical avem (1 — cos2?b) (1 — cos%c) = sin?b sin%c
Deci

cosa = cos b cos ¢ + sin b sin ¢ = cos (b + ¢)

E = — [cos a — cos (b + ¢)]-[cos a — cos (b —c)]

sin

o . —_— . —_— . L P
E=4 stna+;’+csznh+c 2 sin :’+csma'z 4
3 : ;

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ colectia cristal
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70. Dupéd ce reducem pe z la puterea cea mai mare, pre-
cum si, in cazul m impar, termeniiliberi, termenii ramasi
pot fi grupati astfel:

Ah — C?,{"“l x(m-}—l) (m—2k+1) _ C?)I:+1 xm(m—2k+1) +

+ C% x(m+1) (m—2k)

Ay = CZ—1 gint1) (m—2k) (xm+1 _m ‘; 1 on 4y m= 2]’: + 1)
2 2

n
Vom avea y =3~ A4, unde n ZTTl (m, impar) sau
k=1

m
E(m, par).
Urmeazi si impértim polinomul Q din parantezd cu

(x — 1)? si s8 arditam c& obtinem la cit numai coeficienti

pozitivi. Notim % =a- Avem

Qz) = 2™ — 1 —a (2% — 1)

Qz)y=(x — 1) (@™ + 2™t + ... + 1 —a (z%71 +
+ xz%2 L 4+ 1) . (x — 1) C(x)
Clxy=am + 2™ 4 ... 4+ 2% + (1 —a)x®1 4 ... 4
+(1—azx+1—a

Dacd impirtim pe C(x) la x — 1, obtinem, dupid
schema lui Horner, urmatorii coeficienti la cit:

1,2,3,.... m—2k+1, m—2k+141—a, m —
—2k+14+201—a),...,m—2k+1+
F@EE—1) (-0
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adica

1,2, 0, A=m—2k+1,A—24, 424, A—
2k 2k

2% — 1

2k
acestia sint toti pozitivi.

Daci fiecare A, este (x — 1)? inmultit cu un polinom
cu termeni pozitivi, si suma lor, adicd ¥, va fi la fel.
Deci y >0 pentru orice x pozitiv, afard de x = 1, unde
y =0.

71. Fractia

este descrescdtoare, cici dacd z >g;
xr— aj

si x creste, fractia e pozitivd cu numitor crescitor, iar

dacd x < a; si = creste, fractia este negativd dar are

valoare absolutd din ce in ce mai mare, pe masurd ce x

se apropie de a;. Avem lim _bi + oo, + daci z >

I—8; x — a; -

bi

>a,, — dacd r < a;; aceasta inseamni ca

poate
Tr— a;

fi facut oricit de mare, dacd luim pe z suficient de
aproape de a;.

Dacd fiecare termen al sumei descreste, si suma des-
creste. Avem lim f(z;) = 4 oo, dupd cum z >a; sau

I—blli
z <a, cdci toti termenii cu numitori diferiti de
x — a; au in punctul e; valori finite.
Asadar, graficul functiei y = f(x) in intervalul (a;,
a;,;) este de forma din figura 48 b, iar in ansamblu, cel
din figura 48.

colectia eristal ¢ colectia eristal ¢ coleetia eristal
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73. Dacd y =a* cu a = (1 + 1 n, n un numadar dat,
n

pentru r = 1 obtinem a* =1 , acest punct (1,
n

1

4=

n n

14+ 1) fiind pe dreapta y = z + 1.
n

Tinind seama de concavitatea curbei ¥ = a* (y creste

din ce in ce mai repede), rezultd cd atunci cind n creste,

a = (1 —;—1]" creste si punctele de intersectie cu dreapta
n

4, (0,1) §i(1 , 1+ i) se apropie; c¢ind n — oo, aceste
n n

puncte tind s se confunde. Deci pentru n — oo, lim

g LT

Fig. 48 b
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LR

Fig. 48

47
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(1 —f—lJneste un numér a, astfel cd dreapta 4 e tan-
n

gentd la y = a” (aceastd valoare a lui @ se noteazi e),

Daci y=a* cu a = (1 —l———i—)", pentru z = —
n— 1 n

-1 —
obt,.inemy:( . ) =7 1:1—1-13unctul(— 1,
n—1 n n n

1 — 1) este pe dreapta ¥ = x + 1. Cind n creste, acest
n

punct se apropie de (0, 1), deci a descreste si tinde
tot la e.

74. 1) Unind O cu punctele M ale dreptei d, toate dreptele
proiectante OM vor fi in' planul (O, d), deci punctele M’
vor fi la intersectia 4’ a planului (O, d) cu planul 7.
Exceptie: cind planul (O, d) este paralel cu 7, 4’ este
»dreapta de la infinit“ a planului 7.

2) Ducem prin O un plan P paralel cu 7. Dacd drep-
tele d; si d, se intilnesc in M si M nu e in planul P,
proiectiile dreptelor, d;, d; se intilnesc in M’, proiectia
lui M. Dacd M este in planul P, dar nu in O, M’ este
la infinit §i d;, d» sint paralele.

Daci d,, d, sint paralele fird a fi paralele cu 7, punc-
tul lor de la infinit (OM [/ d,) se proiecteazd la distanta
finitd; protectitle d;, d, sint concurente (de aceea douid
drepte in realitate paralele — de pildd sinele unei cdi
ferate, trotoarele unei strdzi — apar in desen ca drepte
neparalele). Daca d, [/ d, || T, 1 proiectille d’;, d’, sint
paralele.

75. Doud fete opuse se taie dupd dreapta SE. Planul care
le taie dupa doud drepte paralele trebuie si fie paralel
cu SE (fig. 49). Pentru ca sectiuneca si fie paralelogram,
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planul de sectiune trebuie si fie paralel si cu SF, deci
paralel cu planul ESF.

Notd. Problema poate fi interpretatd astfel: fiind dat
un centru de proiectie S, si se afle un plan pe care un
patrulater dat ABCD si se proiecteze din S dupd un pa-
ralelogram. Conform problemei precedente, cele doud
puncte in care se intilnesc laturile opuse ale patrulateru-
lui trebuie sa fie in planul dus prin § paralel cu planul
de proiectie.

76. Pentru n par, 2 cite 2 vectori sint opusi, deci suma e
zero. Fie n, impar. Si admitem cd suma vectorilor 04
ar fi un vector OS diferit de O (fig. 50). Rotind tot sis-

o . .12 . .
temul in jurul lui O cu unghiul =¥, si suma se va roti
n

de acelagi unghi. Insi, prin aceasti rotatie sistemul
de vectori se suprapune pe el insusi. Am obtine pentru
acz:iasi vectori doud sume, OS s1 0S’. Rezultd ca 08 = O.

Daca cercul are raza 1 si proiectim vectorii pe axa
O, obtinem:

I + cos 2—7r+cos2-2—"+...+ cos(n—l)2—"=0
n n n

Daci proiectia o facem pe o axi cu care 04, face unghiul
a, in loc de 1 punem cos « si fiecare din argumentele
urmatoare creste cu o.

Dacd n este impar, 2 cite 2 vectori sint simetrici fata
de OA, deci au proiectii egale. De pilda, in cazul septa-
gonului, obtinem:

2n 4 6
1+2cos—7f+2 cos = 4 2 cos’—;r:O
7

77. Fie Q diametral opus lui P (fig. 50). Aplicim teorema
catetei in triunghiul PA,Q, dar proiectia catetel pe ipo-

colectia cristal ¢ coleetia cristal ¢ colectia cristal
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Fig. 49
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tenuzi o exprimdm cu ajutorul proiectiei vectorului OA,
pe axa OP.
PA} =2R- (R — pr- 0OA4,), unde proiectia OA, se
la cu plus sau minus, dupd cum e sensul ei pe axa OP.
Obtinem ), PA® = n-2R* — 2R (3 pr- 04)
Paranteza este nuli.

78. Da, dacd in loc de poligon regulat considerim un
poliedru regulat, iar punctul P pe sfera circumscrisd
lui. Nu existd insd decit 5 poliedre regulate: tetraedrul
(cu patru fete, patru virfuri); cubul (cu 6 fete, opt vir-
furi) si octaedrul (ce se obtine luind ca virfuri centrele
fetelor cubului — deci cu 6 virfuri si opt fete), dodecae-

>~ 20 virfuri)

s1 icosaedrul (ce se obtine luind ca virfuri centrele
fetelor dodecaedrului — deci cu 12 virfuri si 20 de fete).
(La dodecaedru, desi numairul virfurilor este par, nu
avem 2 vectori opusi).
Pentru problema din enunt, putem lua mai multe
poliedre regulate inscrise in aceeasi sferd.

. 12 -
drul (cu 12 fete pentagonale, deci cu 12

;9 n= 3 Fie C ml;locul lui 4 Az, CA + CA =0,
MA[ + MA2 =2 MC Rezulta MA + M4 + MA3-
=2 MC L MAs. Pentru ca aceastd sumi si fie 0

. .. .. —> . —> .
este necesar si suficient ca vectorii 2 MC si MA, si fie
opusi; adicd M si fie pe segmentul A;C la 2/3 din el de

A, (§i %de C). Deci pentru n =3, G este punctul de

intersectie al medianelor triunghiului A;A4,4;.
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Admitem propozitia pentrun. FieCA, + ... + CA, =
— — — —>
=0, MA, + ... + MA, = n MC. Rezultd MA, +
— —_— —_— —

+ ...+ MA, + MA,,, =nMC + MA,,,. Ca aceasti su-
ma sa fie 0, este necesar si suficient ca vectorii nﬁZ’ si
—_—
MA,,, sifieopusi, adicd M si fie pe segmentul 4, ,; Csi
MC si fie—"— din el.

n +1

T

80. Suma GA + GB + GC + GD =0 poate fi scrisa
in patru moduri de forma GA —i—(Zﬁ? + E;_F -+ 57)) si
5 —> —> — —>
in sase moduri de forma (GA -+ GB) + (GC + GD).
Consecinte. Suma GB + GC + GD poate fi scrisd
—
3 GG’, unde G’ este intersectia medianelor triunghiului
—> — —
BCD. Suma GA + GB poate fi scrisi 2 GG, unde G,
este mijlocul lui AB.
Avem GA +3 GG = 0, ceea ce aratd ci G este pe

segmentul ce uneste A cu G’ (Ia i—din el de G'). El este

si pe celelalte 3 segmente analoge. Avem G—(,?1 + (752 =0
(G,, mijlocul lui CD). G este la mijlocul segmentului
G\G,.

Obtinem teorema: dreptele care unesc virfurile tetrae-
drului cu centrele de greutate ale fetelor opuse si dreptele
care unesc mijloacele muchiilor opuse sint 7 drepte con-
curente.

colectia cristal ¢ colectia eristal ¢ colectia eristal



SOLUTIA

—>

— - —> —> —_ —_
81. PB+ PC =2 PO; PB+ PC = (PM+ MB) 1
_— —_— —_—> —_— > > N
+ (PN + NC) = MB + NC (cdci PM + PN = 0). In-
—_
sd vectorii M B si NC fiind egali, suma lor este pe bisec-
toarea AL a unghiului lor. Deci PO [[ AE.

—> —> —> —> -
82. Avem BC = BA + AC = AC — AB. Inmultim sca-
—>
lar cu BC.

— -
insa BC - BC = BC? = a2
az—b2+cz+2B_’7‘1~ZZ'; a? = b% 4 ¢2 — 2 be
cos A

(dacd BA | AC, a2 = b% + c2).
83. Fie A,0B, proiectia unghiului AOB pe planui Q

(fig. 51)
Avem
—> — —
0A =04, + A,4
— —> —>
B =0B, + B,B
deci
P — — —
OA-0B =0A,-0B,+ AA-B,B (1)
(1) (2) (3)

- e
(cdci OA,- B,B este nul, BB fiind | pe OA,; analog
— —
0B, - 4,4).
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Relatia (r) contine 3 termeni. Dacid doi sint nuli, si

al treilea e nul.
N AN

(1) = O exprimd ci AOB = 90°; (2) =0 cid 4,0B, =
= 9(°
(3) = 0 exprimi ci sau 4,4 = 0 sau B;B = 0, deci ci
o laturd a unghiului AOB este paraleli cu planul P
(cuprinsd in planul Q). Obtinem trei teoreme:

(I)y=0, (3) =0 = (2) =0 (Dacd un unghi este
drept si are o laturd paraleld cu planul P, proiectia
lui pe P este unghi drept).
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(2)=0, 3)=0 —= (1) =0 (Dacd un unghi are o
laturd paraleld cu planul P si se proiecteazi pe acest
plan dupd un unghi drept, este si el drept).

1) =0, 2) =0 -=(3) = 0 (Daci un unghi este
drept si se proiecteazd pe planul P tot dupid un unghi
drept, el are o laturd paraleld cu P).

Dacd una din teoreme o considerim directd, celelalte
doud sint reciprocele ei.

84. MA (MC — MB) + MB (MA — MC) 4+ MC
(MB — MA) = 0.

Relatia este adevidratd oricare ar fi punctul M. Fie
M punctul de intersectie al indlt:milor AA’ si BB'.

s —_—> —> —_ —_— .
In acest caz, M A- BC =0, MMB- CA. Din relatie rezulta

_— —>
MC-AB =0 ceea ce aratd cia MC | AB.

. —_— — —_—> —>
85. Din MA-BC =0 si MB- CA = 0 rezultd — folo-

> 5
sind relatia din pr. 84 — MC-CA = 0.

Se poate da si o solutie fard vectori. Fie MH | ABC
(H in planul ABC). Din BC | MA si BC | MH
rezultdi BC | AH; analog CA | BH, deci H este orto-
centrul triunghiului ABC. Din CH | AB, AB | il
rezultdi ADB | MC.

86. Considerim vectorii v; de méirime 1 si astfel cd un-
. o s 1 -
ghiul de la Oz la v, este a,; analog, v, de mérime - $1

unghi a, etc.

Suma v, +v,+ ... + v, este un vector nenul. In adevir,
e > | L 1 . 1 .
]vl + v, | e cuprins intre 1 — 3 8 14 5 (fig. 52).
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Fig. 52 ’
S f
/N |
|
J
|
|
X' Fig. 53 {
|
| > g A 1 1 .
| v, + v, + vz | este cuprins intre 1 — 3 1+
1 \ 1 -> -> e d - . R
+ PRREY etc. | vy + vo + ... + v, | este cuprins intre
1 1 1 . 1 1
—_——— e — —— = —— -4 =2 —
1 2 ° on-1 9n-1 31 1 + 9 + an-1
1

Fie 4 miarimea si B unghiul veclorului sumi. f(r)

. . . -+ ~
esle suma proiectiilor vectorilor v; pe o axd Oz’ care face
cu Oz unghiul — x, decisi proiectia sumeipe Oz’ (fig. 53).
Insd proiectia unui vector pe o axia Oz’ de unghi — «
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este egald cu proiectia aceluiasi vector rotit cu unghiul 4
+ z, pe axa Oz. Rezultd ca:

f(x) = A cos (B + x)

Din cos (B 4 z,) = O rezultd B + z, = (2 k 4+ 1) =

v |

analog B + z, = (2 h + 1) —;5, deci 2, — 2, = (k —

— h)x = nm.

87. Dacd doud numere pozitive a, b variazi asa fel incit
suma lor k& rdmine aceeasi, atunci cind numerele se
apropic unul de altul, produsul lor creste (cind se depar-
teaza, produsul scade).

In adevir, fie ¢ = %— z si deci b = %—1— z (suma

a + bestek). Avem ab = k{— 72, Cind z descreste, pro-

dusul creste. Produsul ab ia cea mai mare valoare cind

x =0, deci cinda—_—b:é‘..

S4 considerdm acum 7 numere cu sumi constantd. Si
ludm intii ca exemplu
6410 +15 4+ 18 +21 =70

Transformdm numerele astfel ca ele si devind egale
cu media lor, 14, lucrind pe rind la cite o pereche de
numere asa fel ca pe unul sd-1 mdarim, pe celdlalt sa-l
micsordm cu aceeasi cantitate. De pildd, asa:

6+ 10 415 - 18 +- 21 = 13 +- 10 - 15 + 18 +
14 =14 £ 10 +15 4+ 17 + 14 = 14 + 13 + 15 =
14 4 14 = 14 4+ 14 + 14 + 14 + 14.

colectia cristal 4 colectia cristal ¢ colectia eristal
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La fiecare schimbare, obtinem produsul numerelor
mai mare (13- 14 >6-21; 14-17 >13-18 etc.). Avem
deci 6-10-15-18-21 < 13-10-15-18-14 < ... < 143

sau }/6- 10 15-18-21 < S F 10+ 15 4 184 21

5

Putem usor extinde procedeul la cazul general. Ob-
tinem: dacid n numere a,, ...,a,nu sint toate egale intre
ele, media lor geometrica este mai micd (strict) ca media
lor aritmeticd. Aceste medii sint egale rumai in cazul
cind numerele sint egale intre ele.

Aceastd propozitie fiind importantd si mult folosita
in aplicatii sau exercitii, sd reflectim asupra ei pentru a
o intelege complet.

Dubld interpretare. Relatia

Y a a- .+ a
Vaa,...a, 4tot..tan
n

poate fi ginditd astfel:

1) dacd numerele pozitive ay, ..., a, variazi asa fel
ca suma lor § sd rdmind constantd, produsul lor va lua
valoarea maximi atunci cind numerele sint egale intre ele,

o S .
deci fiecare egal cu = . Aceasta este interpretarea care ne-a
n

servit in demonstratie,
2) dacd numerele a; variazi astfel ca produsul lor p
sé ramind constant, suma lor va varia, dar: dacd facem

toate numerele egale intre ele, deci fiecare egal cu [7;7,
media lor geometrica este egald cu cea aritmetici (175 =

Vot ...+
=2 TP
¢ind in orice situatie in care numerele nu sint egale,
media aritmetici va fi mai mare ca cea geometrici,

adicd a, + ay + ... + a, >n-/p. Valoarea n-[/p

LYy = n/
}, adici suma ia valoarea n- [/p; pe
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este valoarea minimd a sumei gi ea e atinsd cind numerele
sint egale intre ele. Asadar:
1) Dacd suma a #» numere pozitive e constantd, pro-
dusul este maxim cind numerele sint egale. o
2) Daci produsul este constant, suma este minimd
cind numerele sint egale intre ele.

88. 1. Dacd a :’%—x si b= -/;——{— z,avem a% -+ b% =
k2 B

2
descreste cind x descreste (a si b se apropie).

L+ b)2
2. a2+b2>-—(” ),
3. !) Dacia, + ... + a, =k, a® + ... + a2 este mi-
. 1
nim pentru a; = ... = a, = —Fk.
n
In adevdr, dacd a,, ..., a, nu sint toate egale, le inlo-
cuim prin media lor aritmeticd, luerind succesiv asupra
a cite o pereche de numere pe care le apropiem de medie
(prin acelasi procedeu ca in problema 87). De fiecare
datd suma patratelor se micsoreazd. Deci, in cazul unor
numere neegale, suma patratelor lor este mai mare ca in
cazul cind numerele sint egale si au aceeasi medie

+ 222, care este minim pentru z = (0 i care

(egal pentru a = ).

9 2 . cen : 2
&+ ...+ a>n. (“_""‘l"‘*""i’l]

n
2) Dacd a + b =k, suma a* 4 b* este minimi pen.
tru a =b =" In adevir, daci a =X — 2z si b=
9

:k;_vr z, at + bt =2[(§)4+6(»£-)2x~2+ x4]

este minim pentru x =0 s1 descreste cind z descreste.
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Analog pentru orice exponent (folosind binomul lui
Newlon). Extinderea la mai multe numere exact ca si
in cazul exponentului 2.

Reunind ambele generaliziri

al' + a3 + ...+ al (a,+a;+...+an)m

2>

n n

89. Fie g ==.Z.2. %Y ¥  Suma factorilor este -+
3 3 3 2 2 3

+%—|—§+~Z—+%=z+y=k; deci ¢ este maxim

cinl factorir sint egali, adicd g: y = % Avem ¢ <

kY . 5 . .
(’57)’ p = 108 ¢, deci p < 108. %)D Valoarea maxi-
ma a lui p are loc pentru aceleasi valori ca si cea a
Tui g¢.

Generalizare. Dacd z + y + z = k, produsul P =
= z™y"z? (m,n,p numere naturale) este maxim atunci
cindf=%=2%2 (: S S— ’ cici maximum lui P are

m n .. m+n +p
loc o datd cu al lui

m n ) . .
Q =(£) (l] (i) . Analog daci sint mai multe
m n 14
numere.
Cazul cind exponentii m, n, p sint fractii pozitive se
reduce la acesta. De exemplu, dacd este vorba de

L3 2
p =2z y'-z®,
ridicind la puterea 20 (= c.m.m.c. al numitorilor),
obtinem p2¢ = 210- y15. 28 si maximum lui p are loc o
datd cu al Jui p2.
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Aplicatie. Avem x2? 4 y? = d?. Se cere ca z%y si fie
maximum. Acesta are loc o datd cu maximumul produsului
2 2 2
(x2)2 42, care are loc cind %2 ?/T: a:l):, de unde z =

90. S=1/p(p —a)(p—0b) (p—ec);

p fiind dat, § este maxim atunci cind produsul (p — a)
(p — b) (p — c¢) este maxim; dar suma factorilor lui,
(p—a)+ (p — b))+ (p — ¢) = p este constantd; el —
51 deci 1 § — va fi maxim atunci c¢ind p —a =p —
—b=p—c¢,a=0b=c, adici atunci cind triunghiu}
este echilateral.

9N. a;, +ay + a3 >3- ]‘?’/(zlaza3
1

RN
a, a, a,

Deoarece semnul = este valabil in ambele relatii in
aceleasi condifii (cind a, = a, = a;), deducem relatia din
enunt.

In general

n n

S

=1 1

> n?

!
A
&=

Ginditi-vd de ce am subliniat propozitia cursiva*.

* Din inegalititile 2* + 1> 1, 2 + 22 + 2> 1 nu putem
deduce (2% + 1) (22 + 22+ 2) > ’l cinumai (z* + l) (22 + 22 +
+ 2) > 1, pentru ci valorile minime nu corespund aCc]uiagi x.
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92. Efectuind produsul si ordonind convenabil termenii,
scriem inegalitatea sub forma

alb —c¢)> + b(c —a)® 4+ cla —0)2 >0

93. Daca am efectua produsul din membrul I (nu e nevoie
sd lucram efectiv, cinumaisi gindim), am obtine o sumi
cu 8 termeni (de gradul 3). Deoarece literele joacd acelast
rol, produsul acestor 8 termeni va contine literele a, b, ¢
lu aceeasi putere. La ce putere? In raport cu toate literele
produsu] va avea gradul 3-8, deci fiecare literd va avea
exponentul 8.
Media aritmeticd a celor 8 termeni este

(a+b) (b+¢) (¢+ a)
8
Media lor geometrica este |/ a®o°c> = abe.
Relatia datd exprimi in fond tot faptul ci med.ar. >
med.g. insi referitor nu la numerele a,b,c ci la termenii

sumel din m.I.
Relatia (1)

@+ b)(b + ¢)(¢c + d)(d + a) > 16abed

se demonstreazi exact in acelasi mod; de asemenea, rela-
tiile analoge cu mai multe litere. Dar ginditi-vd ce cal-
cule ar fi fost necesare dacd am {i rimas la prima directie
a gindirii: si obtinem sume de patrate!

Relatia (2)

(@a+ b+ ¢ + d) (abe 4 abd + acd + bed) > 16 abed

a

se poate demonstra tol prin acceasi idee, insd in doud
variante cu deosebiri necsentiale:

1) sé ne imagindm membrul 1 ca o swmd cu 16 termeni
de gradul IV
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2) sd tratdm separat fiecare parantezi:
a+b+ct+d>hb-|Vabed
abe + abd + acd + bed > 4.1/ adb3c3d?

Inmultim si tinem seama c¢d semnul = este valabil
in aceleagt conditii; obtinem relatia.
Generalizarea poate merge acum $i mai departe.

94. Pe baza aceleiasi idei, obtinem
P, P,..P, > Aaya, ... a,)B
unde P,, P,, ... P, sint polinoame simetrice de a,, a,,...,a,

de diverse grade, iar A si B se stabilesc ficind in m. I
literele egale cu a. Exemplu:

(@ 4+ b+ c+d) (a®> + b% + ¢ + d?) (ab + ac + ad +
+ be + bd + cd)

Pentru @ = b = ¢ = d obtinem 4a-4a%.6a% = 96 a°,
deci punem in continuare > 96 (abed)s.

Puteti astfel construi diferite exercitii. Dacd insi
vretisd le propuneti unor colegi care nu cunosc ideea gene-
rald, trebuie sd le alegeti asa fel incit ele sd poatd fi
ficute si prin ,calcule”.

95. s, are Ci termeni. In s; fiecare literd este folositd

. < . iy . ¥

de acelasi numir de ori (de 2 = 2 C} ori). Inseamna ci
n

produsul acestor termeni va fi a} af... a® = k™, Produsul
fiind dat, s; este minim pentru a, = a, = ... = a,, = k.
Fiecare sumi s; fiind minim3 pentru aceleasi valori, si
L va avea minimul pentru aceste valori. Deci

Emmrm = (1 + k)n
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Putem gindi si astfel: sd ne bazim pe relatia media
aritmeticd > media geometricd. Media aritmeticd a ter-

. . 8; . . ..
menilor lui s; este bz , lar media lor geometricd este
n

(o} S — o .
V/ k™ = ki, Obtinem s, > Ci ki (fiecare termen din
membrul 1 e mai mare sau egal cu termenul cores-
punzitor al dezvoltdrii binomului din membrul II).

96. Din s — a, = b;, a; = s — b;.
n

s —b , s—b s — by
— 24 L+ —>
by by bn ~on—1

(i‘1)+(5—1)+"'+(:Tl“1)zs(i+"‘+

b, 2 1

i)

insi b, + ... + b, = ns — s. Inlocuind pe s in func-
tie de b, relatia devine

v2 o b 11 1
b+ b2 .+ b +;+"'+;>—n>
n

n—1 b_l H]

n

n—1
Acum putem folosi relatia m, > m,.
1 1
e R
bl+...+b..'b1 b,>1
n n

Media geometricd a numerelor b estek = [ b, ... by,
iar a numerelor —:— este li Produsul lor este 1.
0

164 97. s din £ (r) nu este acelasi cus din E (n — 1).

colectia cristal ¢ colectia eristal ¢ colectia cristal



SOLUTIA
98. 1) Cu notatiile introduse, obtinem a = b’ + ¢’ si
analoagele. Inegalilatea devine
(@ + b)Y +c')(c'+a’)y>8a'dce
2) Fie A + B =k (const.). Avem sin A-sin B =
= _;w[cas (A — B) — cos (A + B)]: cos (A — B) —

1

2
1

—7cosk

Daci A — B este un unghi variabil care descreste
de la 180° 1a 0°, cos (A — B) creste dela —1 la + 1 ; valoa-
rea maximi a produsului sin A sin B este atinsd pentru
A = B.

Sa presupunem cé lucrdm numai cu unghiuri pozitive
si mai mici ca 180° si s& generalizdm. Fie A + B + C =
=k, k < 180°.3. Daci A,B,C, nu sint egale,
fie A > B >C. Vom avea C < % si4 >%_ Apropiind

o
pe A de C, asa ca suma si ramina constantd, sin A sin
C va creste; facem aceastd apropiere pind ce unul ia

valoarea X, Procedim la fel cu celelalte doud unghiuri
rdmase (v. pr. 87). Gasim cd produsul sin A sin B sin C
va fi maxim pentru unghiuri egale (egale cu —I‘)
3

In problem# avem unghiuri pozitive a céror sumi este
A _ B c o
4_ B8 _C_3
2 2

90°. Produsul dat va fi maxim pentru

si valoarea maximi va fi (sin 30°)3 = 1,
8

Evident, se poate generaliza pentru mai multe unghiuri
si cu totul analog cind avem produse de cosinusuri.
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99. 1,3) sin A +sin B=2sin A= 8 oo 4= 8
2 2

2
A+ B — B . .
+ cos A=F, Deci suma si-

cos 4 + cos B =2 cos

2
nusurilor sau cosinusurilor a doud unghiuri de sumi datd
creste cind A— B scade si atinge maximum pentru A=25.

- in (A + B)
45) tg A+ tgB="0n(4*+B)
’) ° T cos A cos B
in (4 + B)
ctg A ct B:‘L__
° +ctg sin A sin B

Am stabilit ¢i dacd A + B = k, produsele sin 4 sin
B sicos A cos B cresc cind A — B scade si isi ating maxi-
mele pentru A = B. Pentru aceste valori fractiile isi
ating minimele.

2) Avem sin? A -+ sin?B =1 — cos (A + B) cos (4 —
— B). Deci cind A — B descreste, cos (A — B), adicd
scizitorul, creste si deci diferenta se micsoreazi.

Extinderea la trei sau mai multe unghiuri, analog ca
in problema precedenta.

100. A. Solutia 1. S& presupunem a + & + ¢ dat (con-
stant). In acest caz, a® 4+ b2 + ¢? esteminim pentru
a=b=c (pr. 88), iar S este maxim tot pentru a =
= b = ¢ (pr. 90).

Se verificd usor c¢i in cazul triunghiului echilateral,
in enunt este valabil semnul egal. Deci la un triunghi
neechilateral cu acelasi perimetru, a® + b2 4 ¢* este mai
mare $i 4-]/3 .S mai mic ca la triunghiul echilateral —
adiciA avem inegalitate.

B. Solutia 2. Deplasim virful A paralel cu BC pini
ce triunghiul devine isoscel (fig. 54). Aria a rdmas aceeasi;
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Fig. 14 B

« . a?
a a rdmas acelasi; avem b* + ¢ = 4 2AM?, AM s-a
micsorat, deci si b2 4 ¢ E suficient si demonstrim

inegalitatea pentru triunghiul isoscel. Ea se scrie in
acest caz:

a? - 202> 4])/3 %V b2 — a[: . Ridicind la pitrat (sint
cantititi pozitive), ea devine (a? — b%)%> 0. Egalitatea

are loc pentru ¢ = b (triunghi echilateral).

Solutia 3. Deplasim pe A astfel ca AM si rimini
constant (pe un arc de cerc), pind ce A ajunge in A” pe
mediatoare, ¢ind S este maxim; suma a2 4 b2 4 ¢
nu s-a schimbat. Revine tot la solutia 2.
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C. Solutia 4. Presupunem date cele 3 laturi. S3 calcu-
lam pe S. Avem ¢ = a% 4+ 6% — 2a- DC.

B b — DC— gl E B

4q? ’
4 S — a?h® — a2b% — E%—CL

Ridicind relatia datd la pétrat si folosind expresia
lui §, ea se va scrie

(a2 — b2)2 + (a2 — 02)2 + (b2 —_— 62)2 > 0
Solutia 5. Presupunem date iniltimea din 4, , si
cele doud segmente a; si a, determinate de ea pe BC
decia = a, + @, (existd “cel putin un virf, astfel ca inil’

timea din el s aibd piciorul intre celelalte virfuri). In
functie de acestea, inegalitatea devine

(ay + a)? + af + k% + a2 + k2 > 2]/3.(a; + ap)h
Inmultim peste tot cu 3 si o scriem sub forma
(a,1/3 — ) + (a,1/3 — B2 +[(ay + an) /3 —20]*>

Egalitatea are loc pentru a,]/3 =a,]/3 =h (tr.ech.).
Solutia 6. Presupunem date doud laturi si unghiul
cuprins: b, ¢, A. Avem:

a = b2 +¢2—2 bc cos A; S:%bcsinA

Inegalitatea devine:
2 b2+ 2¢2—2 be cos A >2]/3 besin A

b2+c2—2bc{:cosA+Lf_sm A)>O

b2 4 ¢ — 2b¢ cos (60° — A) >0
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Construind un triunghi cu laturile b, ¢ si unghinl
cuprins 60° — A (sau A — 60°), in membrul I aven patra-
tul laturii a treia, deci o cantitate pozitivi. Aceastd a
treia laturd este nuli numaidacd b = ¢s160 — 4 =0,
deci cind triunghiul dat este echilateral.

AC. Solutia 7. Presupunem date o laturd si unghiurile.
Folosind & = ",’QL",_E, c :“'_S,’ﬁ_g’ S — a? sin B sin C

sin 4 s A 2 sin A

relatia devine

sin*A + sin®B + sin®C > 2]/3 sin A sin B sin C

Pentru 4 == B = C = 60°, verificim cd avem egalitate.
Conform problemei precedente, membrul I este minim
si membrul II maxim pentru A = B = (. Deci pentru
unghiuri neegale avem neegalitate.
Solutia 8. Presupunem date cercul circumscris si
unghiurile. Avem (fig. 55)

S:E%amom:_;,zmsinu

Inlocuind pe a cu 2 R sin 4, s.a., inegalitatea devine
sin? A + sin® B + sin?C > @ (sin 2A + sin 2 B + sin 2C)

Inlocuind sin% A4 prin -j (1 — cos 24) etc.

cos (2 A — 60°) + cos (2 B — 60°) + cos (2C — 60°) < >
2
Suma unghiurilor 24 — 60°,... fiind 180°, aplicim
problema precedentd.
Solutia 9. Adunind relatia a2 = b2 4 ¢ — 2bc cos A4
cu analogele ei, obtinem

a® + b% + ¢ = 2 be cos A —|—'2ac cos B 4 2ab cos C
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Fig. 55

Insi S=%bc sin Azéac sinB:%absinC

Inegalitatea devine
ctg A + ctg B+cth>1/§
Solutia 10. Presupunem date a, h,, n,. (Triunghiul
este determinat de aceste elemente cici, cu conditia m, >

> h, — mediana maimare ca indltimea din acelagi virf —
el poate {1 construit si constructia este unici.)

Avem a2+b2—|—c2=a2—|—2m2—}—‘—§; S:%ah
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Inegalitatea devine

%a2+2m2>2[/.§ ah

2 4]/3ah+ 4 m2>0

Privind membrul I ca un trinom in a, realizantul este
12 k2 — 12 m2 Pentru m > h, ridicinile sint complexe,
deci avemn semnul >. Pentru m = h realizantul este nul.

Ridicina (dubld) este H‘; m. Numai pentru ¢ = 2?: m

este valabil semnul = . Dar in acest caz triunghiul este
echilateral. _

Notd. Avem aici un exemplu de problema cu maimulte
solutii. Cel mai celebru caz este al unei teoreme din teoria
numerelor — numitd legea reciprocitdfic — care are 56
de demonstratii — niei una ,usoari“ — avind ca autori
striluciti matematicieni ca Gauss, Cauchy, Iacobi...
Cincizeci si sase! Pe cind existd si probleme pentru care
nu s-a gasit incd nici o solutie! (in special, tot in teoria
numerelor). Existd — in domeniul elementar, foarte
numeroase — probleme care nu au decit o solutie ascunsa
care se giseste cu greu, prin incercdri, uneori prin ,,noroc
fira un fir caliuzitor.

Este in aceastd situatie o ,ciudidtenie“, un fapt inca
neexplicat psihologic. Tine el de insuficientele gindirii
umane sau de natura problemelor in sine?

101. AB' este diagonald intr-un dreptunghi cu dimen-
siunile a, b + ¢, deci AB2 = a? 4+ (b + ¢)2
Analog, cind drumul ajunge in X, rabatem fata late-
rald pe planul bazei; dacd B ia pozitia B”, AB" este dia-
gonald intr-un dreptunghi cu dimensiunile ¢ + ¢ si b,
deci
AB" = b% 4 (a + ¢)%
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Analog, prin P, obtinem un drum cu lungimea AB""2 =
= ¢2 4+ (a + b)2

Mai sint posibile incid 3 drumuri, care insi conduc la
aceleasi trei valori. Urmeazi si alegem pe cel mai scurt.
Daci a > b > ¢, cel mai scurt este AB’.

102. Prin desfasurarea cilindrului, obtinem un dreptunghi.
Unim noile pozitii ale lui 4 si B printr-un segment.
O catetd este indltimea cilindrului, cealalti este arcul
de cerc cuprins intre A si proiectia lui B pe bazi, B’ (arc
AB’ < 180°).

Noti. Infiasurind dreptunghiul din nou pe cilindru,
segmentul AB devine un arc dintr-o curbd numita elice.

103. AB << AC + CB (arce de cercuri mari — mai mici
ca 180°) AB = Ry, AC = RE, CB = Ro, unde «, B, vy
sint unghiurile la centru corespunziioare si problema
revine la: a arata cd fiind dat un triedru (fig. 56), intre
unghiurile fetelor lui avem relatia vy < « + B. Ducem
CC’ | planul AOB si CA | OA. Triunghiurile drep-
tunghice OAC si OAC' au cateta 04 comun. , dar OC >

> 0C"; rezulti AOC" < B. Analog BOC' < «

Deci v <o + B

Generalizim ugor pentru un drum format din mai
multe arce de cercuri mari. (Se poate demonstra ci drumul
cel mai scurt intre doud puncte este arcul de cerc mare).

104. Pentru n, =5, n, = 3, avem urmitoarele perechi
arby @by agh; aby agh,
arb, ahy azh, ash, agh,
@by ahy agby agb; aghg
I.ingd @, putem pune n, clemente; idem lingi a, etc.,
idemn lingd ay,, deci in total n,.n, grupe.
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Fig. 56

Dacé lingd fiecare pereche a; b; punem succesiv pe
€y, €3y ..., Cy3, Obtinem triplete de forma a;b,c,, dintr-o
pereche n,, din n, n, perechi n, n, n,; triplete s.a.m.d.

Concretiziri. 1) Dacd in urna U, sint n, bile, in U,
n, bile, in U, n, bile si scoatem prima bild din U,
a doua din U,, a treia din U, ,acest lucru poate fi ficut
in n, n, n, moduri.

2) Dacd dintr-un punct A pleacd n, drumuri, fiecare
din ele se desface in n, drumuri, fiecare din acestea in n,
(fig. 57), putem ajunge dén punctul A in regiunea B in
n, n, n; moduri.
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Fig. 57

174
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In general, dacit un fenomen se formeazi din & trepte,
pe treapta 1 existind n, decizii posibile, pe a doua n,,
... pe a1® n; ... fenomenul poate avea in total n; n, ... n,
forme.

Exemplu. Se di numirul N = 25.72.11. Un divizor
oarecare al lui este d = 2%,.76,.118, cu conditiile: 0 <
<B <5 0<B <2 0<B <1 (Din N=d-k,
rezultd cd d nu poate avea factori care nu sint in NV,
iar pe cei din /V nu-i poate avea cu exponent mai mare.
Unii factori ai lui IV pot lipsi — de aceea consideram $i
cazul B = 0. De exemplu pentru 8, =3, B, =1, B; =
= 0 obtinem d = 23.7).

Citi divizori are numirul N?

Rdspuns: Conform schemei de mai sus, V are n =
=6-.3-2 divizori. In general N = p,* py% ... pyt are
n = (o, + 1) (2 + 1) ... (&, + 1) divizori.

105. Schema din problema precedentid. La prima treaptd
sint n decizil posibile; laa douan — 1,laa trelan — 2 ...
laa k%, n — (b —1).

Numadrul tuturor grupelor posibile — pe care il no-
tim A% si il numim numérul aranjdrilor de n obiecte luate
cite £ — va fi

Ak =n(n—1)..[n— (k—1)]

produsul a % factori descrescétori incepind cu n.
Exemplu: A} =6-5-4 = 120.
Observatie. Doud grupe pot diferi intre ele numai prin
ordinea elementelor, de exemplu: a,a,a;; a,asa,.
Pentru & = n, obtinem A" =n.(n —1)...3-2-1.
In acest caz, fiecare grupd contine toate celen obiecte,
deci doud grupe oarecare diferd numai prin ordinea obiec-
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telor. Numdrul acestor grupe il notam P, (Pp= A% =n)
si il numim numdrul permutdrilor de n obiecte. )

Multimea grupelor formate o numim tabloul aranjdri-
lor, respectiv permutdrilor.

106. Intr-o clasi sint P, = k! grupe. Cite clase sint?
De cite ori se cuprinde numirul grupelor dintr-o clasa
in numadrul total al grupelor. Notim C¥, numirul claselor

nfn — 1) ... (n — k-+1)
1-2 ...k

Ck — Ali —
" P
(% factori deserescitori incepind cu n, supra tot k factori
erescitori incepind cu 1).

Cy ne aratd cite grupe se pot face cu n obiecte luate
cite k, dacé nu considerim distincte doud grupe ce diferd
numai prin ordinea obiectelor, deci doud grupe distincte
diferd prin cel putin un obiect. C*¥ se numeste numarul
combindrilor de n cite k.

Exemplu: C? = f—l' =10
-2
Tabloul €2 va fi

"1-2;1—3;1—4;1—5;2-3; 2—4; 2—5;

3—4; 3—5; 4 —5.

107. Deci la fiecare grupd dec k obiecte corespunde o
grupa de n — k (cele rdmase) si reciproc. Intre tablourile
Ch si Ci=* se stabileste o corespondentd biunivocd, deci
ele au acelasi numir de grupe.

108. In 1) grupele formate din k obiecte insi alese din
totalul de n — 1 (cele n fird a,). Numiirul lor este C%_;.

coleetia cristal ¢ colectia eristal ¢ colectia eristal



SOLUTIA
In 2) avem obiectul a, atasat la toale grupe]e din

tabloul C*~! deci numirul acestor grupe este Ct—i.

Avem deci
C:f = Ck —1 + Cn—l

Dacd avem tablourile de grupe C:_; si CiZ}, atasim
la grupele din al doilea obiectul ¢, si reunim cu primul;
obtinem tabloul C%.

Observatie. Acelasi rationament rimine valabil daca
in loc de obiectul a,, considerim un anumit alt obiect
(oarecare) de exemplu aj. Clte grupe nu contin pe az?
Ct_y. Cite contin pe ag? Ci—

Formula se mentine si pentru k =1 dacd ludm prin
conventie C) =1 (Ct =n; C,_;=n—1; C)_; =1).
109. 1) Ck_, 2) C"'z (nu folosim pe a,, nici pe a,, grupim
cele n — 2 obiecte rimase cite £k — 1 pentru a atasa pea,).

3) Ck=h; 4) Ci=% (la grupele obtinute atasim a; a,).

Avem deci

Ch = Ciy+ 2 Cih + €3

Observatie. Aceastd formuid poate fi obtinutd §i prin
aplicarea formulei din problema precedenti: Ct = Ct_,
+ C+=4. Tosd pe baza aceleiasi formule, C%_; = Ck_, +
+ Cn—aw —11 = Ci::é + CZZE'

Care demonstratie trebuie preferati? A doua este mai
usoard. Prima — cea bazaté pe considerarea a doud obiec-
te fixe — solicitdi mai mult efortul de gindire, dar ea

este mai limuritoare: aratd si care este interpretarea de
fond a fiecirui termen din formuli.

colectia cristal ¢ colectia eristal ¢ colectia eristal

1

7



178

SOLUTIA

119.
¢ 1 4 64 1

ci: 1 5 10 10 5 1

Se aduni doi termeni consecutivi si se scrie rezultatul
sub al doilea.
Pornind cu n» = 1, obtinem triunghiul lui Pascal:

1 1

1 2 1

1 3 3

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

Pentru a gisi pe Ct in acest tablou, {inem seama ci
pe linia n avem Ck (k =0, 1, ... n).
111. 1) Litera a, este scrisd in CiZ} grupe. 2) in tabloul
Ch sint scrise k C% litere (intr-o grupd ,k si sint Ck grupe).
Literele avind acelasi rol, una din cele n litere este folo-

o1 v s
sitd de —k C% ori.
n
Avem deci
ko —1. (' n o~
- (’n = C::—-lv (’1/1 = — Cn—l
n k
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In mod evident, C!_, = n — 1. Fdcind in formuld

k=2, 3,..., k, oblinem

cr_, = =) (n—2)

CP = n_1=2lr=1 . cs_ -
n (n ) 9 m n—1 1.2.3

r
1-2 3

[ 34

ete.

112. a) Din 0 in 4 (7, 3) sint atitea drumuri in cite moduri
din cele 10 unitdti putem alege 3 (pe care le decretim ver-
ticale). Deci C,3 . Acelasi rationament, in care fixdm uni-
titile orizontale, ne conduce la C;} (egal cu primul).
In general, C2,, (sau Cn.,).
b) Numairul drumurilor ce ajung in A este egal cu
al celor ce ajung in A, + al celor ce ajung in 4,. Deci

— 1
C’r’ni—n - C;‘n-{-n—l + Cmn_—+n—-1

ceea ce reprezintd, cu notatii putin schimbate, relatia
din problema 108.

113. Cite grupe contin i bile albe? Pentru a forma o astfel
de grupd, luim intiii bile albe si putem face aceasta in
Ci moduri; apoi ludim n — ¢ bile negre §i putem face
aceasta in Cy— moduri. In totul, deci, Ci Cf— grupe.
(Evident, dacd i >a sau » — i > b, acest numir este
nul).

Dacd adunim numérul grupelor cu O bile albe, cu
acel al grupelor cu 1 bild albd... cu acel al grupelor
cu-n bile albe, obtinem numirul total de grupe, deci
(1) Co.Cr+ C.Cpt 4 .+ CL Cp— ...+ C €)=
= C7,, (dacd n > b, nu existd nici o grupd cu 0 albe,
dar acest lucru nu trebuie examinat separat, cici prin C%,
unde k > m, intelegem zero).

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ colectia cristal
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Daca numirul de grupe cu cite ¢ bile albe il inmul-
tim cu ¢, obtinem numarul de bile albe din aceste grupe.
Deci numirul total de bile albe este

Azgi ci Cp—i

Pentru a calcula aceastd sumi, observam ci

pCi— ol = ela— i+ ) o Aven dec
1-2..(t—1)

A= a3 Cintop
7=1

Putem folosi in calculul lui A formula (1) in care in loc
de a, avem a — 1, in loc de n, n — 1.

— n—1
=a.Ciol

Media cerutd o gisim impartind pe A cu numdirul
total de grupe. Deci

M(i) = a - C::,}_,:a_ (a+b— 1)1 nlla+b—n)!
Cnyy (n—1)!{a+ b—n) (e + b)!
M@ =n--2
(B) =n e

Notd. Se poate rezolva problema printr-o metodd mult
mai simpld; dar este necesard o idee.

114. In tabloul C7, sint in total n- C% litere; fiecare
liters este folositd de r — 2°Cm ori. Daci fiecare bili
m

albi este folositd de r ori, numdarul total de bile albe
folosite va fi

m

a-".Cn
m
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impartind acest numir cu numdrul total de grupe C%, ob-
{inem media

M) =n-—2_
® " a+b

115. Pentru » = 2, numirul total al grupelor este (104)
N = (a, + b,) (az + by)

Colorite: aa; ab; ba; bb

Cite grupe aa? Aplicim problema 104. In prima treap-
td a, posibilititi, in a doua a,, deci a,¢, grupe aa. Ana-
log: a,b, grupe ab, bja, grupe ba, b,b, grupe bb.

Putem scrie

N = aya, + ab, + bya, 4 b1b,
Pentru n = 3, numirul total de grupe este
N = (ay + by) (a2 + b)) (a5 + by)
N =: aya5a; + aya5b; + abyas + abb; + biasa; +
+ byasbs + bybaas + b1bobs

Sint acum 8 colorite, reprezentate prin literele cu
care sint scrisi cei 8 termeni din dezvoltarea lui V.
Valoarea unui termen (cind inlocuim factorii lui prin
numerele date) aratd citi termeni sint in acel colorit
(a,a.a; grupe alb alb alb; a,a,b, grupe alb alb negru etc.).

Dacd scriem O in loc de ¢ si 1 in loc de b, cele 8 co-
lorite pot {i scrise 000; 001; 010; 011; 100; 101; 110;
111. Acestea sint toate numerele de 3 cifre in baza 2 (egale
respectiv cu 0,1,2,3,4,5,6,7).

Cazul general. Numirul total de grupe

N = (al + bl) (az + bz) oo (an + bn)
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Numirul de colorite: la fiecare treaptd sint doud
posibilitdti (alb sau negru) si avem n trepte. Deci in
total 2" colorite. Ele pot fi reprezentate prin toate
numerele de n cifre in baza 2.

Dezvoltim produsul care dd pe NV (fird a schimba or-
dinea factorilor). Obtinem 2" termeni (fiecare cu n
litere a, b). Un termen aratd dou# lucruri: 1) prin lite-
rele cu care este format, coloritul; 2) prin valoarealui
numericd, cite grupe cu acel colorit exista.

116. Dacd o grupd incepe cu A, (prima bili albi din U,)
in locurile 2, 3, ..., n sint puse in toate modurile bilele
din U,...U,. Deci au pe A,, (ay + b,) ... (an + b,) =

— grupe. Asadar, au cite o bili albd din U,
a 1

a,- grupe. Analog, au cite o bild albid din U,,
a + b

az-

n grupe etc. Numirul total de bile albe din
a
toate grupzele.este deci

N @
- =N =
Y =N (pa + pe ok o) [P = )

Pentru a gisi media impdrtim la numirul total de
grupe, N

M@ =py+p+ ..o +Pa
117. Fie
(1) N = (a, + b)) (ay 4 by) ... (an + ba)

Pentru a obtine ¢ bile albe intr-o grupd, alegem ¢
urne din care scoatem numai alb (si din celelalte (n—1)
numai negru). Ca numair de grupe obtinem produsul in-
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tre numerele de bile albe din urnele alese si numerele de
bile negre din cele rimase. La urne identice, obtinem
aib"* grupe. Dar putem alege cele ¢ urne in Ci moduri.
Deci obtinem Ciab™ grupe cu i bile albe. Numirul
total de grupe este

(2) N=(@+b"=b+Cp'a—+ ... +
+ Cibviai 4 ... 4 Cra®

unde termenii au fost scrisi in ordinea crescdtoare a
numirului de bile albe (" grupe cu 0 albe, C} "1 a
grupe cu o bild albd etc.)

Observatie. Produsul (1) dezvoltat are 2" termeni.
Produsul (2) are tot 2” termeni, insi sint grupati la un loc
acei care reprezintd acelagi numir de hile albe. Deci

14+C+...4+Ci+...+Cr=2"
Media. Conform problemei 116, obtinem M(i) = np

(p:a:-b]

118. t;:t,, = Ci bmigi : Ciripreinngin =" =141, 2=
[

;_(n 41_1)_a;("+__1_1).1 >lesi<(n+1)p
i b 4 b

Dacd (n+ 1) p =k + f (1), unde k este intreg, iar
f subunitar, pentru orice i <k, avem t; >1;_; si pentru
orice 1 >k, t; < t,;; in cazul (n + 1) p = k (intreg),
pentru i =k, t, = t,_,. Avem deci
1<ty <o < by <ty > lpyy> e S

semnul = fiind valabil numai in cazul f=0.

colectia eristal ¢ colectia cristal ¢ colectia eristal
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Raportul — il numim freccenta bilelor albe in gru-

n
pele de n bile formate. El poate fi exprimat si in procente;
de exemplu: pentru n = 200, i=90, frecventa este 45%.

Grupele cele mai numeroase sint aceleacu frecventa

%, unde & este cel mai mare intreg cuprins in (» + 1)p.
n

Daci np este intreg, k = p, frecventa egald cu proba-
n

bilitatea p; de exemplu a =3, b = 2 (p = 2] n =
= 100 grupele cele mai numeroase vor fi acelea cu 60

bile albe (ﬂ - i).
100 5

Dacd np nu este intreg, putem avea X < p sau ks
n n

>p, insd frecventa K este foarte apropiatd, prin lipsd
n
sau adaos, de p.

Exempiu(fig.58):a= 3,b = 2,n = 5,%— = % = p.

(a + b)5 = b5 + Bhia + 10 b%2 + 10 b2a® + 5 bat 4 @
(3425 =32 +240 + 720 1080 810 243
119.

M= ai+...+a % — 2mla, + ... + av) + mz-N:
N

"

m —

— 2m-m + m?

M=m"— m?
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o

0 s

o) 0 e

8 0 C e

0o |0 0 8 0
32| 240 720 1030 810 243
1% 7 23% 3457 26% 8%
Fig. 58

1 B i hmei s
D1 J— .a- i hn=i -1 —
120. Avem m = ¥ a Z ; Clb*iigi-l =

gisim rezultatul din problema 117.

i = 12 Ci pn-i 1=i = L (1 — i pn-i gi
N;l Cibia N(;l(t 1) Ci b at

i Ci bigi
i cioal

A doua parte a sumei a fost calculatid: este np.

Pentru a calcula prima parte, dim «? factor comun,
si obtinem ca termen general C} §"t i (i — 1) ai™2,
care este derivata a doua a termenului respectiv din 1;
calculim deci derivata a doua (in raport cu a) a expresiei
(a + b)"; obtinem: derivata 1 = n(a + b)*1; derivata
a doua n(n — 1) (@ + b)*2. Asadar,

.a?-n(n—1) (a + b)"‘2+np=(a 3
—1) + »p = n(n — 1)p® + np = n*p* — np® + np.

=)
@

m"

)Z.n(n —
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Rezultd
M=m"—m>=n?p2— np®+np —n*p?=np(1 —p)=npq

— formuld foarte importantd in teoria probabilititilor.
Vom cduta insd si altd metodd pentru calculul lui
m si M, fard a folosi derivata.

121. Insumind numerele din tablou intii pe coloane,
obtinem

= (sy + koy) + (51 + koy) + ... + (51 + ko) = hs; + ks,
(unde s; = ay + a5 + ... + Gy, S = o3 + ... + o)
Impirtind pe S la numirul elementelor kk, obtinem
m=m,+m,
Pentru M, avem de ficut suma S a termenilor

[a; + «; — (my + my)]%, pe care ii scriem [(a; — m;) +

+ (o0 — mo)

S=[(ay—my)+ (2 —my) 2+ ...+ [(ay—my) +(otn —m,) ]2+
+ [(ag—my) + (e —my) P+... +[(ag — my) + (2 — M 2+
T T — )+ (otg — M) b ven - [(ag— ) + (o, — 713) 2

Suma termenilor din coloana 1 este

(ay — m)* + .. + (@ — my)® + K(ay — mp)* +
2 (2 — my) (a — My + @y — my + ... + a5 — my)

Ultimul termen este nul, cici ay + a, + ... + a, = km,
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Analog la celelalte coloane. Insumindacum rezulta-
tele din cele 2 coloane, obtinem

S=1[81+ k(ey — m) P+ [S; + k (0g — mp)?] +
+ oo+ [S; + Koy, — my)?
S = kS, + kS,
Impirtind cu kh
M=M,+ M,
121. bis. 1) Daca avem 3 multimi: R, R, si R, = 4,,
Ay, ..., Ag si formim multimea R’ avind ca elemente
sumele a; + «; + A, vom avea

m=my + my + mg; M= M, + M, + M,

{multimea R’se formeazi din R si R,, asa cum R s-a for-
mat din R; si R,).
Analog pentru mai multe multimi.

R h
2) Fie m(™ = - E Z: a; + o — (my + my)]", m®),

a

. J
m'3) expresiile ana loge in R, si R,.
Avem

[(a; — my) + (& — M) 1P = (a; — my))™ + ... +
+ Cia; — my)"? (a5 — mp)P + ... + (a5 — my)"
Sint kh astfel de termeni; pentru usurint, daci citi-
torul considerd necesar, ii poate scrie, ca si in cazul n =
= 2, intr-un tablou cu £ linii si 2 coloane.
Dind lui j o valoare fixd §1 lui ¢ valorile 1,2,..., k
obtinem termenii de pe coloana j cu suma
(a, —my)™ + ... 4 (ag —my)" + ...+ CP (a5 —
— my)? [(@y — my)"P + .. + (@ — my)"P] +
+ o+ E (2 — my)

b
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Insumidm rezultatele de la toate coloanele, adici
facem aici j =1, 2, ...k s$i adundm

SM = 1 SW 4 .. 4 C2 S, m) S L kS®

Impiirtind cu kh,
mm™ = m 4+ .. 4 CEm, P mP 4 ..+ m
Prescurtat:
e = (my + my)™
(exponent simbolic).
Tinind seama cid m(}) =% 2 (@, — my) = 0 si

m'}) = 0 obtinem pentru n =2 sin =3

m®» =m® 4+ mP; m® = m) + m'P (prima intil-
nitd in problema precedentd cu notatia M = M, +
+ M,), iar pentru n = 4

m® = m® + m@) + 6m? mQ.

1+1+...+14+0+0+...40

122, In R, avem: m = =
a+b
-t _
_a-i—b—p
M=l =pP+ @ —pP+ o + 0=+

+ (0 —p2+ (O—p)2+...+(0~p)2]=ﬁ7(1 -

b
— PP+ ——.p?>=p¢* + p*¢ = pg (p + ¢) =pg
a+ b
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Pentru n urne identice, avem
m=p+p+..+p=np; M =pqg+ ... + pg =npq.
123.

m@(n + 1) = m®(n) + m® + 6 m® (n) m®
m®(n + 1) = m® (n) 4- pg (1 — 3 pg) +6-npg-pg
Dind lui n valorile 1,2,..., » — 1 si adunind, obtinem
mmm%=wﬂ1—3m)+6ﬁ¢ﬂfﬁ
m® (n) = npg + 3 n (n — 2) p°¢>

124. Obtinem

N —1)e? ! 2
e >(‘—Ni; E>(1—E)'E';

n

L >4 P

N ne?
Oricit de mic ar fi numirul €;, putem lua pe n sufi-

cient de mare ca si avem 312 < g;.
ne

Vom lua n > P9,
e e,
Exemplu. Fie p =gq = 1 si e = %); deci ne inte-
2
reseazd numérul [ al grupelor in care frecventa «
satisface inegalitatile — LY T A Zca<d
10 2 10 5
(frecventa si fie intre 409, si 609,).

Raportul %'(frecvenga grupelor care satisfac con-

ditia pusd) poate fi oricit de apropiat de 1. Daci, de
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1N ! . < 1
pild, vrem ca - > 0,99, ceea ce inseamni 2L < _—,
N ne? 100
1
PRI
100 100

vom lua(n >—€i), n > , n >2500. Daci

€%e

vrem ca 1_lv>0’999 vom lua n >25 000 etc.

Notd. Acest fapt simplu aritmietic — faptul cid pentru
valori mari ale lui # grupele in care frecventa este apro-
piatd de p sint cele mai numeroase (in sensul dat de ine-
galitdtile scrise) — are o importantd funrdamentald in
calculul probabilitdtilor (v. pr. 133).

S& remarcim ca ,pragurile” gisite pentru r sint cal-
culate cu o largd aproximatie in plus. Sensul demonstra-
tiel std in afirmatia ,existd n astfel ca...“.

Calcule mai exacte — dar mai laborioase — pot fur-
niza valori mai mici pentru pragurile lui » de la care
inegalitétile considerate si fie satisfacute.

125. Avem

m&(n) = (ay — np)* + N +,(av — np)t

+ 3n (rn—2) p*>¢> (pr. 121)
Impirtind peste tot cu n?,

=P+ oo+ (x> — pP _ 3pzqz+pq(1— 6 pg)
N n* nd

= npq +

Wy =
Dacid neglijaim cele ! diferente |« — p| mai mici ca =
s1 pe celelalte, mai mari ca ¢, le inlocuim cu €, obtinem:

—_ 272 —_
N1 .4 3P4 _I_prz(i 6 pq)
nt n®
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deci
i:>1_3ﬁ¢_jﬂ1—6m)
N n2€d nﬂsd
Exemplu: pentru p = ¢ = %, neglijim ultimul termen.

Pentru a avea 1 — }i] < z,, este suficient sid ludm

3 l/q—
pq¢ . —
< g, aliel ~, decin > ———.
niet 11 pq 4 ’ - ‘/_1
Dacd, la fel ca in problema 124, luim ¢ = i16'3 = %} .
)
obtinem n > =450 limitd de circa 5 ori mai micd
1

1000
decit cea aflatd prin m®,

126. Dacd intr-o grupid existd 3 obiecte date {in pro-
blem4, biletele 3, 4 si 10), lingd acestea mai sint donud
{de ex. 5 51 7, 5 si 29 etc.) diferite de acestea, deci alese
din celelalte 27 de obiecte. Deci numéirul cazurilor favo-
rabile este C,Z.

p = C3: Cf — 21726,30-29-28-27- 36 3-4-5
= Cy7: Ly = = —

2 " 1-2-3-4-5 3029 28

=1 _ —L(Foarte putin probabil ! Ca sicind dintr-o
29-14 406
urnd cu 406 bile una singurd ar fi alba s1 tocmai pe

aceea vrem s-0 nimerim).
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127. Grupele care nu contin pe 2, 5, 10 sint formate
numai din celelalte 7 bilete. Numarul lor: Ci.

7-6-5-4 1

p=(Ci§ —CH:Cij=1—gq, ¢=C4: C‘O_Tgas =%
=5,
P 6

In general, daci ¢ este probabilitatea evenimentului
contrar (constltmt din cazurlle nefavorabile), avem p +

+¢=1

128. A3 po= A3 A =1

nR nin — 1) )

Observatie. Rezultatul nu depinde de k& (de ce?).

129. In general, fie » numirul biletelor din urni si &
numirul persoanelor.

Numdrul cazurilor posibile. Avem & urne identice,
din fiecare se extrage un bilet (v. pr. 104); sint n* cazuri
posibile.

Numérul cazurilor fird coincidente: la prima urnd
n, la a doua n — 1, la a treia n — 2 etc. dec1 4%.

q = AfE: nk.

365-364 ... 336 364 ...336
3654 36529

Calcul cu logaritmi (direct e practic imposibil)

Cu datele problemei, ¢ =

log g =26 +28 430 4+ 30 4+ 31 + 33 4 34 + 35 +
+37+38+40+40+4‘)+43+44+45+
+ 47 + 48 + 49 + 5 +'>1+)?+54+5=>~L
+ 56 + 58 + 59 + 60 - 61 — 29-62,3 (miimi)=
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=29-44 + (— 18 — 16 — 14 — 14 — 13 —
—M—=-10—-9—-7—-6—46—4—2—1+
+14+34+44+54+6+7+94+10+ 11 +
+12 4+ 14 + 15 + 16 + 17) — 29-62,3=29-
- (—18,3) + 1 (miimi) = — 0,530 = 1,470.

(Am folosit numai 3 zecimale neavind nevoie de un rezul-
tal mai exact; am scris numai zecimala 2% si a 39, cdci
partea intreagd si prima zecimald fiind aceleasi Ja toti
logaritmii se reduc.)

Giasim ¢ = 0,295, deci p = 0,705.

Probabilitatea de a gdsi coincidente este p =~ 0.70,
mult mai mare ca aceea de a nu le gisi.

Dacd facem verificarea, de exemplu la 10 clase, vom
aisi foarte probabil 7 (sau 6 sau 8) clase in care existd
doi elevi cu aceeasi datd a nasterii.

Observatii. 1. Am folosit ca model o urnd cu 365 bilete.
Este justd asimilarea situatiei concrete din problemd cu
extragerea unor bilete dintr-o urnd? Da, numai in ipo-
teza cd datele de nagtere sint egal de probabile. Este justa
aceastd ipotezd? — aceasta nu mai e o problemd de mate-
maticd, c¢1 de studiu direct asupra realitdtii. E sigur cd
intr-o problemd analogd, unde ar fi fost vorba de nasterea
oilor, 1poteza nu e conformd realitdtii, cici mieli se nasc
numai primdvara.

Chestiuni asemanétoare se pun ori de cite ori se aplicd
matematica la situatii reale. Instrumentul matematic e
totdeauna corect siriguros ; adecvarea lui la situatia reald
e o chestiune care trebuie verificata.

2. Problema este reprezentativi pentru necesitatea
unui calcul de probabilitdti. Intuitiv, nu putem spune
nimic in legdturd cu probabilitatea cerutd sau chiar
sintem inclinati si spunem: e greu (putin probabil sa
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aparit coincidente). Calculul ne aratd la ce trebuie sa ne
asteptam.

130. Solutia 1. Fie A,, A,, ..., 4,, B, B,, ... B, bilele
urnei. Dacd am tras intii pe 4,, a doua oard pulem trage
una din bilele rimase A4,...4, B,... B,. Avem a +
+ b — 1 cazuri de forma:

A, x{A,..4, B,..B,)}

Din acestea favorabile sint @ — 1 cazuri.

Analog, dacd prima bild extrasi este 4, sau A4, ...
sau A,. .

Dac# am tras intii B, avem a + b — 1 cazuri de
forma

B, X { A;, Ay, ..., A, B,, ... By}

din care favorabile sint a cazuri. La fel pentru fiecare
din cele b bile negre.

Cazurl posibile (¢ + & — 1)-(a 4+ b)

Cazuri favorabilea (¢ — 1) +ab=a(a + b — 1)

a

a+ b

Gasim deci cd probabilitatea de a scoate alb a doua
oard — dupd ce am scos o bili oarecare — este aceeasi
ca la prima extractie. Cum ne explicim acest rezultat?

Solutia 2. Fie a + b = n. Facied doud extrageri
succesive, inseamnd cd facem AZ. Cite din grupele lui
A? au ca a doua bild pe 4,2 Tot atitea cite au ca a doua
bili pe A,, ..., pe 4,, pe B, ... pe B, — cdct toate bilele

joac acelasi rol. Deci a doua bili este A, in L. A2
n

grupe; a doua bild este A, tot in :;'A'Z‘ grupe ete.

Rezultd p =
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Rezultd ci a doua bili este albd in a. =. A2 grupe
n

din totalul de A2 grupe. Decip = Z.
n

' (zcne;:ahzare. Scoatem pe r_ind k bile — necunoscute —
din urnd. Care este probabilitatea ca urmitoarea bild
scoasd si [ie albd?

Un rationament identic cu cel din solulia 2 ne aratd

~ a ..
cd ea esle tot — (Se vede aici cit este de util de a
fo!os‘iv qbservgl_ i% cd toate bilele joacd acelasi rol).

Gésim decl cd si atunci cind scoatem intii £ bile oare-
care (k < n), probabilitatea de a scoate apoi alb rdmine
acecast.

Deoarece acest rezultat poate s surprind, s rationim
si altfel: in tabloul A% sint grupe in care 4, ocupa pri-
mul loc, altele in care ocupd al doilea loc, ... altele in
care ocupd locul k. Sint tot atitea grupein fiecare caz;
adic#, sint tot atitea sanse ca A, s cadd pe locul 1 sau
pe locul k. Probabilitatea de a scoate A, la prima extra-
gere sau la a k" extragere este aceeasi. La fel, probabili-
tatea de a scoate alb.

131. Faptul de a cunoaste prima bild extrasd schimb&
complet problema. Dacd ea este albd, rimin a + b — 1
bile in care @ — 1 albe; probabilitatea de a scoate a doua

oard alb este p’ = _@=1 | Daci prima bild scoasd
a+b—1
este neagri, probabilitatea de a scoate a doua oard alb
este p’ = ————.
a+b—1
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132. Fie 4,, A,, ... 4, s1 By, B,, ... B, bilele. Daca la
prima extragere s-a scos bila A,, in locul ei se pune B,.
La a doua extragere putem scoate 4,, ..., 4,, By,...B,, B,

Analog dacd s-a scos 4,. 4,, ..., 4,

Daci la prima s-a scos By, in locul ei se pune 4, si
la a doua putem scoate A4, ..., Ay, 4y, B,, ... B,. Ana-
log pentru B,, ..., B,.

Numirul total de cazuri: (a + &) (a + b)

1) Numirul de cazuri in care a doua oard se scoate alb:
(@a—1)a+ (a + 1)-b; (negru: (b +1)a + (b — 1) b).
2) Numirul de cazuri in care se scoate aceeasi culoare:
(alb in primele a cazuri, negru in urmétoarele b cazuri)

(@—1)a+ (b—1)-b.

(Iar culoare contrard: (b + 1) a + (a + 1) b).
Ca verificare, §i in problema 1) si in 2), adunind cele
doud numere obtinute, gdsim numairul total de cazuri.

b

133. 1) In loc de n urne identice U(a + b), putem folosi
o urnd de n ori (de fiecare datd punind bila scoasd ina-
poi).

Formula
N = (a 4 b)* = b" + Cb*la ... 4 Cibigi 4 ... + a

aratd cd se pot forma NN grupe, dintre care sint t, =
= Ci b™' a* grupe cu i bile albe.

Interpretare: facind n extrageri din U, probabilitatea
de a scoate i bile albe este p; = t;/N.

2) Cel mai probabil este si scoatem k bile albe, unde
k este intregul numérului (n + 1)p (pr. 118).

3) Din cele IV grupe, sint I grupe la care diferen{a
intre frecventd si probabilitate este in modul mai mica

decit ¢, |f — p| < . Raportul }[veste probabilitatea ca
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in n extrageri si obtinem o grupd la care |f —p| <=

. 1 3w [T o
Exemplu: a = b, deci p = - (de pildd o bild albd
2
$iuna neagrd sau jocul cu banul unde alb inseamnd stemg,
negru marca); & = 1 si n = 100 inseamnd c& jucim
10

un joc in care mizim pe faptul ci din 100 extrageri
vom obline alb de un numir de ori cuprins intre

40 si 60 (ﬂ_l - i).
100 2 10

Raportul JlV este in acest caz (pr. 124)

Ziv> 1P g1 07,

ol
ne 400 - -
100

Probabilitatea de a scoate alb de k ori cu 40 < k < 60
este mai mare decit 0,75.

Daca insd n > 2 500, probabilitatea cai f— ; t < i%

devine mai mare decit 0,99 (deci foarte aproape de
certitudine).

4) Calcule mai exacte aratd cd e suficient si luim n >
> 450 pentru ca aceastd probabilitate si fie >0,99
(pr. 125).

Dind cu banul de 1 000 de ori, probabilitatea ca banul
si cadd de un numdir de ori situat intre 400 s1 6C0O este
maimare ca 0,99. Nu este exclus ca acest numir si [ie
mai mic ca 400 sau mai mare ca 600, de pildi sd nu cadi
niciodatd, dar este extrem de putin probabil.

’
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C
Fig. 59

134. Dacd stim c3 sansa de a urca este de 3 ori mai mare
ca aceea de a cobori — ceea ce rezultdi cu probabilitate
din frecventele observate — deducem cé durata de parcurs
de la etajul 6 la ultimul este de 3 ori mai mica decit dela
parter la etajul 6, deci existd 8 etaje.

Acest rezultat nu este absolut sigur, ci numai foarte pro-
babil,deoarecenu este exclus,ci numai foarte putinprobabil
ca frecventa observatd sd difere mereu de probabilitate.

135. Dacii ¥ = 0 (punctul P pe latura AC, fig. 59). rela-

tia * = y + z devine x = z, deci o pozilie a lui P este
B,, piciorul bisectoarei din B. Analog C, al celei din C.
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Si ardtdm cd pentru toate punctele segmentului
B.C, relatia * = y + z este satisfacut.

Fie d, distanta de la By, la BC sila AB. Analog, d,
pentru C,.

Fie M un punct pe B,C,;notdim MB, =m, MC, =n
si x,y,s distanlele lui M la laturile a, b, c. Pe z il cal-
culim din trapezul B,C, B,C,. Ducind prin C, (dacd
C,C, < BB,) paraleli la BC, avem

i — deci z =d, D (d,—d,) =
d,— d, m+n b ~+m+n(1 )

md, + nd,

m - n

Pe z il calculim ducind perpendicularele din i/ si
din B, pe AB. Analog, pe y

3z n m

=

ﬁl—m +n

s m-+n

I

Rezultd x = y + z.

Vedem direct ¢ pentru P in interiorul triunghiului
AB,C, (PM | BC), x creste, iar y si z scad, deci aici
x>y + 2.

Gésim cd pentru a se putea construi triunghiul cu
laturile z, ¥, = este necesar si suficient ca P sa fie in in-
teriorul triunghiului 4,B,C,, format de picioarele bisec-
toarelor.

Sd caleuldm raportul intre aria s a acestui triunghi
si aria S a triunghiului dat. Este mai usor s calculam
ariile s,, $,, S5 ale triunghiurilor AB,C,, BA,C,, CAB,.

Raportul ariilor a doud triunghiuri ce au un unghi
comun este egal cu raportul intre produsele laturilor care
il maérginesc.
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Deci
s, _ AB,-AC
S AB-AC
Insi, folosind teorema bisectoarei, gisim ci

AB, =%, 4c, =%
a+ ¢ a-+ b

Obtinem °* = SR
S (@ + &) (@ + ¢)
S—(s,+s,_.+s:,_)= __[ be
S (@ + b)(a+c¢) +
ca ab
+ (b + ¢)(b+ a) + (¢ + a)(c+ b)]
Efectuind calculul, gisim

p=

2abe
@+ b)(a+ ¢)(b+ ¢)

p:

Observatie. In cazul triunghiului echilateral p = 1

Acesta este p maxim (cdci presupunind produsul abe dat,
suma celor 8 termeni de la numitor este minimi pentru
termeni egali, ceea ce di a = b = ¢).

136. 1. 3, 13, 23, 33; 4, 14, 24, 34.
3, 10, 17, 24; 4, 11, 18, 25.

2. Dacd a = mg + r,, b = mq' + r,, atunci
a+b=m(qg+q)+ (ra + 1o
a-b=m(mgq + qry + q'r)) + o1y
a+b=r,+ r, (mod m) a-b=r, ‘r, (mod m)
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Dacd a, respectiv b, variazd rammmd in aceleasi
clase, se schimbd numai g, respectiv ¢’, dar congruentele
scrise ramin aceleasi.

Spunem cd: suma, respectiv produsul, a doud clase
este tol o clasd, anume clasa in care se afli suma, respectiv
produsul, a doi reprezentanti oarecare ai claselor date. In
exercilii numerice este mai usor de lucrat cu reprezen-
tantii cei mai mici ai claselor; inunele chestiuni teoretice
este de preferat sd se lucreze cu reprezentantioarecare.
Definitiile date se extind pentru sume gi produse de mai
multe clase.

3. 1) modulo 10: 3 +5=8; 3 +9 =2

347=0;3-7=1; (3)2=09,3=9-3=7, 3¢t =
=7-3=1
— sau direct 3% =81, 81 =1 (mod 10). 7-32 + 4.
34+ 8=3+24+8=3+0=3

2) modulo 7: 3-+-2—.), .+[k=0'3.+6-=
3-4=5;32=2 3=2-3=6, 32=6-3=4 sau

—saudt =81, 81 =4 (mod 7); 3¥=34-32=4-3 =1;
5.32 14 0- 3+i_3+0+i=4 (5-32=5-2=3
sau 5 - Lz— -3 =1-3=3)

Observatie. Deoarece adunarea si inmultirea claselor
se face cu ajutorul acestor operatii aplicate unor numere,
rezultd cd ele au proprietdtile de bazi de la numere:

fiecare este asociativad si comutativa, inmultirea este
distributivd fata de adunare.
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137. 1) @ = r () inseamnd cd a = mq + r. Orice d- ¢ -
al numerelor m si r divide si pe a, céci din m = d
my, r=d ry rezultd a =d ( 17 —l— r,), deci este si
d - ¢ al numerelor a sim. Reclproc orice d - ¢ al nume-
relor a si m divide si pe r, cicidin a = d a,, m = dm,,
rezultd r = d (a; — m,q), deci este si d- ¢ - al numerelor
r si m. Multimea d- ¢- ai numerelor a si m coincide cu
multimea 4 - ¢- ai numerelor r §i m. In particular, cele
mai mari numere din cele doud multimi coincid.

Dacd (r, m) = 1 adica r sim sint prime intre ele, toate
numerele din clasa lui 7 vor fi prime cu modulul.

Dacad (r, m) = d, toate numerele din clasa lui r
se divid cu d.

2) Relatia (@, m) = 1 poate fi interpretatd si astfel:
dacd numerele sint descompuse in factori primi ($1 presu-
punind cunoscutd teoria acestei descompuneri) nici un
factor prim al lui m nu se afld printre factorii primi ai
lui a.

Din (a, m) = 1 i (b, m) = 1 rezultd cd nici un factor
prim al lui m nu se afld in @ sinici in b, deci nici in pro-
dusul ab, adicd si (ab, m) = 1.

138. Scidem reprezentanti oarecare ai claselor respec-
tive (alesi cu conditia ca scdderea sd se poatd face).

modulo 10. 7—3:405@4-{—3:7;7—9:8
(17 —9=8) cici 8+ 9=7; 2 —-2=0.

modulo 7. 5 —1=4; 5 —-6=6 (12 —6 =6);
2—2=0.

139. 10 =1
7823 =7-1

+3
v
Q..
O
—-
=
(o]
S

I
[
&=
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Observatie. Un numir din clasa de rest 6 modulo 7
poate [i scris M7 + 6. Dar el mai poate fi scris M7 +
+ 7— 1. Analog, un M7 + 5 poate fi scris si M7 — 2
etc. O notatie de felul ¢ = — 1 (mod 7) inseamni ci
a=M 7—1 (sau a+1-M7 sau a + 1 =0 (7).
Forma M7 — r sau M m — r se foloseste de obicei pentru

m . .
r < —, peniru a face calculul mintal mai usor.
2

Regisim aceste forme dacd facem impdartirea in clase
a tuturor numerelor intregi (inclusiv a celor negative);
de exemplu: — 16 = — 21 +5=7-(—3)+ 5, de aceea
putem scrie — 16 = 5 (mod 7), adicd — 16 este in clasa
de rest 5, mod 7.

140. a) deoarece pentru n > 2, 10" = 0 (4), N =
10 z + u (4), 10 z 4+ u fiind numérul format de ultimele
doua cifre ale numarului N.

b) Pentru n >3, 10" =0 (8), deci N = 100 s +
+ 10 z + u (8) — numdirul format de ultimele 3 cifre;
de exemplu: 23 782 = 782 (8). Pentru calcul mintal,
putem folosi faptul c¢d 102 = 4 (8), deci 102-s = 0 sau
4 (8) dupd cum s este par sau impar. Exemple: 782 = 4
4+ 2 =6 (8); 645 = 45 =5 (8).

c) 10 =11 — 1, deci 102 =1 (11); 10® = 102-10,
deci 103 = 10 (11) 104 = 102- 102, 100 =1 (11) etec.

Gisim 10> =1 (11), 102! = — 1 (11) (in intelesul
1021 = A 11 4+ 10 = M 11 — 1).

7385 =7-10® +3-102 +8-10 + 5= —7 +3 -8+
+5= —7=4 (mod 11)

In general, N = (a; + a3 + ...) — (@, + a, + ...),
mod. 11, unde a,, a,, a, ... sint cifrele de ordinul 1,2,3 .
adicd respectiv cifra umtatllor, zecilor, sutelor etc.

d) Avem 10 = 3,102 = 2,10® = 6, 104 = 4,103 =5,
108 = 1 (modulo 7) apoi 107 =3, 10® = 2 ... (se repetd).
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Gidsim o reguld mai complicatd decit in cazurile prece-
dente. De exemplu 18349 =1-4+8-6 +3-2+44-
+3 + 9 (mod 7).

Putem proceda si astfel: pornim de la faptul ca 103 =
=6 (7) adicd 1000 = M7 — 1. Despartim numairul ca
in exemplul: 18 349 = 18-1000 + 349 = 18 (M 7 — 1) +
+ 349 = M 7 + 349 — 18, riminind a afla prin calcul
direct in ce clasi se afld diferenta 349 — 18.

e) Exemplu. 62154 =6-8% 4 2-82 4+ 1-8+ 5
insd 8 =1 (7) deci s1 8" = 1 (7). Asadar

62154 =6 +2 4+ 1 + 5 (mod 7). Regula este ana-
logd cu aceea modulo 9 pentru numerele scrise in baza 10.
Regisim aceeasi reguld pentru modulo B — 1, cind nume-
rele sint scrise in baza B.

f) 62154 = 5 (mod 8) — in general un numir este in
clasa dati de ultima -cifra.

g) analog cu d).

h)8=3, 82=4, 8 =2, 8t=1 (5
apoi se repeti: 8 =3, 8 =4 ...

141. 7285 =4 (9), 3427 =17 (9); 4+ 7 =1 (9). Rezult
cd produsul numerelor trebuie si fie in clasa 1 modulo 9.
Insd rezultatul scris este in clasa 2, deci el nu este just.

Notd. Acest procedeu se numeste ,proba prin 9%

142. 7285 = 3 (11); 3427 = 6 (11).
2065695 =5+ 6+ 6+ 4 —(9+5+2) =5 (I1).
Insi 36 =7 =£ 5, deci rezultatul scris nu este corect.

143. Acum iese si proba prin 9 si proba prin 11. Daca re-
zultatul este gresit, diferenta intre el si rezultatul corect
este si multiplu de 9 side 11 deci de 99. Intrucit e la fel
de probabil ca greseala s fie 1 sau 2,3, ...,99, 100, 101, ...
198, ... si din 99 de numere consecutive numai unul e
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multiplu de 99, inseamni ¢ in medie din 99 de inmultiri
gresite, numai una scapi nesemnalatd cind iese $i proba
prin 9 si prin 11.

Tinind seama cd in general este mai probabil si se
lucreze corect decit cu greseli, rezultdi cid probabilitatea
ca un rezultat la care s-au verificat $i proba prin 9 si cea
prin 11 — ca in exemplul nostru — sd fie gresit este cu
mult mai micd decit 1/100.

144. Oricum am aseza cifrele, numerele A si B sint in
clasa 5 (datd de suma cifrelor) modulo 9.

Dacid am avea A = kB, unde k > 1 pentru ci A =
=+ B sik <9 (cdci 122 346 689 - 9 este un numir cu 10
cifre), ar insemna ¢i 5-k = 5, ceea ce nu e posibil decit
pentru k = 1, adicd pentru k = M 9 4+ 1 > 10.

145.
314 3.2 3.3 34 35 3-6 3.7 3-8 3:9 3-10
Clasa 3 6 9 2 5 1 4 7 0
Se observd c¢d multiplii lui 3 parcurg toate clasele de
resturi (in fiecare clasi e un multiplu de 3).

Interpretare. Considerim produsele 3-x = r; cind
x parcurge toate clasele, si r parcurge toate clasele. Ecua-

3
8

tia 3z = r, unde r este dat, are o solutie si numai una.

Exemplu: 3 - z = 1. Tabelul intocmit ne aratd cid z = 7.
1mpart1rea este operatia mversa inmultirii; de exem-
plu, 1 :3 inseamni si gésim z astfel ca 3-x = 1.
Rezultatul gisit poate fi interpretat si astfel: in
multimea claselor de resturi modulo 10, orice impértire
cu impdrtitorul 3 este posibild.
41 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6
clasa: 4 8 2 6 0 4

4-7 4-8 49 4-10
8 2 6 O
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Interpretare. Ecuatia 4+ x =r nu are solutie daci r
este impar; dacd r este par, ea are doud solutii.

Interpretare geometricd. Dacd impartim cercul in 10
arce egale si unim punctele de diviziune din 3 in 3, tre-
cem prin toate virfurile si obtinem decagonul stelat. Daci,
insd, le unim din 4 in 4, trecem numai prin 5 virfuri gi
obtinem pentagonul stelat.

146. Daca ai si aj ar fi in aceeasi clas, diferenta lor ar
fi multiplu de m

a(j—i)y=m-c

Dar m este prim cua (presupunind numerele descom-
puse in factori primi, nici un factor al lui m nu e in a;
ar insemna cd toti sint in j — ¢); ar insemna ci ]-—-L
este divizibil cu m, ceea ce nu se poate, pentru ci j—i<< m.

Interpretare. Ecuatia a-z = b, unde (a, m) = 1 are
solutie; ea e unica.

147. In acest caz toate numerele, afard de aceiea din
clasa 0 (care contine multiplii lui p), sint prime cu
modulul.

Orice ecuatie a-z = b cu a == 0 are solutie unici;
altfel spus: orice impértire in care numitorul este diferit
de O este posibila.

148. 1) Rezultd din problema precedentd si din observa-
tia de la problema 136.

2) Fie ry =1, ry, 1y, ..., 1, numerele mai mici ca m
si prime cu m (reprezentanti ai claselor ce contin numere
prime cu modulul). Din (r,, m) = 1 si (r,,m) = 1 rezulta
(ryrj, m) =1 deci inmultirea este lege de compozitie
internd. I'ie ¢ unul din aceste numere (a, m) =
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Produscle ar,, ar,, ..., ar, sint in clase distincte
(cdci, conform pr. 146, toate produselea-1,a- 2, ..., a-
- m sint in clase distincte). Deci aceste ¢ produse consti-
tuie un alt sistem de reprezentanti ai tuturor claselor cu
numere prime cu modulul.

Ecuatia a- x = r are o solutie §i numai una.
Cind m = p, prim, regidsim punctul 1 al problemei.
Exemplu: m = 15. Clasele cu numere prime cu modu-

lul sint: 1, 2, 4, 7, $, 11, 1.3, 14. Pentru a rezolva,

de exemplu, ecuatia 7 z = 2, flacem toate inmultirile
7-1, 7-2, 7-4, 7-7, 7-8, 7-11, 7-13, 7-14
7 14 13 4 1 2 1 8

Citim cit ecuatia 7+2 = 2 are solutia z = 11, ecuatia
7-x =1 are solutia z =13 etc.

149. Lixistd z, astfel cu x;, *a = b. Avem b *e = (z, *
*a)*e=zx,*(a*e)=x,*a=1>

Nu existd doud elemente neutre; dacd si e, sie, ar fi
neutre, am avea e; * e, = e, (cdci e, este neutru) si ;¥
* e, = e,(cdci e, este neutru), decie; = ey(= e, *e¢,).

Solutia ecuatiei @ * x = b este unicd: x = a’ * b —
cdei ¢ *(a' *b)y=(a*a')*b=e¢*b=>. Daci =,
verificd ecuatia, adicd @ * z, = b, inmultind cu a’, ob-
tinem a’ * (¢ ¥*x,) =4a' *b, x, =a’ *b, deci 7, = z.

In particular, inversul unui element este unic, cici
si ecuatia a * x = ¢ are solutie unici.

150. Produsul claselor este independent de reprezentantii
cu care lucrim (problema 136). Vom face produsul cla-

selor 1-2 ...p — 1 :1) luind ca reprezentanti numerele
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SOLUTIA
1,2,....,p —1;2) numerele a-1, a-2, ..., a-(p —1)
(care reprezintd aceleasi clase in altd ordine). Cele doud
produse vor fi in aceeasi clasi
a-1-a-2...a-(p—1)=1-2... -(p — 1) (mod p)
deci
(p — 1)! (aPt — 1) = p - ¢ (diferenta este un multiplu
de p)
Insd (p — 1) Inu contine factorul p. Rezultd ci a*! —
= Mp, ceea ce se mai scrie
Oricare ar fi a, (a, p) =1,a?P 1 =1 (p)
Aceasla este teorema lui Fermat.
Ea mai poate fi enuntatd astfel: orice clasi de resturi
modulo p, afard de 0, la puterea p — 1 este clasa 1.
Inmultind relatia a?1 — 1 = Mp cu a, obtinem

a? —a = Mp

relatie care este adeviratd pentru orice a (si in cazul cind
a este un Mp).

151. Din relatia (r 4+ 1)? = z? 4 1 (p) rezultd cd dacd
zP =z (p) atunci si (x 4+ 1)» =24 1 (p). Insd in
mod evident, 17 =1 (p). Deci pentru orice z, z”? =x (p).

152. Fie ry =1, 1y, ...,
unul din ele. Produsele

r, resturile prime cu m si a

P
ary, ary, ..., ar,
constituie un alt sistem de reprezentanti ai claselor de

resturi prime cu modulul. Ficind produsul acestor clase
in doud moduri, ob{inem
a° Tyly oo Ty =Tyl .. Ty, (m)

Tily wn T (@® — 1) =0 (m)
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SOLUTIA

m divide produsul din membrul I; dar nici un factor
al lui m nu se afla in ryr, ... ry; rezultd cd a® — 1 este
divizibil cu m, a® — 1 =0 (m) sau a®* =1 (m).

Intrucit numirul ¢ depinde de m, il vom nota ¢

(m). Obtinem
Teorema lui Euler. Dacid (a, m)=1, atunci a®*™ =1 (m).

153. Fie a,, a,, ..., a, elementele grupului, * legea de
compozilie, sia unul din ele, pe care il compunem cu loate
elementele

’

a*a,a*ay,.,a*a,

Aceste ,produse” reprezintd toate elementele grupulai
(in altii ordine). In adevir, existd un astfel de produs egal
cu @, cdci ecuatia a * x = a; are solutie. (Solutia este
unicdi, pentru ¢d avem n produse, ficcare egal cu unul
din cele n elemente, dacd unul din ele ar fi scris de doud
ori, nu ar {i scrise toate).

Avem deci

(@*ay) *(a*ay) *... ¥(a ¥a,) = a, ¥a, ¥... ¥ ¢
a * (a; *ay,... ¥*ay) = (a; ¥... ¥a,)

unde a *a a fost notat a2; a2 *a a fost notat a3 ete.
Relatia aratd ci a™ = e.
Pentru orice element a al unui grup de ordinul n,a” =e.
Teoremele Fermat i Euler sint cazuri particulare ale
acestei teoreme generale.
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154.
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

4 83 6 12 11 9 5 10 7 1

1

1

2

3 9 1

4 3 12 9 10 1

5 12 8 1

6 10 8 9 2 12 7 3 5 4 11
710 5 9 11 12 6 3 8 4 2
8 12 5 1

9 3 1

10 9 12 3 4 1

11 4 5 3 7 12 2 9 8 10 6 1

12 1

155. Fie a™*! prima putere egald cu una anterioard, adici
a, a®, @, ..., a" sint distincte, iar a™! = ¢", unde
tLmLn. .

Dacd am avea m >1, ar rezulta a" ¥a = «""! *a,
decia™ = a™!, contrar ipotezeicd a, a?,...,a" sint dis-
tincte. Rezultd cd m = 1; ¢"* = a, deci a" = e (ele-
mentul neutru) c.c.t.d.

Spunem cd a apartine exponentului n.

De exemplu, in tablou, 4 ap. exp. 6, iar 2 ap. exp. 12,
156. Dacd a ap. exp. n, n este un divizor al lut p — 1.
In adeviir a?~! = 1 (cf. t. lui Fermat); deoarece a, a2, ...
...a" =1, a"! = a, a™! = @2, ... rezulld cd vom mai
avea 1 pentru exp. 2 n, 3 n, ... deci p — 1 este multiplu
de n.
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157. Sd ne fixdm alentia asupra puterilor lui 2 (mod. 13).
Si facem produsele 8-12; 8 - 7. Avem 8 = 22; 12 =
205 deei 8-12 =29=5; 8 =23 7 =21; deci
-7 =21 =22 =4, Fie impdrtirile 7 : 6; 3 : 6. Avem
=211 =25;deci 7 :6 =2% =12; 3 = 24 6 = 25;
cel 3:6 =21:20=216:25 =211 =7,

Calculul este foarte asemindtor cu calculul cu loga-
ritmi. Dacd 2¥ = k, spunem ci z este indicele Jui k (no-
tiunc analoagd cu cea de logaritm: 102 = 100; 2 este lo-
garitmnul lui 100). Pentru a face o inmultire, de exemplu
8 -12, 1) cidutim indicii; 2) facem suma lor; 3) ciutim
ce element are ca indice aceastd sumi. Dacd in Joc de
»indice“ scriem ,logaritm“, avem regula de inmultire a
doud numere cu ajutorul logaritmilor.

8
7
d

158. I'ie R rdddcina primitivd si R® = k. Pentru a gisi
puterile lui %, ludm sirul multiplilor lui @ si resturile
lor in impértirea prinp — 1.Cf. pr. 146,daca (¢,p — 1)=
= 1, obtinem toate elementele, deci in acest caz k este
riddcind primitivad. Deci existd ¢ (p — 1) ridicini primi-
tive.

159. Din 2% = 2= rezultd 52 = « (mod. 12).

Sirul primilor 12 multipli ai lui 5 parcurg toate cla-
sele mod. 12, deci va fi unul §i numai unul intr-o clasd
datii.

[Ccuatia 2% = a o scriem 233 = 2. Deoarece (3, 12) =
= 3, multiplii lui 3 parcurg numai clasele cu numere mul-
tipli de 3

3-13-23.33-43.53-63-73-83-93-10 3-11 3-12
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36
3 6 9 0 3 6 9 0 3 6 9 0 218
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SOLUTIA
Exemplu: 2% = 5; 2% = 29, Rezultd £ = 3 sau 7 sau
11 adicd z = 8 sau 11 sau 7.
Analog in cazul general.

n—1 p—1

160. z * =1sauz * =p—1 (p).

Rezultd din teorema lui Fermat. Avem zP-'=1 (p),

deci (:vp:_l—— 1) (;’%’._’_ 1): p-e.

Diferenta numerelor din cele doud paranteze este
2; deci (pentru p > 2) sau unul sau celdlalt este multiplu
de p.

161. Dacia x<% siz;=p—2>L, avem 2 =

~

= 2 Daci P 2 2 i o

= 77 (p). Dacd x < y siz < » & 5= x4, 22 $1 2] nu pot
fi in aceeasi clasi, cédci 22 — z, = (z — z,)(x + z,) si
nici una din paranteze nu are factorul p, cdciz — x, < p,
T+ z, <p.

_ p—1 . .
Asadar, pentru 1 <z < PT » valorile lui x2? sint

pf1< z L p — 1, clasele

lui z2 sint cele din primul caz in ordine inversa.

Notd. Elementele a pentru care z2 = a (p) are solutii
se numesc resturi patratice. Celelalte, nonresturi.

Resturile patratice au indici pari, iar nonresturile
indici impari.

in cazul p = 13, resturile patratice sint 2, unde
k=246, 8,10, 12, adica: 4, 3, 12, 9,10, 1.

in clase distincte. Pentru
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Rezaltd cd produsul a doud resturi sau a doud nonres-
turi este rest (are indice par), pe cind produsul intre un
rest $1 un nonrest este nonrest (are indice impar).

162. Cf. pr. 160, la exp.Z

se afld elementele p — 1

si 1. Daci p = 4k + 1, atunci ﬁ;—l este par,decip —1

avind indice par este rest patratic. Dacd p = 4k + 3,
]%1 este impar, deci p — 1 este nonrest.

Interpretarc. Numdirul 22 4+ 1 nu poate avea factori
primi impari decit de forma p =4 k + 1, cici dacd
22+ 1=Mp, 22 =Mp+p—1 s.1p~1 este rest
patratic.

El poate avea si factorul 2, dar nu la exponent mai
mare ca 1, cici dacdi z =2 m —|—1,x2+1=4m (m +
) 4+2=2-2m(m+1) +1]=24

Dacd r este rest si p — 1 este rest (nonrest), produsul
lor p — r va fi rest (respectiv nonrest).

163. Lemd. Daci a2+ b2 =c¢p (1) si A2+ B*=C-p
(2), unde (a, b) si (A, B) nu sint Mp, avem
cCp® = (a4 4 bB)? 4 (aB F bA)? (3)

S4 aritdm cd sau cu semnul superior sau cu celalalt,
patem simplifica prin p2. Inmultind (1) cu B 5i(2) cu b
si scizind,

a*B? — b2A% = ¢pB? — Cpb? = Mp;
(aB + bA) (aB — bA) = Mp.

Numerele aB + bA siaB — bA nu au ambele factorul p,
cicisuma lor este 2aB, care nu e Mp (cici din a = Mp,
prin (1) ar rezulta b = Mp contrar ipotezei (a, b) %
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SOLUTIA
Mp). Rezults cd unul din cle este Mp. Din (3) rezulta cd
dacd aB + bA = Mp, atunci si ad — bB este Mp si
putem SImph[lca prin p2 Analog in al 2-lea caz.

Dac# in (1), p este la o putere mai mare, tot prin p?
putem simplifica, deoarece cp* B2 — Cpb* = Mp (fard
a fi Mp?).

Obtinem prin simplificare cu p

cC = o 4 B2

relatie care, eventual, mai poate fi simplificatd. Spunem
cd am eliminat factorul p.

Fie a>4+1=ppy...pn-p 1') si A2+ B>*=p, (2')

Aplicind lema, eventual de mai multe ori, daci p,
este la o putere mai mare, vom obtine o relatie de forma
24 82 =py...py- P Impreum cu relatia A3 + B3I =
= p,, aplicind lema elimmndm j p, etc., pind ajungem

la relatia p = o? + p2.

Scrierea este unicd, deoarece din p = a®> + b 51
p = A% 4 B% prin aplicarea lemei am ajunge la 1 =
= o + 8%

E usor de vidzut cd si dacd p, = 2, simplificarea se
poate face.

Note. 1) Din p, = a® + b2 si p, = A% + B2, rezultd
cd pip, poate fi scris ca sumi de patrate in doud moduri,
apoi p1p,p; in patru moduri etc. De asemenea p?, p? ete.
pot fi scrise ca sume de doud patrate in mod unic.

2) Evident, dacid p = 4 k + 3, el nu poate fi scris
a® + b%, cidci cu a par si b impar obtinem a® + 02 =
= M4 + 1.

3) l\umdrul a® + b% cu (a, b) =1 are numai factorl
primi de forma 4 k -4~ 1. In adevar, fie a2 + b2 = Mp,
b2 = Mp + r; rezulli a2 = Mp —r. CI. pr. 162, nu
putem avea r rest sip — rrest decil daca p = 4 k + 1.
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SOLUTIA
164, Avem 13 = 3% 4 22; 13 = (3 + 2i) (3 — 2i).
13 NU este numdr prim. Cf. pr. 163, numirul 2 si
numerele prime p =4 k& + 1 NU sint prime in inelul
Ini Gauss.

Numercle prime de forma p = 4 k + 3 sint prime si
in inelul lui Gauss. In adevir, din p = (a 4-b1) (¢ + di)
rezulld

p? = (a® 4+ b2) (¢ 4+ d?). Nu pulem avea p = a® +
-+ b3 Din p?2=a% + b% rezultd 24+ d*=1 (¢ = +
+ 1, d=0sauc=0,d= + 1) ceca ce aratd ci ¢ +
4 T ar fi o unitate a inelului. Nu am avea o descompu-
nere in factori divizori proprii.

Dacip=4k+1,p=a?+ b2= (a+ bi)(a — bi).
Numirul a + b7 este prim (de asemenea a — bi). In
adevir, (a, b) = 1, deci a + bi nu este divizibil cu nici
un intreg obisnuit. Din a 4 bi = (¢ + di) (e + f7) ar
rezulta a® 4 b = (¢ 4- d?) (e% + f?) = p, ceea ce con-
duce, ca mai sus, la concluzia ci un factor este unitate
s1 celdlalt tot divizor impropriu.

Numere prime in inelul lui Gauss sint numerele prime
reale de forma 4 k + 3 si numerele complexe in care
se descompun numerele prime de forma p =4k + 1
sau 2= (1 4+17) (1 —7).

In afari de acestea nu mai sint altele. In adevir, fie
z=A+ Bi cu (4, By =1; cf. pr. 163, A% L B? are
numai factori primide formap = 4k + 1; fie p = a? +
-+ 4% unul din ei. Avem

[S)

A+ Bi __a.4+bB+iaB—bA
a + bi P P
A + B.i 20.4—bB+ial)’—!~bA
a— b P P
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Cf. lemei de la solutia 163, unul din aceste cituri este

intreg, deci A + Bi este divizibil sau cu a + bt sau cu
a— b .

165. Fie z =t (A + Bi), (4, B) = 1.

Numirul real ¢ il descompunem in factori primi reali,
in loc de 2 scriem (1 + i) (1 —¢) sau — i (1 + i?);
factorii primi de forma 4k + 3 ii ldsdm asa, pe cei de
forma 4k 4+ 1 =a% 4 b2 ii descompunem in a + bi
sl a — bi (care sint numere prime distincte, nu se obtine
unu! din altul prin inmultire cu o unitate). Rimine sa
descompunem pe A + Bi. Descompunem in factori primi
reali pe A% + B2

A% + B® = pip; ... Pn

Scriem numdirul p, (care este de forma 4k + 1 sub
forma a? 4 b% Aratdm ca si la solutia pr. 164 ci A +
+ Bi este divizibil sau cu @ + bt sau cu @ — bi. Facem
impartirea $i cu citul procedim analog.
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LTE PROBLEME

Dam mai jos citeva probleme la care nu mai specifi-
cdm Uipul; lasim cititorului plicerea de a reflecta asu-
pra caracterului problemei.

De asemenea, nu mai despartim enuntul de .Cum
gindim® sau de . Solutie”. Contdm pe faptul cd cititorul
s-a deprins sd intrerupd lectura pentru a cduta intii
singur §i s-a convins despre importanta aceslui mod de
luera. Mod de lucru care trebuie mentinut si in studiul
oricdrel expuneri matematice — nu numai al culegerilor

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ colectia cristal

~n
-



218

de probleme. El este util si datoritd faptului c¢i multe
tratate, pentru a realiza o expunere economici, mirginiti
la ceca ce esle esential din punct de vedere pur logic,
nu mai aratd cum s-a pus problema sau cum gindim cind
dibuim in procesul de cdutare a solutiei. Operatii foarte
importante pentru intelegerea profundd a lucrurilor si
pe care trebuie sd le facd cititorul singur.

166. La un congres au fost » oameni, dar nu fiecare
din ei a dat mina cu toti ceilalti. SA se arate ¢ numiirul
acelora care au realizat un numir impar de stringeri de
mind este par.

Solutie. La fiecare ,4 si B si-au dat mina“ se realizcazd
doud stringeri de mind. Deci numirul total de stringeri
de mini s este par. Dacd socotim pe indivizi, unul adat
mina de p; ori, altul de p, ori ..., (p, numere pare),
un altul de ¢ ori, altul de 7, ori ..., (1, numere impare);
Pr+py+ ...+ i+ 1, + ... =5 (par).

Numirul termenilor i este par.

167. Avem doud cartonase, unul cu ambele fete albe,
celilalt cu o fatd rosie si una albad. Se ia din sac unulla
intimplare §i se asazd pe mas&. Vedem ci fata de deasu-
pra este albd. Care este probabilitatea ca pe cecalaltd
fati sd fie rosu?

Cum gindim. Pe a doua fatd ar putea fi alb sau rosu;
doud cazuri. Deci p =% . Ar fi prea simplu ca si con-

stituie o problemd. Am numairat toale cazurile posihile —
egal de probabile intre ele?
Solutie. Fie a,. ¢, cele doud fete ale carlonului alb, st
a, r ale celuilalt.

Cazuri posibile: 1) sd scoatem primul carlon §i sd-1
asezim cu a, deasupra; 2) idem, cu a, deasupra; 3) al
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doilea carton cu a deasupra; 4) idem cu r deasupra.
Acestea sint egal de probabile. Stim cil s-a realizat unul
din primele 3 cazuri; unul din aceste 3 cazuri este ,favo-

rabil® (al 3-lea). Deci p =%.

Notd. Problema atrage atentia asupra necesititii con-
ditiei ,egal de probabil“.

168. Avem trei feluri de vase: de 4, de 5 side 8 litri capa-
citate. Nu stim cite sint din fiecare fel — aceasta se cere
sd afldm noi, stiind cd in total sint 138 de vase; incap in
ele 748 litri de apd ; numdrul vaselor de 5 litri este cu 10
mai mare decit dublul numérului vaselor de 8 litri.
Problemd de pedagogie: si se dea o metodd de rezol-
vare accesibild unui copil care nu a invitat incd algebra.
Cum gindim. Deoarece copilul nu stie algebra si intrucit
el gindeste mai usor aspectele concrete, si concretizim
—pe cit posibil —prin figuriatit ecuatiile, cit si operatiile
pe care le facem pentru rezolvarea sistemului.
Solutie. Figura 60 tine in atentie conditiile problemei.
Faptul cé cele de 5 sint cu 10 mai multe ca dublul celor
de 8, il figuram astfel: lingd fiecare vas de 8 punem 2
vase de 5, apoi mai punem incd 10 vase de 5 ,singure®.
Acum sd turndm apa in ele. Turndm intii in cele 10,
pentru c& stim numdarul lor; turnidm deci 5-10 = 50
litri. S& umplem restul. Problema devine: 128 vase.
incap 698 litri, cele de 5 de 2 ori mai multe ca cele de 8
(pe figurd de la linia punctatd in stinga). S& turndm in
cle apa. In care? Nu mai stim cite sint de un anumit fel;
de aceea turnam in toale cite 4 litri. 4 litri x 128 = 512
litri. Rémin 698 — 512=186 litri. cu care trebuie si
completdm vasele de 5 si pe cele de 8. Avem mai multe
grupe, compuse fiecare din 2 vase de 5 si unul de 8:in
fiecare grupd mai turnim 1 + 1 4+ 4 = 6 litri. Turndm
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in total 186 litri. Cite grupe sint? 186 : 6 = 31. Deci
sint 31 vase de 8; 62 vase de 5, la care addugdm pe cele
10 umplute la inceput: 72; rimin 138 — 31 — 72 =35
(vase de 4).

169. Dacid elevii dintr-o clasd se asazd cite 2 in banci,
ramin 14 elevi in picioare. Dacé se asazd cite 3 in banci,
3 bénci rdmin libere.

Sa se explice unui elev care nu stie algebrd, cum si
afle citi elevi si cite banci erau.
Solutie. Figura 61. Eliberdm 3 binci sculind in picioare
pe cei 6 ocupanii. Acum sint in picioare 14 4+ 6 = 20
de elevi, care trebuie asezati cite unul in fiecare banci,
in carc erau deja cite 2 elevi. Deci acum sint: béanci ocu-
pate 20 si libere 3. Total 23 binci. Elevi: 20-3 = 60.
(Sau: 23-2 4+ 14 = 60, ceea ce constituie proba).
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170. Pentru ce valori ale lui n (numér natural) poate fi
5n+ 3,

1 n + 8 ) )
Cum gindim. Pentru ca fract ia%sé poatd fi simplificata,

simplilicald fract ia% =

trebuie ca @ si b si aibd un divizor comun. In problems,
a si b sint variabili o datd cu n. Cum si gdsim divizorul
comun a doud numere variabile?
Ideea. Dacd a 5i b au un divizor comun 4, adicd a = 4 - a,,
b =d-b;, acesta divide si numirul ka - kb (=d-
- (ka, + hb;). Incomod este faptul cd a si b sint varia-
bile; ideea este sd alegem pe £ si & astfel incit ka + hbd
sd nu mai depindd de n.
Solutie. Avem 5b — 11a = 7. Deci dacd a si b au un
d.c. # 1, acesta nu poate [i decit 7. Problema devine:
pentru ce n, bn + 3 = Tk? Aceastd conditie este si sufi-
cientd: dacd a = M7, 5b =11a + 7 este si el M7,
deci si b = MT7.

Pentru a rezolva ecuatia 5rn + 3 = 7k, incercim
n=0 1,2 3, 4. 5, 6. Gdsim n = 5. Orice numir n
din clasa de rest 5 modulo 7 — si numai din aceastd
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clasi — raspunde la problema. Solutia generali: n =
=547 (h=0, 1, 2,...).

. 2
171. Aceeasi problemd pentru-* — 8n? — 10
b n? + 20

Selutie. Aplicim aceeasi metodd. Avem 36 — 7a = 130.
Divizorul comun al numerelor a si b divide pe 130.
Numirul a = 3 n? — 10 se divide cu 2 sau 5, dacd si
numai dacd n se divide. S& vedem pentru cc n. 3 n?—
— 10 = M 13. Incercdm cu n = M 13 + 1, + 2, + 3,
+ 4, + 5, 4+ 6. Gi#sim cd pentru n = 13 & + 5.
172. Aceeasi problemi pentru & = it
b nt 4+ 3n2 -+ 1

Solutie. Avem b — na = n? 4+ 1. Dacd a si b au un d.c.,
acesta divide si pe n?2 + 1. Dar « = r (n? + 2). Putem
gasi un r astfel ca n (n? 4 2) si n? 4 1 si aibd vn d.c.?
Numerele n2 + 1 si n? 4+ 2 sint consecutive, deci sint
prime intre ele. Numerele n §i n2 - 1 sint tot prime intre
ele (dacd ar avea ca d.c. pe 4, acesta ar divide si pe
nP4+1—n-n=1).

Asadar, pentru orice n fractia datd cste ireductibild.

173. Daci n puncte din plan nu sint situate pe aceeasi
dreaptd, existd (cel putin) o dreaptd care con{ine numail
doud din cele n puncte (J. Sylvester).

Ideea. Lemd. Considerdm 3 puncte pe o dreapld P,,
P,, P, siun punct P, in afara ei (fig. 62). I'ie Q proiectia
lui P, pe dreaptd. Cel putin doud din cele 3 puncte sint
de aceeasi parte a lui @, eventual unul confundat cu Q.
Dacd avem configuratia din figura 62, distanla de la P,
la dreapta PP, esle mai mici decit distanta de la @
la acea dreaptd, deci si mai micd decit P,Q.
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Fig. 62

Solutie. Considerdm dreptele distincte intre ele care con-
tin (cel putin) doud puncte din cele n date. Ele sint evi-
dent in numdr [init. Din fiecare punct P; dat (i =1,2,...,n)
ducem perpendiculare pe fiecare dreaptd ce nu trece prin
P,. Multimea lor {d,, d,, ... 4z} e finild (cdci si punctele
si dreptele sint in numéir finit) si nu este vidd (cdcinu
toate punctele sint pe aceeasi dreaptd). Fie 4,, cea mai
micd din ele, d,, <d,, dacd i st m, 1 =1, 2, ... k. Con-
form lemei, dreapta pe care a fost dusd perpendiculara
d,, contine numai doud puncte, din cele n date (daci
ar contine mai multe de doud, ar exista un d << d,,).

174. Notdm cu O, G, I centrul, centrul de greutate, orto-
centrul triunghiului ABC.

. L= —> —>
Si se demonstreze cd V = 3 - OG— OH este vectorul
nul. Consecintd.
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. . — —
Cum gindim. Conform problemei 79, 3-0G = 0A 4
€ 0_73 - (7() Vectorul v apare deci ca o suma de paliru

vectori. Sid folosim asociativilatea sumei. Avem, de
—>

exemplu. OF - OC = 2.0A’ (A’ mijlocul lui BC) si
—_— —> —>
OA — Ol = H1. Deci

—>

’ + A

<!
=

=9.

Reznltd de aici ci. V=0
. .= —> —> -
Ideea. Din expresia V = 2- 04’ + HA rezultd numai ci
dacd V =+ 0, avem v | BC (cicisi OA’ si HA sint | pe
BC). Dar dacd am [i asociat si in alt mod termenii i V?
Solutie. Dacd V == O, V | BC. Dar cu totul analog ar

rezulta si V1 AC si 17_]_ AB. Nu esle posibi] ca acelasi

vector sa fie perpendicular pe toate laturile triunghiului.
Rezulta ca V = O.

Interpretare. Relatia 3 - 0_(7= O aratd cd punctele
O, G, H sint colineare si Ol = 3- OG.

175. Sé se demonstreze ¢d punctele O,G,H sint colineare,
elementar (fird a folosi vectori).
Cum gindim. Putem gindi in mai multe moduri (fig. 63).
1. Unim pe O cu G si separat (ciici nu stim incd dacad
punctele sint colineare) pe G cu H. Si aritim cd tri-
unghiurile OGA’ si HGA sint asemenea — de unde rezultd
exalitatea unghiurilor din G (deci va trebui folosit un
criteriu in care intrd si laturi).
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2. Prelungim pe OG pind in K, astfel ca GK = 2 0G.
Ardtdm ca punctul K este pe indltime.

3. Consideram punctul A” diametral opus lui A4 pe
cercul circumscris. Ardtdm cd simetricul lui H fald de A’
este A”.

Solutie. 1. Pentru a arita cd OGA’ ~ HGA, stiind ci

GA'O = G1H sicd GA = 2GA’, este suficient sd aritim
cid si HA = 2 OA’. Aceasta este 0 noud problemd — mai
simpld — la care s-a redus problema data.
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2. Avem OGA’' ~ KGA, prin constructie. Rezultd

PR . .
GA'O = GAK, deci AK || OA’, adica AK | BC; punc-
tul K este pe indltimea din A.

Este el chiar punctul H?

Cu totul analog demonstrdm cd punctul K este si pe
indltimea din B, deci K = H. In fond, nici nu mai
este nevoie de o demonstratie. Cind am demonstrat ci
punctul K este pe indltimea din A, am demonstrat in
fond cd este pe o indltime, oricare.

3. Figura HBA"C este paralelogram (cici BH |
| AC; A"C | AC, BH || A"C; analog CH || A"B).

Rezultd ca diagonala HA" taie pe BC in A’ si HA' =
= A'A".

In triunghiul AHA”, AA’ este mediani, HO este
mediand. Ele se taie intr-un punct situat pe A4’ la 2 de

A, adicd — deoarece AA’ este mediand si in triunghiul
ABC — in G.

Notd. Dreapta OGH se numeste dreapta lui Euler.

Dintre demonstratiile date, cea mai elementara
este a treia, cici o putem da irainte de afi trecut la stu-
diul asemdnirii; ea presupune un cuantum mai restrins
de cunostinte anterioare. Este drept cd e mai ascunsi;
ea a fost gdsitd probabil fird a se cunoaste concluzia,
judecind sintetic: ce s-ar putea deduce din considerarea
punctului A”".

Din figura consideratd pot fideduse §i alte proprietati.
De exemplu?

176. Solutia 1 de la problema precedentd nu este com-

pleti. A mai rimas de demonstrat cd AH =2 0A'.
Aceasta rezultd din solutia 2. Dar direct?
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Ideea. Triunghiurile AHB si A'OB’ sint asemenea (ra-
port de aseminare: 2).
177. Fie o mijlocul segmentului HO (notatiile din pr.
175, fig. 63). Si se arate i wd’ = ; R (R, raza cerculut
ABC). Prin ce puncte remarcabile mai trece cercul de
centru o §i razd ; R?
Solutie. o A’ este linie mijlocie in triunghiul HOA",
deci wd’ = ; -04" = f; R. Cu totul analog, firi a
mai fi nevoie de demonstratie (dar si fird a fi interzis s&
o0 dim) oB’ = ;R, oC’ :% R.

Fie A, piciorul indltimii din A. Punctul o este pe
mediatoarea lui 4,4’, deci wAd; = 0A’ =%R.

Fie A, mijlocul lui AH. Segmentul w4, este linie
mijlocie in triunghiul OHA, deci w4, = %OA = -;-B.

Concluzie: mijloacele laturilor, picioarele iniltimilor,

mijloacele segmentelor ce unesc ortocentrul cu virfurile
triunghiului sint 9 puncte pe acelagi cerc (cu centrul la

mijlocul lui HO si cu raza% R).
Acesta este cercul lui Euler.
178. Si se arate cd locul geometric al punctelor M pentru
care
MA? 4+ kMB? = ¢?

unde A, R sint doud puncte date, k este un numdir real
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Fig. 64 0

diferit de — 1, si ¢ un segment c >]/ k—f—i - AB, este
+

un cerc. Si i se determine centrul §i raza.
Cum gindim. Locul este simetric fatd de AB. Daci locul
este cerc, centrul lui (O) se afld pe dreapta AB.
Fie O un punct pe AB. Avem (fig. 64):
—_— — — —> — —>
MA = MO + OA ; MB = MO + OB.

Putem alege pe O asa fel incit conditia pusi de problema
s fie echivalentd cu OM = constant?
Solutie. Avem

—_— —>
MA® = MO® + 2 MO-OA + 0A%; MB? — MO?
—_— —>
4+ 2 MO- 0B + OB

MA® 4 kMB® — (1 + k) MO® + 2 MO - (OA + kOB) +
+ 04 + kOB?
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Alegem pe O astfel incit OA4 + k- OB = O
Conditia problemei devine echivalenta cu

[02 (042 + kOBz)]
1 + k

Fie AB = a. Din OA + kOB = O rezulta
OA2 = k* OB? si AB — A0 + 0B = (k+ 1) OB,
deci OB = - jr —a, de unde 0A* 4 kOB =k (k+1)

0B2 = a?
k+ 1

Locul este cercul cu centrul in O, determinat de con-
ditia OA + kOB = O si cu patratul razei egal cu

14k

2 ___ k 2
(¢ Pl )
Pentruk = 1, centrul este la mijlocul segmentului AB.

179. Locul geometric al punctelor M, cu proprietatea

]J% =k 5+ 1, A si B fiind puncte fixe, £ un numéir pozi-
tiv dat.

Cum gindim. Si facem, de pildd, figura pentru k = 2
(fig. 65).
Doua puncte ale locului (5i numai doud) sint pe dreapta

AB: punctul I intre A si B, astfel cd Al = k- IT;, punc-

tul J in afara segmentului AB, astfel ca JA = k- JB.

Existd puncte M ale locului in afara dreptei AB (un
cerc cu centrul B, cu r > BI, un cerc cu centrul A si
raza k-r).
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A i B J Fig. 65

Deci locul este simetric fatd de AB. Construind citeva
puncte, intuim cd locul ‘este cercul de diametru 1J.

Dacd vrem s lucrdm cu vectori, tinem seama ci
punctele acestui cerc sint caracterizate de relatia M -
—> T\
- MJ = O (ceea ce inseamnd IMJ = 90°).
Problema devine
_— —>
MA = kMB = MI- MJ = 0.
. .. —> . —> .
Ideea. Sa exprimim vectorii MI si MJ in functie de
—> —
MA si MB.
—_— —_—> —>
Solutie. Avem MI = MA + Al
— — —_— —> —>
MI = MB + Bl si Al =k-IB
—_—> — —>
Rezultd (1 4+ k) MI = MA + k- MB
—> —> —>
Analog (1 — k) MJ = MA — kMB. Deci

—_— —>
(1 — k2 MI-MJ = MA2 — k> MB?
230 Insi MA = kMB <> MA? — k2M B>
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Deoarece k =+ 1,
e
MI-MJ =0 < MA=FkMB.
180. Se di un triunghi echilateral A,B,C, si treiunghiuri
A, B, C, a ciaror sumd este 180°. Se construieste tri-
unghiul 4 B,C, vu unghiurile AC,B, = 60° + % , AB,C, =

:60"—(—%, A 3i A, de o parte si alta a dreptei BC.
Analog, BA CI=60°+—§~,B01A1=60°+§ . CB,A, =
=60°+ 4 S0 CALB, =60°+

Sd se demonstreze cd unghlul BAC este egal cu un-
ghiul A dat si cd dreptele AC, si AB, impart unghiul BAC
in trei unghiuri egale. Analog din B sidin C (fig. 66).

Cum gindim. Rezultd in mod imediat B,AC, = 5 si

analoagele. Deoarece in concluzie este vorba de unghiuri,
cautdm sd gdsim diverse unghiuri ale figurii. Fie A,
intersectia BC, x CB,; analog B,, C,.

Avem AC,B = 360° — (60 +5) — 60° — (60 +%) =

=180 — A+ _ 48y _ 1803;0_ 120 +~ . Analog,
BA,C = 120 + % CB,A = 120 +§.
A,C,B,=AC,B,— (180 — AC,B) = 60+ g — (60— % )=

—B+C_ gy _4

3 3
A,B,C, _60+_ 605y =B8B+C_gp__4
3 3 3
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Fig. 66

Deci triunghiul 4,B,C, este isoscel, cu unghiul din 4,
egal cu 60° + % A. Analog, B,C,A, si C,A\B,.
Rimine si demonstrdm c¢d BA, este bisectoarea
unghiului C,BC si analoagele.
Solutie. Din A4,C, = A,B, si A,C, = A B, rezultd ci
A,A, este mediatoarea lui B,C, si deci bisectoarea un-
ghiului BA,C.

Din BA,C = 60 +§A si BA,C =120 —.L%rezulté

BA,C = 90° +—; BA,C, relatie care aratd ci A, este
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punctul de intilnire al bisectoarelor in triunghiul
A,BC. (Daci A, este la intersectia bisectoarelor, rezulta
relatia; dacd A,; sc deplaseazi pe bisectoarea lui A,
spre A, sau spre bazd, unghiul scade, respectiv creste.
Deci numai dacd A, este si pe bisectoarea unghiului
A,BC avem relatia.)

181. Trisecloarele unghiurilor unui triunghi oarecare
ABC se intersecleazit (fig. 66) in punctele A, B, C,.
Sd se demonstreze cit triunghiul A4,B,C, este cchilateral
(teorema lui I'. Morley).

Cum gindim. Folosim tot figura 66, dar acordind atentie
ipotezei si concluziei: AB, si AC, sint trisectoarele
unghiului A, analog BC,, BA, si CA,, CB;; trebuie sa
demonstridm cd triunghiul 4,B,C, este echilateral.

In ce mod si folosim teorema precedentd, tinind
seama de reciprocitatea celor doud enunturi?

S& presupunem cd facem tot constructia din problema
precedentd, folosind aceleasi unghiuri 4, B, C, dar
pornind de la un triunghi echilateral mai mare (latura
miritd de & ori). Fiecare triunghi pe care il construim
va avea latura de & ori mai mare, deci $i triunghiul final
ABC.

Dacd triunghiul echilateral de la care pornim este

egal cu A;B,C;, vom obtine un triunghi A"B"C" egal
cu ABC.
Solutie. Considerim wun triunghi echilateral A’B’C’
avind B'C’ = B,C,. Facem constructia din problema
precedentd, folosind unghiurile A4,B,C ale triunghiului
dat. Obtinem un triunghi A”B”C” egal cu triunghiul
dat ABC. Suprapunindu-l peste ABC, trisectoarelevor
coincide, deci A'B’C’ se va suprapune peste 4,B,C,,
ceea ce arald cd 4,B,C, este echilateral.
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Observatie. Teovema lui Morley este interesantd in
primul rind prin  enuntul ei: oricum ar fi triunghiul
ABC, trisectoarele lui determind un triunghi echilateral.

Si reflectdm insd s§i asupra metodei de rezolvare.
Atacatd direct, solutia este foarte ascunsi — chiar daci
acceptdm sa folosim §i trigonometria sau geometria ana-
litica.

Am adoptat o metodd asemandtoare cu aceea a ,mer-
sului invers®: pornind de la un triunghi echilateral sa
facem o constructie, care si ne conducd la triunghiul
in care s-au dus trisectoarele.

182. Consideram ecuatia generald de gradul doi in z siy,
cu coeficienti reali
az? 4 2 bzy—}—cy2+2 dr +2 ey + f=0.

In unele cazuri nu existd nici un punct cu coordonate
reale care sd o satisfacd (de ex. dacd ecuatia este 22 4-
-+ y2 4+ 4 = 0) sau existd unul singur (de ex. daci ecua-
tia este (x — 2y)? + (3 — y — 5)? =0, ea e satisficutd
numaide z = 2, y = 1).

Si se afle ce conditii trebuie séindeplineasci coefi-
cientii, pentru ca ecuatia si fie satisficutd de mai multe
puncte reale si in ce conditii curba are puncte la infinit.
Cum gindim. Pentru fiecare z dat, ecuatia devine o
ecuatie de gradul doi in y. Trebuie si existe valori ale
lui © pentru care ecuatia in y si aibd rddicini reale.
Solutie. Scriem ecuatia sub forma

cy?  +2 (bx+e)y+ax*+2de+f=0

o ™ . e
Dacd ¢ = 0, y existd pentru orice z == — —.

b
Dacil ¢ = 0, obtinem
Y= — [— (bx + €) - V(bw + ¢)? — ¢ (ax? + 2dx + f)]

colectia eristal ¢ colectia cristal ¢ colectia eristal



X X\_/% [ \f\[\ R

1 2 3 4 S- 6 7 8 9
fig. 67

Expresia de sub radical este

E(z) = (b* — ac) 2% + 2(be — cd) z + €2 — cf

Curba reprezentativd a functiei £(x) poate fi in unul
din cazurile din figura 67.

Cazurile 1, 2, 3 au loc pentru 42 — ac >0; curba
are puncte §i la —oo si la+ oo; in cazul 3 nu are puncte
pentru

2, < x < Ty

Cazurile 4, 5, 6 au loc pentru 4% — ac < 0.

In cazul 4 curba are puncte (cite doud) pentru orice z,
T, <z < (pentru z = x, $1 * = z, cele doud puncte
sint confundate).

In cazul 5, existd un singur punct care satisface
ecuatia; in cazul 6, nici unul.

Cazul 7 are loc pentru 42 — ac = 0 §i be — cd == 0.
Dacd be — ¢d >0, curba are puncte (cite doud) pentru
orice z, * > z, (confundate pentru & = z,). Daci be —
— ¢d < 0, curba existd intre — oo si ;.

Cazul 8 are loc pentru 42 —ac =0, be — cd =0 si
e? — ¢f < 0. Nu existd puncte care satisfac ecuatia.

Cazul 9 are loc pentru 4% — ac =0, be — cd = 0 si
e? — c¢f > 0. Curba consta din dou# drepte paralele cu
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dreapta y = — 1(bac + e) (confundate dacid si e* —
(4

— cf =0)
Revenim la cazul 2. Acesta are loc atunci cind radéa-
cinile ecuatiei E(z) sint confundate, z, = z, = o, adicd

(be — ed)®> — (b2 —ac) (e2— ¢f) =0

conditie care poate fi scrisd

a b d
A= b c e =0
d e f

in acest caz, E(z) = (b2 — ac¢) (x — )2, deci
y=_ix__e_:|:vb2 — ac (v — a)

c c

eeea ce inseamnd doud drepte care se intilnesc in punctul

de abscisd z = a-

183. Considerim curba C — numitd conici — reprezen-
tatd de ecuatia

ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2y + f =0

S& se arate cd o dreaptd oarecare o taie cel mult in
doua puncte.

S4 se arate cd locul geometric al mijloacelor coardelor
curbei paralele cu o directie datd este o dreapta.
Cam gindim. Dacd A(z,, y,), B(x,, ¥,) sint doud puncte
variabile pe curba C, astle] incit AB pistreazd o directie
fixi, coeficientul unghiular al dreptei AB, m =Y — Y1,

Ty — T

este constant. : !
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Cu ajutorul conditiilor care exprimi ca A si B sint
pe curbd si al condiliei m = constant, trebuie si gisim
locul punctului #, mijlocul lui AB, avind coordonatele

T, + x, Y1 + Yo
X=0T% y_NT¥

2 2

Ideea. Punctele 4 si B fiind pe curbd, avem

axi + 2bxy, + cy? + 2dx, + 2ey, + =0

ax3 + 2bxyy, + cyi - 2dz, + 2ey, + f =0

Deoarece in problemi intervin diferentele x, — z,

Y, — Y, sisumelez, + z;, ¥, + ¥,, scidem aceste relatii
$1 cdutdm...
Solutie. Prin sciderea celor doud relatii, obtinem la
toti termenii diferentele si sumele de coordonate men-
tionate cu exceptia celui in b. Ciutdm si scriem si dife-
renta z,y, — z,y, in functie de z, — z,, z, + x; etc.
Gésim

2(zyYy — 21Y,) = (T2 — ) (Y2 + Y1) + (22 + 29)

(¥ — Y1)
Scéazind cele doud relatii si apoi impéartind peste tot cu
2(xy — x,), — cazul z, = z, poate fi studiat direct —

obtinem
aX +bY +bmX -+ cmY +~d+em=0

Relatia fiind de gradul I in X si Y, punctul M (X, Y)
descrie o dreaptd. Aceastd dreaptd se numeste diametrul
conjugat directiei m.

Dacd 2, = z,, problema precedentd aratd ca diame-
trul conjugat directiei Oy este dreapta bx + cy + e =0.

Observatie. Punctele de intersectie intre o dreaptd
Ax 4+ By + C =0 si o conicd datd se gisesc rezolvind
sistemul format de ecuatia conicei $i a dreptei. Elimi-
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nind pe y intre cele doud ecuatii (dacd B == 0), obtinem
o ecuatie de gradul II in z. Ea poate avea doud rdaddcini
complexe (chiar $i cind conica are puncte reale — de
exemplu o elipsd si o dreaptd exterioard ei). Dar si in

5 -+ Yy .
acest caz, X =3 T %y ¥ " ¥gnt numere reale
P 2

(cici radécinile sint complexe conjugate).

Putem lua in consideratie si asa-zisele ,puncte ima-
ginare“ ale conicei. In problema de fati vom considera
»toate“ dreptele de directie datd, nu numai pe acelea
care taie efectiv conica; pe fiecare dreapld mijlocul coar-
dei este real. De aceea, prin diametru conjugat intelegem
o dreaptd $i nu un segment.

181, Ce discutii pot fi ficute in legiturd cu prohblema
precedentd?

Cum gindim. Am gisit cd fiind datd o conicd, prin ecuatlia
ei, unei directii m ii corespunde un diamel(rn conjugat,
o dreaptd care reprezintd locul mijloacelor coardelor de
directie m. Ecuatia lui poate fi scrisd

ar +by4+d+m (bx 4 cy +¢e) =0

O problemd interesantd este cum variazd diametrul
conjugat cind m variazd si dupd modul cum variazd si
deducem genul conicei. O a doua problemi este si aflam
pentru ce m diametrul conjugat este perpendicular pe
directia m.

Solutie. Ecuatia

Dax+dby+d+m@z+ cy+e)=0

unde /n este un parametru reprezinld o dreapld d, varia-
bild o datd cu nw.
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Fig 68

Considerdim dreptele

(dy) ax + by +d=0
(dy) bx +cy+ e=0

Ele pot fi: 1. concurente, 2. paralele sau 3. confundate.

1. Dreptele d, sid, sint concurente dacé ac — 5% =£ 0 ;
fie C(z,, y,) punctul lor comun. (z,, y,) satisface i ecualia
(1); deci 4 trece printr-un punct fix. Dacd ducem dreapta
de directie m chiar prin (x,, ¥,), cele doud puncte de
intersectie vor fi simetrice fatd de C (fig. 68). Aceasta,
oricare ar fi m. Deci C este centru. de simetrie al conicii.

Coeficientul unghiular al diametrului conjugat (m’)

_a + mb
b + me

este m’' =

Relatia care leagd pe m de m’ poate {i scrisd

cmm' + b(m 4+ m’) +a =0 (2)

colectia cristal ¢ colectia cristal ¢ colectia eristal

239



240

Fig. 69

Ea este simetricd in m si m’. Inseamni ci diametrul
conjugat directiei m’ are directia m. Aceasta explici
denumirea ,.conjugate“. Ducind prin C dreapta de directie
m sipe cea de directie m’ (fig. 68, a doua punctatd), una
din ele (oricare) este diametrul conjugat al celeilalte.

In ce caz doi diametri conjugati sint orlogonali?

mm’ = — 1. Inlocuind in relatia (2),
b(m —l) +a—c=0
m

bm?2 4+ (a—c) m—b=0 3)

Ecuatia (3) are doud rddacini reale m,, m,, al ciror pro-
dus este —1; ele corespund la doud directii ortogonale,
astfel cd una e conjugata celeilalte.

Din definitie rezulti ci acesti doi diametri orlogo-
nali sint axe de simetrie ale conicei (fig. 69).

Daci ludm axele de simetrie ca axe de coordonate,
fatd de aceste axe ecuatia nu poale fi decit de forma

AX2 L CY2 4+ 2F =0 (4)
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— cu termeni in X nu ar mai fi simetrie fatd de 07
cu termeni in Y nu ar mai {i simetrie [atd de OX.

Ecuatia (4) poate reprezenta: 1) o elipsd dacd A si C
au acelagi semn, reald dacd F are semn contrar lui 4 si C,
imaginard ([drd nici un punct real) dacd I’ are acelagi
semn cu A si C; 2) o iperbold dacd A4 si C sint de semne
contrare $i F* == 0; 3) doud drepte dacd F = 0, reale daca
A si C au semne contrare, imaginare cu un singur punct
real daci A si C au acelasi semn.

In cazul 3) centrul conicei (punctul de concurentd al
dreptelor) se afli pe conicd. In adevir, ecuatia conicei
poate fi scrisd

z(ax + by +d)+y(br+cy +¢€) + (dx+ey +-f) =0

{(z,, ¥,) anuleazd parantezele; dacd el e pe conica anuleaza
si expresia dxr 4 ey + f, cele 3 drepte obtinute prin
egalarea parantezelor cu zero sint concurente, adicd
A =0 (vezi prob. prec.).
2. Dacd dreptele d, sid, sint paralele, avem %= L)
c
(ac — b2 =0). Amplificind al doilea raport cu m si ficind
suma numdrdtorilor pe suma numitorilor, obtinem

a a + mbd
b b+ me
deci si dreapta d va fi paraleld cu 4, si d,.
Ecuatia (1) reprezinti in acest caz un fascicul de

drepte paralele, directia comuni fiind dati dem’ = — %.
s 1oy b - A R
Dacd luim m = —diametrul conjugat directiei m
a
va fi perpendicular pe ea si el va i axd de simetrie a coni-
cei. [n acest caz conica este o parabold sau este formati
din doud drepte paralele.
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3. Dacad dreptele d, si d, sint confundate, avem

a_b_4d_
b c e
Ecuatia (1) poate fi scrisd

(az + by +d) (1 + km) =0

deci si d se confundd cu 4, si d,.

In acest caz A =0, conica reprezintd doud drepLe
paralele si diametrul conjugat oriciirei directiieste dredpta
paraleldi cu ele la egald distantd. S

185. Dacéd printr-un punct fix 0, al unei conice nedegene—
rate oarecare se duc coardele variabile 0A, OB perpen-
diculare una pe alta, dreapta AB trece pr intr-un punct
fix.

Cum gindim, Unde poate fi acel punct fix? Luum 0
pozitie particulard a unghiului AOB. Dacd A se-apro-
pie de O, la limitd 04 devine tangenta OT in O ({ig. 70),
1ar OB, normala; in acest caz, AB se confundi cu nor-
mala. Problema devine: si ardtim ci AB taie normala
intr-un punct fix.

Cum s& ne alegem axele de cdordonate? Ca s nu tra-
tdm separat cazul elipsei, parabolei etc., vom lucra cu
ecuatia generald insi vom alege OT ca axi Oz, si ON
ca axd Oy. Deci se pune subproblema: ceconditii :inde-
plinesc coeficientii din ecuatia generald, cind conica
respectivé trece prin O si are aici pe Or ca tangenti?
Solutie. Deoarece O este pe conici, termenul liber este
nul (f = 0) — céci pentru z = 0, y = 0, ccuatia trebuie
si fie verificatd. Dreapta y = 0 Laie conica in punctele
de ahscise date de ecuatia ax? -+ 2dz + [ == 0, "la.noi
ax? + 2dx. Ca a doua riadicind si fie tol 0, trebuie ca
d=0. cee o
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Asadar, ccuatia conicei raportatd la axele mentionate
este

. ax? 4 2bxy + cy* + 2ey = 0.
Fie A(x,, ¥,), B(z,, ¥,). S& scriem conditiile problemei
axi + 2bxy, + cyi + 2ey; =0 (1) (A pe conicd)
axi + 2bx,y, + cyi + 2ey, =0 (2) (B pe conici)
x%y + Y1y =0 (3) (04 ] 0B)
Dreapta AD are ecuatia

Yo —
y—ylzi__zl(x_ml)
2 T 4

Ea taie axa Oy (z = 0) in punctul de ordonati

Yo = Y; — xliz - 3:1_ Izzl - i)?/z (4)
2T I 2T I

Problema revine la a ardta ca din (1), (2), (3) rezulta
cd expresia (4) este constanta. 243
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Ciutdm sa formém intii expresia ZoYy — Z1Yge
Inmultim (1) cu — ¥25i (2) cu £ i adunim
x;

1 T
a(Zoyy — Z1Ys) — CY1Ys S = AW Jey,y, -
1%y
. (z, — ) =0
Z1%s
Tinind seama de (3), — ¥;¥, = ,%,,
(@ + ¢) (Y, — 21Ys) = — 2e (z, — 2,)
ToYy — x.lf‘lz - _ 2e
T, — I a-+c

Observatie. Dacd a + ¢ = 0, conica este o iperbolx
echilatera (eventual doud drepte perpendlcu]are) In
acest caz punctul de intersectie ,este la infinit“, ceea ce
se interpreteazd astfel: coarda AB este paraleld cu nor-
mala in O. Ca exercitiu, cititorul poate stabili aceasta
pe ccuatia redusd a iperbolei echilatere, de exemplu, pe

ecualia ¥y == 1.
x

186. Si se verifice egalitatea
A+r+r+..4+r1" (1—r)=1—r"+1

Dacdi —1 <r<t,lim(1+r+ ...+ ‘)_1
n-co —r
Solutie. Avem 1 +r 4 ... + r* = o
1—r 1—r
Daca |r| <1, lim r™+! = 0.
Noti. Expresia
u, + uy + .o+ u, + ... (cu o infinitate de ter-

244 Meni) se numeste ,serie“. Notdim S, = u, + u, + ... +.
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+ u,. Daci lim S, exists, lim S, = S seria se numeste

weonvergentd“ si § se nume§te ,suma“ ei. In caz contrar,
seria este dlvergenti.
Seria

14+r+4...rm 4+ ..
numitd seria geometricd, dacd |r| < 1, este convergenta

. 1
si S =
1—r

187. Si se arate cii scria (numild seria armonici)

1 1 1 1
1—}—;4_;4_;—{—... —{—;—i—...

este divergentd.
Cum gindim. S, este un sir crescitor. Ca si aritdm ed nu
are limitd finitd, trebuie si ardtdm cd lim S, = oo, adicd
oricare ar fi numirul M, putem lua pe n suficient de
mare, astfel ca s& avem S, > M

Grupidm termenii lui §, astfel:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1+ 2 +(3 +-4) +_(5 +6 +_7 +_§J +_(9 +10+

+ ... +1i6) + (117+ +312)+

Solutie. Fiecare parantezd este mai mare ca—:

1_1 4,1 1, 11,1
_+ >4+Z_2 sTs Tt s s T
L2 ete.
8§ g 2
Deci S, >1 +%+-;+%+ ... . Luind pe n sufi-
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cient de mare ca si putem forma oricit de multe paran-
. | Kai <

teze mai mari ca 5 Sn va depédsi orice numir dat.

Din nou, cum gindim. Dar daci am avea o alta serie cu

termeni pozitivi, descrescitori si lim u, = 0, nu am
putea proceda la fel? S ludm atit de multi termeni incit

< < <1 . < <

suma lor si depa§easca?, apoi o noud grupd de ter-

meni — desigur cu mult mai multi termeni, pentru ci
L S « < <1 :

el sint mal mici — care sa depa§eascag, s.a.m.d.

Nu totdeauna putem face acest lucru. Chiar dacid in loc

1 " . . o
degam lua un numir mai mic, de pilda 11)0 (o infinj-

, ar insemna tot

tate de paranteze, fiecare depdsind 1;0

serie divergentd), la o serie convergentd termenii déescresc
atit de repede, incit nu mai putem realiza o parantezi

1 s
ou suma o, de la un rang inainte.

La seria armonicd termenii descresc; aceasta ne-a
obligat sd luim din ce in ce mai multi termeni intr-o
parantezd: 2, apoi 4, apoi 8, 16 ete. Dar descresc destul
de incet, pentru ca de fiecare datd sd putem avea o sumi

1
>

1
— < — dar cu putin mai mic; <
401 100 1001 1000

mai putin. Descresterea o constatim ficind dc/erentu
Raportul a doi termeni consecutivi este din ce in ce mai
aproplat, de 1. Pe cind la seria geometricd, de pildd cu

cu si

ratia —2— fiecare termen este jumdlate din precedentul.
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Expresiile ,descreste incet sau ,repede“ nu sint
precise, deci nu pot intra in limbajul matematic pro-
priu-zis. Ele nu fac decit si furnizeze o impresie. ce
poate fi ulild, dar pind la urmd rationamentul riguros
decide.

Astfel: seria armonicd ne-ar pulea da impresia cé
din cauzi cd raportul (subunitar) a doi termeni consecu-

Livi %2 creste apropiindu-se de 1. seria este divergenta.

uy, .
Nu totdeauna este asa. De exemplu la seria

+ -+ -~+ + = - .. raportul 2™*L tinde tot la 1,

dar se demonstreaza cid ea este convergenta

188. Si se demonstreze cd dacd seria u,; 4 u, + ... +
-+ un + ... este convergentd, lim u, = 0.

Reciproca este adeviratid?
Cum gindim. Ipoteza: lim S, = S. Ce inseamnd aceasta?
C4 atunci cind n creste, numerele S, se ,ingrimidesc”
in vecinitatea lui S. Insk S, ot = U} Sppy — Sy =
= W, ; ingrimaidirea numerelor Sn face ca uy, up,y, ...
sd fie ,mici“.
Solutie, lim S, = S. Deci, fiind dat un numir <,
putem gési un NV astfel cd pentru n > N si avem | S, —

e .. € o )

S <7 deci si | Sy, — S| <; (fig. 71).

Rezultd | Sp,y — Sn| <€, |#ayy| < e Oricare ar fi

, gisim pe N |[cu ajutorul relatiei |S, — S| < -E-)
aat,fel ca pentru orice n > IV si avem |un,; | < e. Deci,
tim u, = 0.

Reciproca ar avea enuntul:-dacd lim u, =0, seria
Eu,, este convergentd, cu intelesul ioate seriile la care
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Sn. Sn+1 Fig. 71

lim u, = 0 sint convergente. Nu e adevirat; nu toate.
Ca si ardtdm ci nu toate, e destul si aritim una la care
desi lim u, = 0, seria e divergenid, adicd si ardtdm un
contraexemplu. Problema precedentd ni-1 oferi.

189. Stim cd A c B (multimea A este inclusd in mul-
timea B) inseamnd cd orice element al lui A sau toate
elementele lui A apartin si lni B. Incluziunea poate fi
exprimatd si printr-o implicatie:

a€ A —=a€ B

in cuvinte: dacd a € 4, atunci a € B.

Daci elementele tui A si B sint figurate prin puncte
din plan, incluziunea se traduce printr-o figura ca acea
aldluratd (fig. 72).

Pentru exprimarea legiturii datd de incluziune sau
de implicatie, se folosesc si cuvintele: suficient; necesar.
Desi uneori exprimirile sint eliptice (subintelese), trebuie
si fie totdeauna clare doud lucruri:

1. ce conditie este suficientd (resp. necesard)

2. pentru ce.

Relatia A < B conduce la doudi exprimiri:

1. Conditia @ € A este suficientd pentru a afirma cd

a € B.
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2. Pentru ca a si aparlind lui A este necesar ca
a € B. (Este necesar; dacd ¢ nu apartine lui B, sigur
nu e in A4.)

Si se observe si pe [ligura 72. A ¢ B inseamni: dacd
un punct nu e in conturul B, sigur nu e nici in 4. Ca si
fie in 4, e in primul rind necesar si fie in B; dar — in
general — aceasla nu e suflicient: poate fi in B fard a fi
in A.

S4 se exprime teorema precedenld (188):

1) figurind multimile de care este vorba in ea;

2) exprimind verbal relatiile intre aceste multimi;

3) folosind cuvintul suficient;

4) folosind cuvintul recesar;

5) enuntind o teoremd in care in loc de afirmatie se
fac negatii;

6) generalizare.

Solutie. 1. Figura 73.

2. C ¢ Z (multimea seriilor convergente este inclusi
in multimea seriilor la care u, — 0).

Z — C = g traduce faptul ca reciproca nu este ade-
viratd; dacd din multimea seriilor cu u, - 0 scoatem
pe cele convergente, nu rdmine multime vidi. Sau:
existd elemente in Z fird a fi si in C (exemplu: seria
armonici).
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" convergente [~ dwrgente

~Z-{tg—>0)—-—{ ~— = >
" un/>0-

Fig 73

3. Conditia ,seria este convergenti“ este suficienti
pentru a afirma ci termenul ei general tinde la 0.

4. Pentru ca o serie ) ,u, si fie convergentd, este
ne:esar ca u, — 0.

(Dar nu si suficient, ne aratd seria armonici sau orice
alt contraexemplu.)

5. Dacd u, nu tinde la 0, seria VU este convergentd.

6. In general: (1) p = q este o propozitie echivalenti
logic cu (2) ron ¢ = non p. Echivalentd logic inseamni:
dacd am demonstrat (1) rezultd (2); invers: daci am de-
monstrat (2) rezultd (1).

Dacd vorbim de multimi, A ¢ B = non B c non A.
Pe figurd e clar: 1) admit ¢d A C B, atunci un element
care nu e in B nu e nici in 4 (fig. 72); 2) admil ¢ non
Bc non A; atunci orice element din A este si in B
(fig. 74).

Se poate rationa si direct: p = ¢ inseamnd: daci
p este adevirat, atunci si ¢ e adevirat (exemplu: p:
seria este convergentd; ¢q: lim u, = 0). ron ¢ = non p
inseamnd: dacd g nu e adevdrat, atunci nici p nu este
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(exemplu: non q :u, -+» 0; non p: seria nu e conver-
gentd).

Admitem ci am demonstrat p = ¢ (1). Va fi de la
sine adevaratd implicatia norn ¢ = nron p (2) (daci ¢
nu e adeviratd, nici p nu este, cici dacd ar fi, ar fi—
conform (1) — si g, contrar ipotezei). Admitem c¢i am
demonstrat non ¢ = non p (2). Va fi de la sine adevirata
implicatia p = ¢ (dacd p e adeviratd si g este, ciei dacd
nu ar fi — conform (2) — nici p nu ar fi, contrar ipo-
tezei).

Fig. 74

190. Considerim multimea M a numerelor p = 2* 4
+1(ea=1, 2,.., n,.). Sd se demonstreze ci dacd un
numdr din M este prim, atunci a este o putere a lui 2.
Ideea. Avem de demonstrat ca

p =241 este pfim=>a:2’"
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Vom demonstra propozitia — logic echivalentd —:
a%2"—sp=2%+1 nu este prim.

Solutie. Daci a nu e o putere a lui 2, el este de forma
a = 2% i (i, impar i > 1). In acest caz, notind 2" = b,

p=2" 41 =b 4+ 1= (b4+1) (b — b2+
+..+ 1),
deci p nu este prim (se divide cu b + 1)

191. Si se enunte propozitia reciprocd teoremei prece-

dente. Cum s-ar putea ardta cd ea nu este adevirati?
S4 se arate pe o figurd cum sint una fald de alta mul-

timile din problema.

Solutie. Propozitia reciproci:

a=2"= p=2%+1 este prim.

Pentru a ardta ci aceastd implicatie nu este adevi-
ratd. trebuie si gdsim un m pentru care p nu este prim.

Peniru m =0, 1, 2, 3, 4, p ia valorile respective:
3; 5; 17; 257; 65 537 care sint numere prime.

Euler a aritat cd pentru m = 5, numirul 232 + 1 =
= 4294 967 297 NU este prim; el este egal cu 641 X
X 6700 417.

(Ulterior s-au gisit si alte contraexemple.)

Figura 75.

192. Am demonstrat ci

P = g~ non g = non p (1)

Si se arate, pe baza ei, cd fiind dati o implicatie
p = ¢, propozitia reciprocd §i cea contrard sint echi-
valente logic.
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M numerele p-2%1
- ——-0=2M——-p-——- )
(___pr]me__e

Fig. 75

Solutie. Dacd p = g este o teoremd directd, propozitia
reciprocd este

g=0p
lar cea contrard directei
noan p = non q

Echivalenta intre ele rezultd din (1) schimbind pe
p siq intre el.

193. Considerdm multimea A/ a triunghiurilor ABC cu
A = 90° si multimea M’ a triunghiurilor ABC, ale ciror
laturi verificd relatia a%? = b% + %

Se demonstreazd teorema lui Pitagora.

Ce semn se pune intre multimile M si M'? Ce nu se
stie incd despre cele doud multimi §i cum trebuie preci-
zatd relatia intre ele?

Solutie. Tecorema Pitagora: A = 90° = a% = b% 4 ¢%
Deci M c M’. Nu se gtie incd dacd M’ pe lingd triun-
ghiurile dreptunghice contine si alte triunghiuri (fig. 76).

Vrem sd ardtim cd nu are. Putem proceda in doud
moduri: 1) demonstrdm reciproca: a®? = b%* 4 ¢2 = A =
= 90°, deci M’ c M, asadar M = M'.
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\
M Y
(A=90°)
¢ — ——M —1 — —
(02=b% ¢?)
Fig 76 J

2) Demonstrdm contrara: A == 90° = a% £ b% 4 ¢?
(iesind din A7, iesim si din M’ deci A’ nu are ele-
mente in plus fata de M, M = M).

E suficient si demonstram una din ele (cédci, dupd cum
stim, ele sint echivalente).

194. Citim enuntul: Condilia necesard si suficientd ca
un patrulater si fie paralelogram este ca diagonalele lui
sd se taile in pirti cgale.

Ce teoreme s-au demonstrat pentru a fi {raduse in
acest enunt?

Solutie.

Patrulaterul ABCD diagonalele i

este paralelogram —> | se taie in pdr{i egale

(AB || CD; AD || BC) (A0 = 0C; BO -0D)
Condiltia ,diagonalele patrulaterului se taie in pirt)

egale” este neeesard pentru ca patrulaterul sd fie paralelo-
gram.
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Teorema reciproci:

(A0 = 0C; BO = OD) . - (AB [|CD; AD [| CD)
aratd: condilia este si suficientd.
195. O serie alternati

Uy — Uy + u3 + oo 4+ (=)™ u, + ...

in care u, sint numere pozitive descrescitoare si lim u, =
= 0 este convergenta.

Sy, reprezintd o aproXimatie a lui S prin lipsd, iar

Sope1 prin adaos, eroarea fiind mai micd decit modulul
primului termen nethat
Cum gindim. S3 urmirim pe o axd numerele §; = u,,
Sy = Uy — Uy, ... (fig. 77).
Solutie. Numerele Sy, S3y .oy Sop, ... formeazi un sir
crescdtor, mdrginit superior, caci S, = (u, — u,) +
+ (u3 — uy) + ... + (Uy_y — Ug) §1 flecare parantezd
este pozitivd. Acest gir are o limitd §

Numerele S, = u,, S = u; — 1, + uy, .., Sopyrs ---
formeazd un sir descrescitor, mirginit inferior, cdci

Soryr = Uy — (uz_ ug) — — (U — Uoky1): El are o
limitad S'. Insa Song, — S‘,k = Uy, ;- Pentru cd lim gy =
=0, im 8y, =lim S;; S=S5".

Avem 8,, < S 51§ — Sy < Ugpy,-

196. Considerdm un semicerc de razi 1 si tangenta in A
paraleld cu diametrul BOB’ (fig. 78).

O dreapta variabild trecind prin O taie semxcercul
intr-un punct N si tangenta in M. (Putem numi punctul
A proiectia lui N din centrul de proiectie O pe tangentd
s1 invers, proiectia punctului A7 de pe tangentd pe semi-
cerc este N). In acest mod, unui punct de pe tangentd ii
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corespunde un punct pe semicerc §i reciproc: unui punct
de pe semicerc ii corespunde un punct pe tangenta.
Dacd pe tangentd ludm o axd numericd cu origina in
A, cu sensul ardtat pe figurd §i cu unitatea egald cu raza
cercului, fiecdrui numir real z ii corespunde un punct M.
De asemenea, dacd masurim arcele prin lungimea lor
de la A, sensul pozitiv [iind cel trigonometric, fiecirui

aumiir real ¥ din intervalul deschis (—25, + %) i1
corespunde un punct N. Avem deci o aplicatie bijectiva
a multimii numerelor reale R pe intervalul (—g, +

+ 1; ). Numdérul y din interval corespunzitor numdirului

real z il notdm y = arctg z. Numirul real z corespunzi-
T

tor unui numir y din intervalul (—? , + ; ) il notdm
r=1gy.

a) Dacd O este luminos, iar /V un punct opac care se
miscd uniform pe sfertul de cerc AB, in ce fel se misca
umbra lui pe tangentd, M?

b) Daci M se miscd uniform pe tangenti, in ce fel se
miscd punctul corespunzitor N pe cerc?

(Raspunsuri intuitive)

Solutie. a) Arcului a = AN parcurs intr-un timp dat ¢,
i1 corespunde o lungime b = AM pe tangentid. Unui arc
V.V’ egal cu primul parcurs in timpul ¢, — ¢, = ¢ ii
corespunde un segment pe tangenti mal mare, cu atit
mai mare cu cit NV e mai departe de A. Viteza lui M este
din ce in ce mai mare, firi si precizim deocamdatd in
ce fel exact creste ea.

) Analog. dacd M se miscd uniform. /V se miscd din
ce in ce mai incet, pe m3surd ce se depirteazi de A.
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197. In problema precedenti presupunem viteza in
miscare uniformd egali cu 1 (unitatea de lungime in
unitatea de timp). S& se calculeze viteza la un moment
dat a punctului corespunzitor.
Solutie. s = ¢- t; dacd v = 1, s = ¢, timpul se misoard
prin spaliul parcurs in miscarea uniformd cu ¢ = 1.

Cind M se mised uniform (plecind in momentul O
din A4), avem x = .

Spatiul parcurs de N in intervalul ¢, ¢; este arcul
NNy = AN, — AN notat Ay pe fmura

Vlteza medle in acest interval este

o, = are N N, “arctg ) — arctg z __ Ay
m - - <

t,— ¢t rn — x Az
Viteza in momentul ¢ este limita acestui raport cind
{, — t. deci Az tinde la O (derivata functiei arctg x).
Avem (fig. 78)
Ay_ 3y de A
Az Aa’ Ac Az

- A 1 A .

oM :Vi + z2, Zil == z_g,A—; = sin M,=cos (y+ Ay).

Cind Az — 0,%1 (raport intre arc si coardd) tinde la
C

1

1, Ay — 0, deci cos (y + Ay) tinde la cos y :_|/—1_+——"
=

-9 A 1
deci lim2¥ = ——.
Az 14 =
Pe figurd z > 0; prin simetrie fali de OA gisim ci
formula se mentine. Deci pentru orice z, derivata func-

.. 1
tie1 arctg r esle ——.
: 14 2

= £
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Acum se vede ci# cu cit = este mai mare, viteza lui
N este mai micd; dar se vede precis in ce mod descreste
aceasid vitezd.

Pentru cealaltd problema — cind IV se miscd nniform—
viteza lui M va fi datd de

¥ A 1
W vink R ibvert
Yy y lim Y cos?y
x
. . dz 1 .
Derivata functiei z = tg y este== =—-. Cind ¥
dy cos®y

o1
creste, cos y descreste, lar—— creste.
cosy

198. Se poate demonstra ci dacd o serie in care termenii

sint puteri ale lui z este convergentd pentru lz| < R,

derivata sumei S(z) este egald cu suma seriei ce se obtine

derivind fiecare termen (convergentd in acelasi interval).
Folosind problemele 196 si 186, si se scrie arclg z

ca o serie de puteri ale lui z.

Solutie. Avem

=3 | f— xz + z4 — x5
—l_ CERd
Rezulta

3 7
arctg x:z—ﬂ—f—z—s—x——{—...

3 5 7
egalitate valabild numai pentru [z| <1, pentru cid

derivata lui arctg x este 1 sipentruz =0, arctg 0=0.

Iz
199. S4 se demonstreze ci

1 1 T
arcltg — arcltg — — —
55 + g T P

colectia cristal ¢ coleetia eristal ¢ colectia cristal
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Fig. 79

Ideeca. Prelungim laturile unui patrat ca in figurd; obti-
nem un nou patrat (fig. 79).
Solutie. Figura 79 aratd cid tg B = % (adicd B este arctg

i)sitaazi.EaaraLé ciatB=1.
3 2 4

(=]
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200. Cu ajutorul problemelor 198 si 199, si se calculeze
numirul = cu doud zecimale exacle (eroarea << 1%))-

Solutie. Avem

1 1 1 1 1 1 1 1
arclg - = __ — —-. = 4 - ==
2 2 3 8 5 32 v 128
1 1 1 1 1
arctg — = — — —.- —_ = -
3 3 27 5 243 7 2187
Deci

S
7 | 128 2187)
Ultimul termen este <— ; deci este suficient si

calculdm pe S, (obtinind o va]oare prin adaos); la fiecare
termen scoatem 3 zecimale. Obtiuem

%30,834...— 0,054 + 0,007 = 0,786 ...

Deci =, cu aproximatie prin adaos: 3,144.
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