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DIN PREFATA LA PRIMUL TIR¥

g

O descoperire mare rezolva o problemad mare, dar existi
un griunte de descoperire in solutia oricarei probleme. Puteti
avea in fata o problemad modestd; dacid insa ea va stirneste
curiozitatea si va pune in joc facultatile de inventivitate,
s1 daca o rezolvatl prin mijloace proprii, puteti simti incor-
darea dinaintea descopex iril §i vd puteti bucura de triumful
realizdrii ei. Astfel de experiente, la o virstd de mare recepti-
vitate, pot crea gustul pentru munca intelectuala, punindu-si
pentru toatd viata amprenta asupra mintii §1 asupra carac-
terului.

Asadar, profesorul de matematicd dispune de mari posi-
bilitati. Dacé el isi umple timpul mustruluindu-si elevii cu
operatii rutiniere, el le ucide interesul, le frineaza dezvoltarea
intelectuala si-si foloseste prost posibilitatile. Daca insi stir-
neste curiozitatea elevilor, propunindu-le probleme propor-
tionale cu cunostintele lor s1 dacd 11 ajuta sa-si rezolve pro-
blemele prin intrebari care-i stimuleazi, el ie poate inocula
gustul pentru o gindire independenta si sa le dezvolte apti-
tudinile corespunziatoare.

De asemenea, elevul a cérui programa cuprinde un curs
de matematici, dispune de posibilitati deosebite. Bineinteles,
aceste posibilitati se pierd, dacd el considera matematica
drept un obiect la care trebuie si dea un anumit numar de
examene §i pe care il va uita cit mai repede dupd examenul
de absolvire. Aceste posibilitati se pot pierde si in cazul cind
elevul are anumite aptitudini naturale pentru matematica,
deoarece, la fel ca oricare altul, el trebuile sa-si descopere
talentele si gusturile; el nu poate sti dacd ii place budinca
cu zmeuri, in caz ci n-a gustat-o niciodatd. El poate ajunge
insd si constate cad o problemd de matematica poate fi tot
atit de captivantd ca un joc de cuvinte incrucisate sau ca o
munca intelectuald incordatd poate reprezenta un exercitiu
tot atit de oportun ca §i o partida dificila de tenis. Dupa ce
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a gustat placerea matematicii, nu o va mai uita cu usurinta
si existd atunci sanse mari ca matematica sd ajunga si in-
semne ceva pentru el: o preocupare de amator, un instrument
in profesiunea sa, chiar profesiunea sa sau o mare ambitie.

Autorul isi aminteste de vremea cind erastudent,un student
destul de ambitios, dornic sa inteleaga un pic de matematica
si de fizica. Asculta prelegeri, citea carti, cauta sa asimileze
solutiile §i faptele care i erau prezentate, dar exista o intre-
bare care il tulbura mereu: ,,Da, solutia pare sd mearga, face
impresia ca este corectd; dar cum poate f1 inventata o astfel
de solutie? Da, acest experiment pare sa-gi atingad scopul,
aratd ca un fapt; dar cum pot oamenii si descopere astfel de
fapte? $1 cum as putea eu insumi sa inventez sau sa descopar
astfel de lucruri?“ Astézi, autorul preda matematica la uni-
versitate; el isi inchipuie sau sperd ca unii dintre studentii
sii mai insetati de cunostinte isi pun intrebari asemaniatoare
§1, de aceea, incearca sa le satisfacd curiozitatea. Cautind sa
inteleagd solutia cutdrei sau cutdrei probleme, precum si
motivarea solutiei si procedeele prin care a fost obtinuta,
incercind sa explice altora aceste motivari si procedee, el a
fost condus pina la urma sa scrie cartea de fata. Autorul spera
ca ea va fi folositoare profesorilor care doresc sa dezvolte
aptitudinile elevilor lor in domeniul rezolvarii problemelor,
ca si elevilor dornici sa-si dezvolte singuri aptitudinile.

Desi aceasti carte acorda o atentie speciala cerintelor celor
ce invatd si predau matematica, ea va interesa pe oricine
este preocupat de caile si de mijloacele care duc la inventii
i descoperiri. Acest interes pare sa fie mult mai raspindit
decit am crede la prima vedere. Spatiul pe care ziarele si
revistele pentru marele public il acordd cuvintelor incruci-
sate si altor jocuri pare sa arate ca oamenil consacrd un anu-
mit timp rezolvérii unor probleme fara valoare practica. La
baza dorintei de a solutiona diverse probleme care nu confera
avantaje materiale ar putea sta o curiozitate mai profunda,
o dorinta de a intelege caile i mijloacele, motivarile i pro-
cedeele de rezolvare.

Paginile ce urmeaza sint scrise intrucitva concis, dar cit
se poate de simplu si se intemeiazi pe un studiu indelungat
si serios al metodelor de rezolvare. Acest gen de studiu, caruia
unii autori ii spun euristicd, nu este la moda astazi, dar are
un trecut bogat si, poate, un oarecare viitor.

Studiind metodele de rezolvare a problemelor, ni se dez-
valuie o alta fajd a matematicii. Da, matematica are doui
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fete: este stiinta riguroasa a lui Euclid, dar ea este si altceva
Prezentatd in maniera lui Euclid, matematica apare ca o
stiintd sistematica, deductivd; dar in procesul crearii ei,
matematica se prezinta ca o stiintd experimentald, inductiva.
Ambele aspecte sint tot atit de vechi ca §i matematica insasgi.
Insa al doilea aspect este nou intr-o singura privinta: mate-
matica in statu nascendi, in procesul inventiei, nu a fost
niciodatad pinid acum prezentatd in acest mod nici celui ce
invata, nici celui ce preda, nici marelui public.

Obiectul euristicii are variate legaturi cu alte stunte,
matematicienii, logicienii, psihologii, pedagogii sau chiar
filozofii pot revendica diversele parti ale ei ca apartinind
domeniului lor de specialitate. Dindu-§i bine seama de posi-
bilitatea unor critici venite din toate aceste parti si perfect
constient de limitele sale, autorul are o singura pretentie:
el posedd o anumitd experienta in rezolvarea problemelor
s1 in predarea matematicii la diferite niveluri.

Subiectul acestei lucréri este tratat mai pe larg intr-o
carte mai amplad pe care autorul o pregateste in prezent.

Universitatea Stanford, 1 august, 1944.

DIN PREFATA LA TIRAJUL AL SAPTELEA

Sint bucuros sa anunt ca am izbutit acum sa indeplinesc,
cel putin in parte, o promisiune ficutd in prefata la primul
tiraj: cele doua volume Inductia §i analogia in matematicd
si Modele de rationament plauzibil, care constituie recenta
mea lucrare Matematica si rationamentele plauzibile!l, continua
linia de gindire inceputd in Cum rezolvdm o problemd?

Ziirich, 30 august, 1954

'. Vezi G. Pélya, Matematica si rationamentele plauzibile,
vol. I si II, Ed. Stiintifici, Bucuresti, 1962 — N.R.






PREFATA LA EDITIA A DOUA

Editia a doua adaugi, in afara de unele imbunatatiri de
mica importanta, o noua parte, a patra, Probleme, su-
gestii, solutize.

Pe cind prezenta editie se afla sub tipar, a aparut un stu-
diu (Educational Testing Service, Princeton, N.J.; cf. Time,
18 iunie, 1956), care pare sa fi formulat unele observatii juste;
ele nu sint noi pentru cel in cunostinta de cauza, dar era de
mult timpul sa fie spuse marelui public: ,... matematica
se bucura de indoielnica onoare de a fi materia cea mai putin
populara din programa analitica... Viitorii profesori trec
prin scoala elementard, unde invata si urascd matematica...
Ei se intorc in scoala elementara pentru a invita o noud ge-
neratie s o urasca“.

Niadajduiesc cd prezenta editie, destinatd unei difuzars
mai largi, va convinge pe unii dintre citilorii ei cd matema-
tica, pe lingd faptul ca este un drum necesar spre tehnica
si spre stiintd, poate fi captivanta si poate deschide perspec-
tive activitatil intelectuale la nivelul cel mai inalt.

Ziirich, 30 iunte, 1956
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CUM REZOLVAM O PROBLEMA ?

(Variantd prescurtati)

1. Cdutim sd intelegem problema.

2. Gdsim calea de la necunoscutd la date, considerind, eventual,
probleme intermediare (,analizd“).

3. Realizim idcea solufiei (,sintezd“).

4. Verificim rezultatul gi-l apreciem critic.

2.

Enuntim relatia (sau relatiile) dintre necunoscuta si date.

Transformdm elementele necunoscute. Incercim sia introducem
necunoscute noi, mai apropiate de datele problemei.

Transformam elementele date. Incercim si obtinem astfel ele-
mente noi, mai apropiate de necunoscutele pe care le ciutim.

Rezolvim numai partial problema.

Satisfacem numai partial conditia; fn ce misuri mai rimine
necunoscuta nedeterminati? (Locuri geometrice!)

Generalizim. Examindm cazurile particulare. Aplicim analogii.

3.
Ve;ificéfrp corecti- eséle. d(;:? sg:ntere]g:c;‘:ﬂzrll:i’? c ,.Inlog}xin}
tudinealfeciruipas, | "5iomind daels necunosow | *TBLIpEn
ta? Sau sint insuficiente, — re- p
ce ,concepem cu | g g0 lor“.
:iz?ituacg:n:it?cs:: . Se ploatt'a) da problemei o alta (Pascal)
AR %« | formulare?
Zg:;::;;?es) deplini Se poate gidsi vreo legdtura
intre problema noastri si o pro-
blema a carei solutie o cunoag-
tem? Sau cu una care se rezolvd
mai simplu? Sau care se re-
zolva direct?
Aceste intrebdri trebuie puse
ori de cite ori elevul se opregte in
rezolvarea problemei, la rezolva-
rea fiecdarei probleme intermedi-
are. In plus: Au fost folosite
toate datele problemei?
4.

Este rezultatul plauzibil? De ce?

S-ar putea face o verificare?

Nu existd vreo altid cale care s ducd la acelagi rezultat? Vreo
cale mai directa? Ce rezultate se mai pot obtine pe aceeagi cale?

1 Cf. nota de la p. 33.
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INTROD UCERE

Consideratiile care urmeazi sint grupate in jurul liste:
precedente de intrebari §1 recomandiri, intitulatd Cum
rezolvim o problema? Orice intrebare sau recomandare citata
de aici va fi tipérité cu cursive, iar la ansamblul listei ne vom:
referi prin ,lista“ sau ,lista noastra“.

fn paginile urmatoare va fi discutat scopul listei, va fi
ilustratd prin exemple utilizarea ei practica si vor fi expli-
cate notiunile §i operatiile intelectuale care stau la baza ei.
Ca explicatie preliminara, putem spune doar atit: daca va
veti adresa singuri, intr-un mod corect, acestor intrebari si
recomandari, ele va vor ajuta si rezolvati problema. Daci,
folosindu-le corect, veti adresa aceleasi intrebari si recoman-
dari unuia dintre elevii dumneavoastra, il veti ajuta sa-si
rezolve problema.

Cartea cuprinde patru parti.

Titlul primei parti este ,,In clasa“. Ea contine doudzeci
de puncte. Fiecare punct va fi citat impreund cu numirul
sdu, tiparit cu litere grase, de exemplu ,,pct. 7¢. Punctele
1—5 discutd ,,Scopul” sau ,Destinatia“ listei noastre, in
linii mari. Punctele 6 —17 explica ce inseamna ,,Parti prin-
cipale, intrebari principale ale listei si discuta un prim exem-
plu practic. Punctele 18, 19, 20 adauga ,Alte exemple”.

Titlul partii a Il-a, care este foarte scurta, este ,,Cum
rezolvim o problema?“ Este scrisd sub forma de dialog: un
profesor intrucitva ideal raspunde la intrebarile succinte ale
unui elev intrucitva ideal.

Partea a IIlI-a, cca mai ampl3, este un ,,Scurt dictionar
de euristica“; o vom cita ca ,,Dictionarul“. Ea contine 68 de
articole ordonate alfabetic. De exemplu, semnificatia terme-
nului euristici este explicatd in articolul cu acelas)
titlu de la p. 96. Cind titlul unui astfel de articol este citat
in text,el va fi tip#rit cu cursive spatiate. Anumite paragrafe
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din citeva articole au un caracter mai tehnic; acestea sint
cuprinse intre paranteze drepte. Unele articole sint foarte
strins legate de prima parte, la care adaugd noi ilustrari
si comentarii mai speciale. Alte articole depisesc intru-
citva scopul primei parti si explica fondul, baza ei. Arti-
colul cheie este Euristica modernd. Alci se
explicd conexiunea dintre principalele articole $i planul
care sti la baza,,Dictionarului; articolul contine si indicatii
referitoare la modul cum se pot obtine informatii despre cu-
tare sau cutare punct din listd. Trebuie subliniat ci exista
aici un plan comun §i o anumita unitate, deoarece articolele
din ,,Dictionar” prezinta ca aspect exterior o mare varietate.
Exista citeva articole mai ample, consacrate discutarii sis-
tematice, dar concentrate, a unei teme mai generale; al-
tele contin comentarii mai particulare, pe cind celelalte
cuprind referiri sau date istorice, citate, aforisme §i chiar
glume.

»Dictionarul® nu trebuie citit prea repede; textul sau este
adesea condensat si pe alocuri este vorba despre chestiuni mai
subtile. Cititorul poate consulta ,,Dictionarul” pentru a se
informa asupra unor puncte particulare. Dacad acestea pro-
vin din experienta dobindita din problemele rezolvate de
el sau de elevii sii, lectura are sanse mult mai mari de a
fi profitabila.

Titlul partii a IV-a este ,Probleme, indicatii, solutii®.
Ea i propune cititorului mai ambitios citeva probleme. Fie-
care dintre ele este urmatad (la un interval potrivit) de o
»indicatie”, care fi poate dezvalui o cale de acces la rezulta-
tul expus in ,solutie”.

Am vorbit in repetate rinduri despre ,elev si despre
»profesor” si ne vom referi mereu din nou la ei. Este cazul
sd mentionidm ca ,elevul“ poate fi student intr-o institutie
de invatamint superior, intr-o scoald medie sau oricine invata
matematica. De asemenea, ,profesorul“ poate preda intr-o
scoald superioara, intr-una medie sau poate {i orice persoana
care se intereseazi de tehnica predarii matematicii. Autorul
considerd situatiile citeodata din punctul de vedere al elevului
si citeodatld din cel al profesorului (acest din urmia caz este
preponderent in prima parte). Dar de cele mai multe ori
(mai ales in partea a treia), punctul de vedere este cel al
unei persoane care nu este nici profesor, nici elev, c¢i numai
doritoare sa rezolve o problema care i std in fata.
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Partea |

iIN CLASA






SCOPUL

1. Si-1 ajutim pe elev. Una dintre sarcinile cele mai
importante ale profesorului consta in a-si ajuta elevii. Aceasta
sarcind nu este tocmai usoara; ea cere timp, experienta, devo-
tament si principii sinitoase.

Elevul trebuie si dobindeasca o cit mai mare experienti
de munca independenta. Daca este insa lisat singur cu pro-
blema sa, neajutat sau ajutat insuficient, s-ar putea sid nu
progreseze de loc. Daci profesorul ajuta prea mult, elevului
nu-i mai ramine nimic de facut. Profesorul trebuie sa a]ute
dar nici prea mult si nici prea putm astfel ca elevului sa-1
revind o parte rafionald din muncd.

Chiar daca elevul nu este in stare sa facd mare lucru, pro-
fesorul trebuie si-i dea iluzia ca lucreaza independent. Pen-
iru a realiza aceasta, profesorul trebule sa-si ajute elevul
intr-un mod discret, nesiciitor.

Cel mai bine este insa ca elevul sa fie ajutat intr-un mod
firesc. Profesorul trebuie si se puna in locul elevului, si
vada dificultatile acestuia, s& incerce a intelege ce se intimpla
in mintea lul §i s puni o intrebare sau sa-i indice un pas care
ar fi putut sd-i vind in minte i elevului.

2. Intrebiri, recomandiri, operatii intelectuale. Cautind
sa-1 ajute pe elev intr-un mod eficient, insa discret si firesc,
profesorul este condus s3 pund mereu aceeasi intrebare si sa
indice mereu aceiasi pasi. Astfel, in nenumarate probleme,
trebuie sd intrebim: Care este necunoscuta? Putem varia
cuvintele si intreba acelasi lucru in mai multe feluri : Ce se
cere? Ce vrem sa gasim? Ce trebuie si cautim? Scopul
acestor intrebari este de a concentra atentia elevului asupra
necunoscutei. Citeodata obtinem acelasi efect intr-un mod
mai firesc, printr-o recomandare: Sd cerceldm necunoscuta!
intrebarea si recomandarea urmaresc acelasi efect; ele tind
sa declanseze aceeasi operatie mintala.
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Autorul a considerat ci ar merita osteneala sa stringa si
sa grupeze intrebarile si recomandarile tipic utile elevului
cind se discutd cu el o problema. Lista pe care o studiem
contine intrebari si recomandari de acest gen, alese si ordo-
nate cu grija;ele sint tot atit de utile pentru cineva care rezolva
probleme lucrind individual. Daca cititorul este suficient
de familiarizat cu lista §i este in stare si vada in spatele
recomandarii actiunea pe care o sugereazi, el va intelege ca,
lista enumerd, in mod indirect, operafii intelectuale tipic
utile in rezolvarea problemelor. Aceste operatii sint trecute
in listd potrivit ordinii in care apar cel mai frecvent.

3. Generalitatea este o importantd caracteristica a intre-
barilor si a recomandirilor cuprinse in lista noastra. Sa luam
intrebarile: Care este necunoscuta? Care sint datele? Care este
conditia? Aceste fintrebari au o aplicabilitate generald, le
putem pune cu rezultate bune in orice fel de probleme. Fo-
losul lor nu este limitat de subiectul problemei. Putem avea
o problema de algebra sau de geometrie, matematicid sau
nematematicd, teoretica sau practica, o problema serioasa
sau pur §i simplu un joc; oricum ar fi ea, aceste intrebari
fsi pastreaza sensul si ne pot ajuta sa rezolvam problema

Exista, ce e drept o restrictie sau o limitare, insd ea nu
are nimic a face cu subiectul problemel Anumite intrebari
si recomandari din listd sint apllcaﬁlle numai ,,problemelor
de aflat (sau de gasit)*, nu si ,,problemelor de demonstrat®.
Daci avem o problema de acest din urma fel, trebuie sa re-
curgem la alte intrebari; vezi Probleme de aflat,
probleme de demonstrat.

4. Bunul simt. Intrebarile si recomandarile din lista noas-
tra sint generale si, totodatd, naturale, simple, evidente §i
izvorasc din bunul simt. Sa luam recomandarea: Sd cercetdm
necunoscuta! Si sd ne gindim la o problemd cunoscutd, avind
aceeagi necunosculd sau una similard. Aceastd recomandare
va pune sa faceti ce ati fi intreprins oricum, fara sa va
sfatuiascd nimeni, dacd sintefi serios preocupat de pro-
blema. Ti-e foame? Vrei sa gasesti mincare si te gindesti la
caile obisnuite pentru a o obtine. Ai o problema de construc-
tie geometrica? Vrei sa construiesti un triunghi si te gindesti
la caile obisnuite de a construi un triunghi. A1 o problema
de orice alta naturad? Vrei sa gasesti o anumitd necunoscuta
si te gindesti la caile obisnuite pentru a gasi o astfel de necu-
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noscutd sau una ascmanatoare. Cine procedeazi astlel, ur-
meazd intocmai recomandarea citatd din lista noastra. Si
este pe calea cea bun3a, recomandarea este buni, ea il sfatuieste
sa adopte un procedeu care, foarte frecvent, se dovedeste
incununat de succes.

Toate intrebarile i recomandarile din lista noastrd sint
firesti, simple, evidente, de domeniul bunului simt; dar ele
enuntd bunul sim{ in termeni generali. Ele sugereazi o con-
duitd care-i vine in minte natural oricirui om preocupat
serios de problema sa §i care posedd o anumitd dozd de bun
simt. Tnsa cel ce adopta drumul cel bun nu se preocupi, de
obicei, sa-si explice comportarea intr-o forma curgitoare si,
poate, nu este in stare si o exprime; lista noastrd incearca
sa dea o astfel de exprimare.

S. Profesor si elev. Imitatie si experientid. Punind o intre-
bare sau facind o recomandare din lista, profesorul poate
avea in vedere doud obiective: 1° si-1 ajute pe elev sa rezolve
problema la care lucreazd acum; 2° si dezvolte aptitudinile
elevului, astfel incit sa fie capabil de a rezolva pe viitor sin-
gur problemele.

Experienta ne aratd ca intrebirile si recomandirile din
lista, daca sint folosite intr-un mod adecvat, ii sint de foarte
multe ori utile elevului. Ele au doud caracteristici comune:
bunul simt si generalitatea. Dat fiind ca provin din bunul
simt, ele vin adesea in minte cu totul firesc; elevul le-ar fi
putut gisi si singur. Dat fiind ca sint generale, ele il ajuta
pe elev intr-un mod discret; ele nu fac decit s&-i indice o
directie generald si 1i lasa acestuia toate posibilitatile de a
actiona singur.

Dar cele doua obiective mentionate mai sus sint strins
legate intre ele; dacd elevul reuseste si rezolve problema la
care lucreazi acum, el adauga un pic la aptitudinile sale de
a rezolva probleme. Apoi nu trebuie si uitam ca intrebarile
noastre sint generale, aplicabile in numeroase situatii. Daca
aceeasi intrebare se dovedeste utila in repetate rinduri, este
putin probabil ca elevul sa nu-si dea seama de aceasta, ceea
ce-1 va determina si-si puna singur intrebarea intr-o situatie
similara. Punindu-si intrebarea in repetate rinduri, el va
izbuti o data si o datd si pund in luminid ideea adecvata.
Prin aceastd reusitd, el descopera drumul cel bun pentru a
folosi intrebarea, si atunci el gi-a asimilat-o in mod real.
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Elevul isi poate insugi atit de bine citeva intrebari din
lista noastra, incit devine capabil, pina la urma, sa-si puna
intrebarea potrivita la momentul potrivit si sa realizeze intr-un
mod firesc i eficient operatia mintald corespunzitoare. Fara
indoiald, un astfel de clev a extras din lista noastra cel mai
mare folos posibil. Ce poate face profesorul pentru a obtine
acest rezultat optim? Rezolvarea problemelor este o abili-
tate practicd, sa zicem ca inotul. Obtinem o anumita abili-
tate sau pricepere practica prin imitatie si prin exercitiu.

ncercind si inotati, imitati ceea ce fac alti oameni cu bratele

si cu picioarele pentru a-si mentine capul deasupra apei si,
pind la urma, invatati si inotati facind exercitii de inot.
Incercind sa rezolvati probleme, trebuie si observati si sa
imitati ceea ce fac altii cind rezolva probleme si, pina la
urmi, rezolvind probleme, invatati sa le rezolvati.

Profesorul care doreste sa dezvolte priceperile elevilor si:
de a rezolva probleme trebuie si sideasci in mintea lor un
anumit interes pentru probleme si sa le dea toate posibilita-
tile de a imita s1 de a exersa. Dacé profesorul vrea sa dezvolte
la elevii sal operatiile intelectuale corespunzatoare intreba-
rilor si recomandarilor din lista noastra, el le va pune elevi-
lor aceste intrebiri si le va face aceste recomandari ori de
cite ori 1 se prezintd ocazia intr-un mod natural. Mai mult,
cind profesorul rezolva o problema in fata clasei, el trebuic
si-si regizeze putin ideile §i sa-si puna singur aceleasi intre-
biri pe care le foloseste cind ii ajutd pe elevi. Calauzit astfel,
elevul va descoperi eventual folosirea corectd a acestor intre-
bari si recomandari, dobindind prin aceasta ceva mai valoros
decit cunoasterea unor fapte matematice particulare.

DIVIZIUNI PRINCIPALE, INTREBARI PRINCIPALE

6. Cele patru faze. In timp ce incercim si gasim solutia,
ne putem schimba de repetate ori punctul de vedere, modul
in care privim problema. Trebuie si ne modificim pozitia
mereu. Conceptia noastra asupra problemei este la inceput,
dupi toate probabilititile, mai curind incompletd; modul
nostru de a o vedea se schimba dupa ce am facut oarecare
progrese; el difera iardsi cind sintem aproape de a fi obii-
nut solutia.
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Pentru a grupa in mod convenabil intrebarile si recoman-
darile din lista noastrd, trebuie si distingem patru faze ale
muncii. Intfi, trebuie si infelegem problema; trebuie si ne
dam limpede seama ce anume se cere. Al doilea, trebuie sa
vedem cum sint legate intre ele diversele elemente, care este
relatia dintre necunoscuta si datele problemei, pentru a ne
face o idee asupra solutiei, pentru a intocmi un plan. Al
treilea, ne realizim planul. Al patrulea, privim retrospectiy
solutia obtinuta, o revedem s§i o discutam.

Fiecare dintre aceste faze isi are importanta sa. Se poate
intimpla ca un elev sa aiba o strafulgerare, sa sara toti pagii
pregatitori §i sa dea direct solujia. Fireste, astfel de idei
fericite sint de dorit, dar se poate intimpla ceva cu totul
indezirabil si neplacut dacd elevul sare vreuna dintre cele
patru faze, in cazul cind nu are o idee buna. Cel mai rau este
cind elevul se apucd sd calculeze sau sa construiascad fara
a fi ineles problema. In general, este nefolositor sa clarificam
amédnunte inainte de a ne da seama de legatura principald
sau inainte de a fi intocmit un fel de plan. Numeroase greseli
pot fi evitate dac#, in cadrul realizarii planului siu, elevul
isi verificd fiecare pas. Unele dintre cele mai bune efecte ale
problemei se pot pierde dacd elevul omite sa reexamineze si
s& reconsidere solutia completa.

7. Intelegerea problemei. Este o prostie si raspundem la
o intrebare pe care nu o intelegem. Este neplacut si lucram
in vederea unui scop pe care nu-l dorim. Astfel de lucruri
prostesti si neplacute se intimpla adesea, in scoala s1 in afara
ci, insa profesorul ar trebui sa se straduiasca pentru a prein-
timpina producerea lor in clasd. Elevul trebuie sa inteleagi
problema. Dar nu este de ajuns numai sa o inteleaga, el
trebuie s fie si animat de dorinta de a o rezolva. Daca ele-
vului ii lipseste intelegerea sau interesul, vina nu este tot-
deauna a lui; problema trebuie sa fie bine aleasd, nicl prea
grea si nicl prea usoard, naturald si atractiva, iar un anumit
limp trebuie consacrat expunerii ei firesti §1 interesante.

In primul rind, trebuie inteles enuntul verbal al proble-
mei, formularea ei in cuvinte. Profesorul poate verifica
aceasta pina la un anumit punct; el ii cere elevului si repete
enuntul si acesta trebuie si fie capabil de a o face intr-un
mod curgitor. De asemenea, elevul trebuie sa fie capabil de
a pune in evidentd partile principale ale problemei, necu-
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noscuta, datele, conditia. Asadar, profesorul poate numai
rareori sa se dispenseze de intrebarile: Care este necunoscuta?
Care sint datele? Care este condifia?

Elevul trebuie si examineze atent, de mai multe ori si
sub diverse aspecte partile principale ale problemei. Daca
problema este legata de o figura, aceasta trebuie desenatd
sl s& se arate pe ea necunoscuta si datele. Daca trebuie alese
denumiri pentru aceste obiecte, el ar trebui si introduca
notatil corespunzdtoare; dind atentie alegerii adecvate a
simbolurilor, el are obligatia de a examina obiectele pentru
care urmeazi si sleagd simbolurile. Mai exista o alta intre-
bare, care poate fi utila in acest stadiu pregatitor, cu condi-
tia sd nu ne asteptam la un raspuns definitiv, ci doar la
unul provizoriu, pe care elevul il intuieste, il ghiceste:
poate fi satisficutd condifia?

(In dezvoltarea partii a II-a, la p. 47, paragraful ,,Intele-
gerea problemei“ este subimpartit in doua etape: ,Familiari-
zarea cu problema® §i ,,Munca pentru o mai bunia intelegere®.)

8. Exemplu. S3 ilustram unele dintre tezele expuse” pina
acum. Vom lua urmitoarea problema simpla: Sd se afle
diagonala unui paralelipiped dreptunghic, la care cunoagtem
lungimea, ldtimea §i indl{imea.

Pentru a discuta cu folos aceastd problema, elevii trebuie
sa fie familiarizati cu teorema lui Pitagora si cu unele dintre
aplicatiile ei in geometria plani, dar ei pot si aiba foarte
putine cunostinie sistematice in domeniul geometriei in
spatiu. Aici, profesorul se poate sprijini pe cunoasterea rela-
tiilor spatiale, pe care elevul o are din viata de toate
zilele.

Profesorul poate face problema interesanti, concretizind-o.
Clasa este un paralelipiped dreptunghic, ale cirui dimen-
siuni pot {i masurate sau evaluate cu aproximatie; elevii
trebuie si gaseascd, ,s3 masoare indirect” diagonala clasel.
Profesorul arald care sint lungimea, latimea i inaltimea
clasei, indicad printr-un gest diagonala si da viata figurii
desenate pe tabla prin referiri repetate la clasa.

Dialogul dintre profesor §i elev poate si inceapa astfel:

,Care este necunoscuta?*
»Lungimea diagonalei unui paralelipiped”.
»Care sint datele?

nLungimea, latimea §i indl{imea paralelipipedului®.
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»Alege notatii potrivite. Cu ce litera ar trebui notata necu-
noscuta?* :

,,$“.

,Ce litere vei alege pentru lungime, latime si inaltime?

»a, b, €.

,,Care este conditia care leaga intre ele a, b, ¢, §1 2?2

,»& este diagonala paralelipipedului avind lungimea, lati-
mea si indltimea egale respectiv cu a, b §i c¢“.

»Are problema sens? Vreau si spun: Este conditia sufi-
cientd pentru a determina necunoscuta?®

»Da, este suficienti. Din moment ce cunoastem a, b, c,
cunoastem paralelipipedul. Paralelipipedul fiind determinat,
diagonala este determinata“.

9. Intocmirea unui plan. Avem un plan, daca stim, cel
putin in linii mari, ce calcule sau constructii trebuie efec-
tuate pentru a obtine necunoscuta. Drumul de la intelegerea
problemei pind la conceperea unui plan poate fi lung si
sinuos. In adevar, pasul principal pentru a obtine solutia
unei probleme consta in a elabora ideea unui plan. Este
posibil ca aceasta idée sa se cristalizeze doar treptat. Sau,
dupa incercari in aparentd neincununate de succes si dupa
o perioada de ezitari, ea poate si apard dintr-o dati, ca o
scinteie, ca o ,idee strilucitd“. Lucrul cel mai bun pe care
profesorul il poate face pentru elev este de a-1 ajuta intr-un
mod discret si ajunga la o astfel de idee stralucita. Intrebas
rile si recomandarile pe care le vom discuta acum tind si
duca la o astfel de 1idee.

Pentru a fi capabil sa inteleaga situatia in care se afla
elevul, profesorul trebuie sa se gindeasca la propria sa expe-
rientd, la dificultatile si la succesele pe care le-a inregistrat
rezolvind probleme.

Fireste, stim c& este greu sa ne vina o idee buna daca avem
cunostinte insuficiente asupra subiectului si ca este impo-
sibil s& ajungem la o astfel de idee dacd nu avem de loc cunos-
tinte. Ideile bune se intemeiazd pe experienta dint trecut si
pe cunostintele dobindite anterior. Simpla reamintire nu
este suficientd pentru o idee bund, dar nu putem avea o
idee buna daci nu ne improspatam anumite fapte corespun-
z&toare ; materialele singure nu sint suficiente pentru a cladi
o casd, dar nu putem cladi o casd daca nu am strins mate-
rialele necesare. Materialele necesare pentru a rezolva o
problemd de matematica sint anumite elemente importante
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din cunogtintele de¢ matematica dobindite anterior, ca pro-
bleme rezolvate in trecut sau teoreme demonstrate in trecut.
De aceea, este de multe ori cazul si incepem cu intrebarca:
Cunoagstem vreo problemd inruditd?

Dificultatea consta in faptul c&, de obicei, existd prea
multe probleme inrudite in vreun fel cu problema noastra
actuald, adica avind cu ea anumite puncte comune. Cum putem
alege punctul sau cele citeva puncte care ne sint intr-adevar
de folos? Existd o recomandare care indicd un punct comun
esential: Sd cercetdm necunoscuta! St sd ne gindim la o problemd
cunoscutd, avind aceeasi necunoscutd sau una similard.

Dacd am reusit si ne reamintim de o problema rezolvata
anterior si care este foarte apropiatd de problema noastra
prezentd, inseamna cd am-avut noroc. Este cazul si facem
ceva pentru a merita acest noroc; il putem merita, exploa-
tind vechea problema. Ilatd o problemd inruditd cu a noastrd
st rezolvatd anterior. Am putea sd o folosim?

Bine intelese si analizate cu seriozitate, intrebarile de
mai sus ajutd de cele mai multe ori la declansarea unei desfa-
surdri corecte a ideilor, dar ele nu pot si ajute totdeauna, nu
pot avea o actiune magicd. Daca ele nu au efect, trebuie si
cidutim un alt punct de contact adecvat si si exploram diver-
scle aspecte ale problemei noastre; trebuie sa variem proble-
ma, si o transformam, si o modificim. Se poate reformula
problema? Unele intrebari din lista noastrd furnizeazd mij-
loace specifice pentru a varia problema, cum sint generali-
zarea, particularizarea, folosirea unei analogii, suprimarea
unei parti din conditie etc.; detaliile sint importante, dar nu
putem insista acum asupra lor. Modificarea problemei poate
conduce la o problema auxiliara adecvata: Dacd nu putem
sd rezolvdm problema propusd, incercdm sd rezolvim mat
intit o problemd inruditd.

incercind si aplicam diferite probleme sau teoreme cunos-
cute, considerind diverse modificiri, experimentind cu dife-
rite probleme auxiliare, ne putem indeparta atit de mult
de problema noastra, incit apare pericolul de a o pierde cu
totul din vedere. Exista insd o intrebare potrivitd pentru a
ne intoarce la ea: Au fost utilizate toate datele? A fost utilizatd
intreaga conditie?

10. Exemplu. Si revenim la exemplul de la pct. 8. In
momentul cind l-am parisit, elevii tocmai izbutisera sa inte-
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leaga problema si sa arate pentru ea un anumit interes. Acum
este posibil sa le fi venit oarecare idei proprii, si manifeste
oarecare initiativa. Daca profesorul, dupa ce-i privestc cu
atentie, nu poate descoperi nici un simptom al unei astfcl
de initiative, el trebuie si rezume cu grija dialogul anterior
cu elevii. El trebuie sa fie pregatit si repete cu anumile
modificari intrebarile la care elevii nu stiu si raspunda.
El trebuie sa fie pregatit sa se loveascd adcsea de tacerea
dezorientatd a elevilor (pe care o vom marca prin puncte...).

Cunosti vreo problemg inruditd?”

»Cerceteazd necunoscuta! Cunogsti vreo problemd cu aceeasi
necunoscutd

,,Bine, care este necunoscuta?“

»Diagonala unui paralelipiped”

T v h " 3

,»Cunosti vreo problemd cu aceeasi necunoscutd?*

»Nu. Pind acum nu am avut nici o problema cu diagonala
unui paralelipiped®.

»Cunosti vreo problemd cu o necunoscuti asemdndtoare?

»Diagonala este un segment, un segment de dreapta, nu-1
asa? N-ai rezolvat nici o problema in care necunoscuta era
lungimea unui segment?“

»Desigur, am rezolvat astfel de probleme. De exemplu,
sd gasim o laturd intr-un triunghi dreptunghic”.

b
Fig. 1

,Foarte bine! Iatd o problemd inruditdé cu a noastrd si
rezolvatd anterior. Ai putea sd o folosesti?

,»Al reusit si-{i amintesti de o problema inruditad cu ceca
pe care o ai acum si pe care ai rezolvat-o anterior. Nu ai
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vrea si o utilizezi? Nu ai putea introduce vreun element auxi-
liar pentru a o face utilizabtli?*

»Bagd de seamd, problema de care ti-ai reamintit se
ocupd de un triunghi. Ai vreun triunghi in figura?“

Sa sperim c& aceastd din urma indicatie a fost destul de
explicitd pentru a trezi la viata ideea rezolvarii care consta
in a introduce un triunghi dreptunghic (cel hasurat in fig.
1), si avind ca ipotenuzi diagonala ciutata. Dar profesorul
trebuie sa fie pregatit si pentru cazul in care chiar aceasta
indicatie atit de explicita este insuficientd pentru a-i urni
pe elevi din punctul mort; de aceea, el trebuie sa fie prega-
tit s& foloseascd o gama intreagd de indicatii din ce in ce
mai explicite.

»Al fi multumit daca ai avea un triunghi in figura?”

,Ce fel de trlunghl ti-ar placea sa ai in figura?“

,Deocamdatid nu stu sa gasesti dlagonala' dar spuneai
ca poti sa afli latura unui triunghi. Ce ai de gind acum?

»Al putea gasi diagonala daci ea ar fi o laturd intr-un
triunghi?“

Cind, ajutati mai mult sau mai putin, elevii izbutesc sa
introduca elementul auxiliar hotaritor, triunghiul dreptunghic
hagurat in fig. 1, profesorul trebuie si se convinga ca elevii
isi dau seama acum cu destula claritate ce au de facut; abia
pe urma el fi poate incuraja si treaca la calcule.

»Cred cd a fost o idee buni si desenezi acest triunghi.
Acum ai triunghiul; ai oare si necunoscuta?“

»Necunoscuta este ipotenuza triunghiului; o putem calcula
cu ajutorul teoremei lui Pitagora“.

,»Da,daca cele doud catete sint cunoscute ; dar le cunosti oare?*

»O catetd este data: c. Cred ci cealalti nu este greu de
aflat. Da, in adevir, cealaltd catetd este ipotenuza unui alt
triunghi dreptunghic®.

»Foarte bine! Acum vad ci ai un plan®“.

11. Realizarea planului. Nu este usor de a concepe un
plan, de a elabora ideea solutiei. Pentru aceasta este nevoie
de foarte mult: cunostinte dobindite anterior, o deprmdere
buna in munca intelectuald, concentrare asupra scopului si,
in plus, noroc. Realizarea planulm este mult mai usoara;
aici se cere in primul rind rabdare.

Planul ne da o linie generald de conduiti; trebuie sa
ne convingem cé detaliile se potrivesc cu aceastd linie gene-
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rala si de aceea trebuie si examinam detaliile unul dupa altul,
cu rabdare, pina cind totul devine perfect clar, pind nu mai
ramine nici un ungher obscur in care s-ar putea ascunde
vreo greseala.

Daca elevul a conceput intr-adevar un plan, profesorul
dispune de un ragaz relativ. Primejdia principala este ca
elevul sa-si uite planul. Aceasta se poate intimpla cu usurinta
daca elevul a primit planul de la altul, dacé-1 accepta, bazin-
du-se pe autoritatea profesorului; dar daca a lucrat el insusi,
chiar ajutat, si daca a conceput cu satisfactie ideea finali,
el nu o va pierde usor. Totusi profesorul trebuie si insiste
ca elevul sd-si verifice fiecare pas.

Ne putem convinge de corectitudinea unui pas din ratio-
namentul nostru fie ,intuitiv’, fie ,formal“. Ne putem con-
centra asupra punctului respectiv, pind ne dam seama clar
i distinct ¢i nu mai incape nici o indoiald asupra corecti-
tudinii pasului; pe de alta parte, putem deduce acest punct
in conformitate cu anumite reguli formale. (Deosebirea dintre
»intuitie“ si ,demonstratia formala“ este suficient de clara
in multe cazuri importante; discutarea mai aminuntiti a
acestei chestiuni o putem lisa pe seama filozofilor.)

Principalul este ca elevul sa fie convins cu adevarat de
corectitudinea fiecarui pas. In anumite cazuri, profesorul
poate sa accentueze deosebirea dintre ,,a vedea“ si ,,a demon-
stra“: Vd puteti da limpede seama cd pasul este corect? Dar
puteti oare si si demonstra{i cd pasul este corect?

{12. Exemplu. 53 rezumam munca la problema noastra
pina in momentul in care am parasit-o la sfirsitul pct. 10.
Pina la urmi, elevului i-a venit ideea solutiei. El distinge
triunghiul dreptunghic in care necunoscuta z este ipotenuza,
iar iniltimea c (cunoscutd) este una dintre catete; cealalt
cateta este diagonala unei fete. Elevul trebuie indemnat,
eventual, sd introducd o notatie adecvati. El trebuie si
noteze cu y aceastd a doua catetd, care este diagonala fetei
cu laturile a §i b. Astfel, el poate vedea mai clar ideea solu-
tiei, care constd in introducerea unei probleme auxiliare
unde necunoscuta este y. In cele din urm&, considerind un
nou triunghi dreptunghic, el poate obtine (vezi fig. 1)

zs=yl+c2
yz=a2+b2
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si apoi, eliminind necunoscuta auxiliara y,
2 =a?4 b+
z=|a® + b + .

Profesorul nu are motive si-1 intrerupa pe elev daca el
efectueaza in mod corect aceste detalii, eventual, cu excep-
tia sfatului de a verifica fiecare pas. Astfel, profesorul poate
intreba:

» 111 poti da limpede seama c& triunghiul cu laturile z, y, ¢
este dreptunghic?

La aceasta intrebare, elevul poate raspunde cinstit ,,Da“,
incurcindu-se totusi, daca profesorul, nesatisficut numai cu
convingerea intuitivd a elevului, continua sa intrebe:

,»Dar ai putea demonstra ca acest triunghi este dreptunghic?

De aceea, cste mai bine ca profesorul si renunte la aceast
intrebare cit timp clasa nu a dobindit cunostinte solide de
geometrie in spatiu. Chiar in acest din urma caz exista peri-
colul ca raspunsul la o intrebare secundara si devina prin-
cipala dificultate pentru majoritatea elevilor.

13. Privire retrospectivii. Chiar elevii foarte buni, dupa
ce au obtinut solutia problemei §i au transcris-o pe curat,
isi inchid caietul §i cauta s& se ocupe de altceva. Procedind
astfel, ei trec peste o faza importanta i instructivd a muncii.
Aruncind o privire retrospectivid asupra solutiei complete,
reconsiderind §i reexaminind rezultatul si calea care a dus
la el, el pot si-si consolideze cunostintele si si-si dezvolte
aptitudinile de a rezolva probleme. Un profesor bun trebuie
sa inteleagad si sa le arate i elevilor ca nici o problemd nu
poate fi epuizati. Intotdeauna mai ramine cite ceva de ficut;
cu suficientd munca si patrundere, putem imbuniatiti orice
solutie si, cel putin, putem totdeauna si ajungem la o intele-
gere mai buna a ei.

In momentul de fata, elevul si-a realizat planul. El si-a
scris solutia, verificindu-se pas cu pas. De aceea, el ar trebui
sa aibd motive suficiente pentru a crede ca solutia sa este
corectd. Cu toate acestea, erorile sint oricind posibile, mai
ales dacd deductia este lunga §i complicata. De aceea, verifi-
carile sint de dorit. Mai cu seama cind dispunem de un proce-
deu rapid si intuitiv pentru a verifica fie rezultatul, fie calea
pe care s-a ajuns la el, acest procedeu nu trebuie pierdut din
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vedere. Se poate verifica rezultatul? Putem verifica argumen-
tarca?

Pentru a ne convinge de prezenta unui obiect sau de faptul
ca el poseda o anumita calitate, obisnuim si-l privim si sa-1
atingem. $i dupa cum preferdm s& percepem prin intermediul
a doud organe de simt diferite, tot astfel preferaim si ne con-
vingem prin dou& probe diferite: S-ar putea obtine rezultatul
pe altd cale? Natural, preferam o cale scurta si intuitiva
uneia lungi s1 greoaiec: Ne putem da seama de aceasta dintr-o
privire?

Una dintre cele dintii si mai importante datorii ale profe-
sorului consta in a nu da elevului impresia cid problemele
matematice ar avea prea pujine legituri unele cu altele si
cd nu ar avea de loc legaturi cu altceva. Avem o posibilitate
fireasca de a cerceta conexiunile unei probleme, atunci cind
privim retrospectiv solutia ei. Elevii vor gisi aceasta privire
retrospectivii asupra solutiei intr-adevar interesantd, daca
au depus un efort serios si daca au constiinta ca au lucrat bine.
In acest caz, ei sint dornici sa vada ce ar mai putea infaptui
prin efortul lor si cum ar putea lucra la fel de bine alta data.
Profesorul trebuie sa-i incurajeze pe elevi ca acestia sa imagi-
neze cazuri in care ar putea utiliza din nou procedeul folosit
acum sau aplica rezultatul obtinut. Putem folosi rezultatul
sau metoda la o altd problemd?

14. Exemplu. La pct. 12, elevii au gasit, pina la urma,
solutia: daca cele trei muchii ale unui paralelipiped dreptun-
ghic care pornesc din acelasi virf sint a, b, ¢, atunci diago-
nala este

VaZ + b3 + cz.:

Se poate verifica rezultatul? Profesorul nu se poate astepta
la un raspuns bun din partea unor elevi lipsiti de experienta.
Dar elevii trebuie sa se convinga foarte curind din propria
lor experientd ca problemele ,cu litere“ prezinta un mare
avantaj fatd de cele pur numerice; dacad problema este data
,in litere”, rezultatul ei se preteazd la o serie de verificéri
de care o problemd ,,cu numere” nu este de loc susceptibila.
Exemplul nostru, desi foarte simplu, este suficient pentru
a dovedi aceasta. Profesorul poate pune mai multe intrebari
despre rezultat, la care elevii sa raspunda usor prin ,Da‘“,
in schimb, un singur raspuns ,,Nu“ ar pune in evidentd o
lipsa serioasd a rezultatului nostru.
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»Au fost utilizate toate datele? Apar toate datele, adica
a, b, ¢, in formula obtinuta pentru diagonala?“

,Lungimea, latimea g§i inaltimea joacd acelasi rol in
problema noastrd; ea este simetrici in raport cu a,’b, c.
Este oare expresia pe care ati obtinut-o pentru diagonalad
simetricd fatd de a, b, ¢? Ramine ea neschimbatd daca
schimbati intre ele a, b, ¢?“

»Problema noastra este o problema de geometrie in spatiu:
sa se afle diagonala unui paralelipiped de dimensiuni a, b, ¢
date. Problema amintita este analogid cu una de geometrie
plana: sa se afle diagonala unui dreptunghi de dimensiuni a,
b, date. Este rezultatul problemei noastre «in spatiu» analog
cu rezultatul problemei «plane»?

»Daca indltimea ¢ descreste si dispare pind la urma,
paralelipipedul se transforma intr-un paralelogram. Daca
punem ¢ = 0 in formula obtinuti, vom capata formula
corectd pentru diagonala unui paralelogram dreptunghic?”

»Daca inaltimea c creste, diagonala creste si ea. Reiese
oare aceasta din formula obtinuti?“

»Dacd toate cele trei dimensiuni a, b, ¢ ale paralelipi-
pedului cresc in aceeasi proportie, diagonala creste si ea in
aceeasi proportie. Daca in formula obtinutd vom substitui
pentru a, b, ¢, respectiv 12a, 12b, 12¢, expresia diagonalei
corespunzatoare acestei substitutii trebuie si ea sa fie inmul-
titd cu 12. Asa este?”

»Daca a, b, ¢ sint misurate in metri, formula da diagonala,
tot in metri; daci insd toate masurile sint in centimetri,
formula trebuie si ramind corectd. Asa este?”

(Ultimele doua intrebiri sint, in esenta, echivalente; vezi
Verificarea cu ajutorul dimensiunii.)

Aceste intrebari dau'de multe ori rezultate bune. In pri-
mul rind, un elev inteligent nu poate sa nu fie impresionat
de faptul ca formula face fatd cu succes unui numair atit de
mare de incerciri. Inainte, el era convins ca formula este
corectd, deoarece o dedusese cu griji. Acum, convingerea
sa a sporit si aceasta cregtere a increderii sale provine dintr-un
izvor diferit: ea se datoreste unui fel de ,,proba experimentala®.
Apoi, mulfumitd intrebarilor de mai sus, detaliile formule:
capata o noud semnificatie si sint confruntate cu fapte variste.
De aceea, formula are sanse mai mari de a fi memorata, cunos-
tintele elevului sint intarite. In sfirgit, aceste intrebari pot
fi transferate cu usurinta la probleme similare. Dupa o oare-
care experientd in rezolvarea unor probleme asemanatoare,
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un elev inteligent poate ajunge si sesizeze ideea generald
care std la baza ei: utilizarea tuturor datelor importante,
modificarea datelor, simetrie, analogie. Daci el capata
obisnuinta de a-si indrepta atentia spre astfel de puncte,
aptitudinile sale de a rezolva probleme vor inregistra un
progres esential.

Putem verifica argumentarea? Reverificarea pas cu pas
a call prin care s-a ajuns la solutie poate fi necesara in cazuri
dificile si importante. De reguld, este suficient de a alege
pentru verificare punctele ,nevralgice*. In cazul nostru, ar
fi recomandabil sa discutam retrospectiv intrebarea la care
sfatulam si se renunte cit timp solutia nu fusese obtinuta:
Se poate demonstra ci triunghiul cu laturile z, y, ¢ este
dreptunghic? (Vezi sfirgitul pct. 12).

Se poate folosi rezultatul sau metoda la o altd problemd?
Cu o usoard incurajare si dupd unul sau doud exemple,
elevii gasesc fara greutate aplicatii constind mai ales in a
da o interpretare concreti elementelor matematice abstracte
ale problemei. Profesorul recursese si el la o astfel de interpre-
tare concretd, considerind sala in care avea loc discutia drept
paralelipipedul din problema. Un elev mai putin inteligent
ar putea propune ca aplicatie si se calculeze diagonala cofe-
tariel din apropiere in locul diagonalei clasei. Daca elevii
nu reusesc singuri sa dea dovada de mai multd imaginatie,
profesorul poate propune o problema intrucitva diferita, de
exemplu: ,,Se dau lungimea, latimea si inil{imea unui para-
lelipiped dreptunghic; sa se afle distanta de la centru la
unul dintre colturi®.

Elevii pot folosi rezultatul problemei pe care tocmai au
rezolvat-o, remarcind ca distanta cerutd reprezintd jumiatate
din diagonala pe care au calculat-o. De asemenea, ei pot folosi
metoda, introducind triunghiuri dreptunghice adecvate (aceasta
din urmia alternativd este mai putin evidentd si ceva mai
greoaie in cazul nostru).

Dupa aceastid aplicatie, profesorul poate vorbi despre
pozitia celor patru diagonale ale paralelipipedului si despre
cele sase piramide avind ca baze cele sase fete si centrul ca
virf comun, iar semidiagonalele ca muchii laterale. Dupa ce
a trezit suficient imaginatia geometricd a elevilor, profe-
sorul trebuie si revina la intrebarea sa: Se poate folosi rezul-
taiul sau metoda la o altd problemd? Acum sint mai multe
sanse ca elevii si giseascdi o interpretare concretid mai inte-
resantd, bundoard urmatoarea:
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»In centrul unui acoperis plan dreptunghiular, lung de
21 m si lat de 16 m, trebuie ridicatd o prajina inaltad de 8 m.
Pentru a o fixa avem nevoie de patru cabluri egale. Cablurile
pornesc din acelasi punct al prajinii, situat la 2 m sub extre-
mitatea ei, si sint legate de cele patru colturi ale acoperi-
sului. Cit de lung va fi fiecare cablu?”

Elevii pot folosi metoda problemei pe care au rezolvat-o
amanuntit, introducind un triunghi dreptunghic intr-un plan
vertical si altul intr-un plan orizontal. Sau ei pot folosi
rezultatul, inchipuindu-si un paralelipiped dreptunghic avind
ca diagonala z unul dintre cele patru cabluri, iar ca muchii

a = 10,5; b =8; c = 6.

Aplicarea directd a formulei da z = 14,5.

Alte exemple vezi la Se poate folosi rezul-
tatul?

15. Cii de acces diferite. 53 mai raminem, un timp, la
problema pe care am considerat-o la punctele 8, 10, 12, 14.
Partea principala a rezolvirii, descoperirea planului, a fost
descrisa la pct. 10. Menfionam c& profesorul ar fi putut
proceda in alt mod. Plecind de la aceleasi date ca la pct. 10,
el ar fi putut urma un drum intrucitva diferit, punind urma-
toarele intrebari:

»Cunogti vreo problemd inruditi?”

»Cunogti vreo problema analogd?”

»Vezi, avem de-a face cu o problemd de geometrie in
spatiu. Ai putea si te gindesti la vreo problem# analogi
mai simpld din geometria plana?“

»Vedeti, problema noastra se refera la o figura in spatiu,
este vorba in ea despre diagonala unui paralelipiped drept-
unghic. Ce problema analoga am putea avea despre o figura
in plan? Ea ar trebui sa se refere la... diagonala unui ...

»Unui paralelogram dreptunghic, a unui dreptunghi®.

Elevii, chiar dacé sint foarte lenti §i nepasatori si au fost
inainte incapabili sa ghiceasca ceva, sint constring:, pina la
urmi, sa contribuie, fie chiar intr-o misurd modesta, la
ideea solutiei. In afara de aceasta, daca elevii sint atit de
lenti, profesorul nu trebuie sia abordeze problema paraleli-
pipedului fara sa-i fi pregatit in prealabil, discutind cu ei
problema analogi a dreptunghiului. El poate continua apoi
dupa cum urmeaza:
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»latd o problemd inruditd cu a noastrd si rezolyatd anterior.
At putea sd o folosegti ?

»Nu at putea sd introduci vreun element auziliar pentru
a o face utilizabilg »

Este posibil ca profesorul sa reuseasca sa le sugereze
elevilor ideea pe care o vrea. Aceasta constad in a concepe
diagonala paralelipipedului dat ca diagonala a unui drept-
unghi convenabil, care trebuie introdus in figurd (ca inter-
sectie a paralelipipedului cu un plan care trece prin doua
muchii opuse). Ideea este in esentd aceeagi ca si fnainte
(pct. 10), insa calea urmata este alta. La pct. 10, contactul
cu cunostintele elevilor s-a stabilit prin intermediul necunos-
cutei; o problema rezolvata anterior a fost reluata, deoarece
necunoscuta ei era aceeasi cu cea din problema noastri. In
punctul de fata, ideea solutiei a fost gasitd cu ajutorul unei
analogii.

16. Metoda profesorului de a pune intrebéri, prezentata
la punctele 8, 10, 12, 14, 15, este in esent{d urmiatoarea: se
incepe cu o intrebare generala sau cu o recomandare generala
din lista noastra si, daca este cazul, se coboara treptat la
intrebari $i1 la recomandari mai particulare si mai concrete
pina se ajunge la o intrebare care face s& apara un raspuns in
mintea elevului. Daca elevul trebuie ajutat sa-si exploateze
ideea, se pleaca din nou, dacé este posibil, de la o intrebare
sau de la o recomandare generala din lista si se revine larasi
la una mai speciala, dacé este nevoie; si asa mai departe.

Natural, lista noastrd nu este decit o prima lista de acest
gen; ea pare si fie suficientd pentru majoritatea cazurilor
simple, dar este in afara de orice indoiala c& ea ar putea fi
perfectionatid. Este insi important ca recomandarile de la

care pornim sa fie simple, naturale si generale iar lista lor
sa fie scurtal.

Recomandarile trebuie sa fie simple si naturale, deoarece,
altfel, ele nu pot fi discrete.

Recomandirile trebuie s fie generale, aplicabile nu
numai problemei actuale, c¢i unor probleme de orice fel,
daci ele sint menite sa dezvolte aptitudinile elevului $i nu
doar o tehnica speciala.

1 In lumina celor de mai sus, ar fi utila pentru cititor si cunoasci
varianta prescurtat3 a listei lui G. Pélya (p.12), care poate fi utilizata
ca afis didactic. Ea a fost reprodusi din L’'Enseignement mathematique,

ol. XXX, nr. 4—5—6. — N.T.
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Lista trebuie si fie scurtd pentru ca intrebarile sa poata
fi repetate frecvent, intr-un mod neartificial si in circum-
stante variate; astfel, existd posibilitatea ca ele sa fie insu-
site de elevi si si contribuie la dezvoltarea unei obisnuinte
wntelectuale.

Este necesar si se treaca treptat spre recomandari speciale,
pentru ca elevului sa-i revini o cit mai mare parte din muncg.

Aceastd metoda de a pune intrebari nu este rigidi; si
este bine asa, deoarece, in aceastd materie, orice procedeu
rigid, mecanic, pedant nu poate fi decit daunitor. Metoda
noastrd admite o anumita elasticitate si variatie,ea admite
diferite cai de acces (pct. 15), ea poate fi si trebuie aplicata
in asa fel, incit intrebarile pe care le pune profesorul sd-i fi
putut veni in minte si elevului insugi.

Daca vreun cititor va dori sd incerce in clasa sa metoda
pe care o propunem aici, el va trebui, bineinteles, sa actio-
neze cu precautie. El va trebui sa studieze cu grija exemplul
introdus la pct. 8 si exemplele urmatoare de la punctele 18, 19,
20. El va trebui sa prepare cu grija exemplele pe care inten-
tioneaza sa le discute, luind in considerare diferite cai de
acces. El trebuie sa inceapa cu citeva sondaje si sa descopere
treptat cum poate ajunge si stipineasca metoda, ce atitu-
dine au fatd de ea elevii si cit timp necesita.

17. Intrebiri bune si intrebiri proaste. Daca metoda de
a pune intrebari, prezentatad in punctul precedent, este inte-
leasa corect, ea ajutdi la compararea calititii diverselor
recomandari care se pot face elevilor cu scopul de 2-1 ajuta.

Sa revenim la situatia pe care o aveam la inceputul pct. 10,
cind a fost pusd intrebarea: Cunoagteti vreo problemd inrudita?
In locul acesteia, cu cea mai buna intentie de a-i ajuta pe
elevi, se poate pune intrebarea: Afi putea aplica aict teorema
lui Pitagora?

Intentia putea fi liudabili, dar intrebarea este cit se
poate de nepotrivité Trebuie s& ne dim seama in ce situatie
a fost pusd; vom intelege atunci ca existd un lung sir de

obiectii impotriva unui astfel de ,ajutor”.

(1) Daca elevul este aproape de solutie, el va intelege
recomandarea cuprinsd in intrebare; dacia nu este aproape
de rezolvare, este foarte posibil ca si nu-si dea seama spre
ce anume tinteste intrebarea. Astfel, intrebarea nu-i este de
nici un ajutor tocmai acolo unde nevoia de ajutor este mai
mare.
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(2) Daca recomandarea a fost inteleasd, ea dezvaluie
secretul in intregime, si elevului nu-i mai ramine aproape
nimic de facut.

(3) Recomandarea este de natura prea particulara. Chiar
daci elevul o poate utiliza la rezolvarea problemei respec-
tive, el nu invatad astfel nimic pentru o problema viitoare.
fntrebarea nu este instructiva.

(4) Chiar daca a inteles recomandarea, elevul va izbuti
cu greu si-si dea seama cum a ajuns profesorul la ideea de
a pune o astfel de intrebare. $i cum ar fi putut el, elevul,
sa ajungi singur la aceastd intrebare? Ea apare ca o surpriza
nefireascd, ca un iepure scos de scamator dintr-un joben;
intrebarea este intr-adevar neinstructiva.

Nici una dintre aceste obiectii nu poate fi ridicatd impo-
triva procedeului descris la pct. 10 sau impotriva celui de
la pct. 15.

ALTE EXEMPLE

18. O problemé de comstructie. S se inscrie un pdtrat
intr-un triunghi dat, astfel incit doud virfuri ale pdtratulus
sd fie situate pe baza triunghiului, iar celelalte doud pe cite
o laturd a triunghiului.

,,Care este necunoscuta?”

,»Un patrat®.

,Ce este dat?“

,»Un triunghi, si nimic mai mult®.

»Care este conditia?*

,»Cele patru virfuri ale patratului trebuie sa fie pe peri-
metrul triunghiului, doua pe bazad i cite unul pe fiecare
dintre cele doud laturi®.

»Poate fi satisfdcutd condifia ™

»Cred ca da, dar nu sint sigur.

»Problema nu i se pare prea usoard. Dacd nu pofi
sd rezolvi problema propusd, incearcd sd rezolvi mai intii o pro-
blemd inruditd. Ai putea satisface o parte a conditier * '

,»Ce inseamnd «o parte a conditiei?»

»Vezi, condifia se refera la toate virfurile patratului.
Cite virfuri avem aici?”

»Patru®.
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»O parte a conditiei ar putea si priveascd mal putin decit
patru virfuri. Pdstreazd o parte a conditiet, omitind restul.
Ce parte a conditiei este usor de satisfacut?”

»Este usor de desenat un patrat avind doua virfuri pe
perimetrul triunghiului, ba chiar un patrat avind trei virfuri
pe perimetru!“

,»Deseneazd o figurd!“

Elevul deseneaza fig. 2.

Fig. 2

wAi pdstrat numai o parte a condifiei, omitind restul. In
ce mdsurd este acum determinatd necunoscuta >

,Patratul nu este determinat, daci numai trei dintre
virfurile lui se afla pe perimetrul triunghiului®.

»,Bine! Fa un desen®.

Elevul deseneaza fig. 3.

Fig. 3
»Dupd cum al spus, patratul nu este delerminat prin partea
din conditie pe care ai pdstrat-o. Cum mat poate el sd varieze?”

,Trei virfuri ale patratului nostru se afld pe perimetrul
triunghiului, pe cind al patrulea virf nu este inca acolo unde
ar trebui s fie. Dupa cum ai spus, patratul nostru este nede-
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terminat, el poate sa varieze; acelasi lucru este adevarat i in
privinta celui de-al patrulea virf. Cum mat poate el s varieze?*

»Dacit vrel, incearcd si o faci experimental. Deseneaza
mai multe patrate avind trei virfuri pe perimetru, la fel
cu cele doua patrate din figurad. Deseneaza patrate mari si
patrate mici. Care pare si fie locul geometric al celui de-al
patrulea virf? Cum mat poate el sd varieze?*

Profesorul 1-a adus pe elev foarte aproape de ideea solu-
tiei. Daca elevul este capabil si ghiceasca ci locul geometric
al celui de-al patrulea virf este o dreapta, el a prins aceasta
idee.

19. O problemi de demonstrat. Doud unghiuri sint situate
in plane diferite, dar laturile lor sint paralele doud cite doud
si orientate in acelasi sens. Sd se demonstreze cd unghiurile
sint egale.

Ni se cere si demonstram o teorema fundamentald a geo-
metriei in spatiu. Problema poate fi pusd unor elevi familia-
rizatl cu geometria planad s1 care cunosc cele citeva fapte
din geometria in spatiu care pregitesc aceastd teorema in
Elementele lui Euclid. (Teorema de mai sus, pe care o vom
demonstra acum, este propozitia 10 din cartea XI a luil
Euclid). In acest punct sint tiparite cu litere eursive nu numai
intrebarile si recomandirile citate din lista noastra, ci si
altele, care se afla cu ele in aceeasi relatie ca cea dintre
,sproblemele de demonstrat” si ,,problemele de aflat“. (Aceasta
relatie este tratata sistematic in ,,Probleme de aflat,
probleme de demonstrat‘b,6.)

»Care este ipoteza?"

,Doud unghiuri sint situate in plane diferite. Fiecare
laturd a unula este paralela cu latura corespunzatoare a
celuilalt si are aceeasi directie®.

»Care este concluzia?*

»Unghiurile sint egale®.

»Deseneazi o figurd. Introdu notatii corespunzitoare”.

Elevul deseneaza dreptele din fig. 4 si, ajutat mai mult
sau mai putin de profesor, alege literele, asa cum se arata
in aceasta figura.

»Care este ipoteza? Spune-o, folosind notatiile noastre®.

»A, B, C nu sint situate in acelasi plan cu A’, B’, C'.
Avem AB||A’B’, AC||A’C'. De asemenea, AB este orien-
tatd in acelasi sens ca 51 A’ B’, iar AC in acelasisens ca A'C'*.
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»Care este concluzia?*
»XBAC = X B'A'C'“.

,,Cerceteaza concluzia! Si gindegte-te la o teoremd cunoscutd,
avind aceeasi concluzie sau una similard®.

»Daca doud triunghiuri sint egale, unghmrile lor omologe
sint egale”.

!

o]

B

Fig. &

»Foarte bine! Avem aict o teoremd inruditd cu a noastrg
si demonstratd anterior. Ai putea sd o folosegti?

»Cred ca da, insi nu-mi dau bine seama cum®.

Al putea sd introduci yreun element auziliar pentru a o face
utidizabilg?“

»El bine, teorema pe care ai amintit-o atit de frumos
se ocupd de triunghiuri, de doua triunghiuri egale. Ai vreun
triunghi in figura?“

»Nu. Dar pot introduce. Unesec B cu C s1 B’ cu C’'. Obtin
atunci doud triunghiuri, AABC 51 AA'B'C'“.

»Asa. Dar la ce servesc aceste triunghiuri?“

»Pentru a demonstra concluzia JLBAC = Y B'A'C’“.

»Bine. Daca vrei si demonstrezi aceasta, ce {el de triun-
ghiuri iti trebuie?”

»Triunghiuri egale. Da, intr-adevar, pot alege B, C, B’,
C’ in asa fel incit sa am

AB = A’'B’, AC = A'C'“.

»Foarte bine! $i acum, ce vrei sa demonstrezi?®
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»Vreau s demonstrez ca triunghiurile sint egale,
AABC = AA’'B’C’.

Daca reusesc si demonstrez aceasta, concluzia J BAC=
= B’A'C’ va rezulta imediat®.

»Bravo! Ai acum un alt scop, scopul de a demonstra o
noua concluzie. Cerceteazd concluzia! Si gindeste-te la o teo-

A

Fig. 5

remd cunoscutd avind aceeasi concluzie sau una similard”.

»Doud triunghiuri sint egale, daca ... daca cele trei laturi
ale unuia sint respectiv egale cu cele trei laturi ale celuilalt®.

»Asa! O alta teorema ar fi fost mai putin potrivita aici.
Iaté o teoremd inruditd cu a noastrd si demonstratd anterior.
Ai putea si o folosesti ?

»As putea sa o folosesc daca as sti cda BC = B'C'™.

»Asa este! S1 acum, ce veil urmari?“

,,9% demonstrez ca BC = B'C'“.

»Gindeste-te la o teoremd cunoscutd avind aceeasi concluzie
sau una stmilard.

,Da, cunosc o teorema care se termind cu cuvintele“...
atunci, cele doud segmente sint egale”. Dar nu se potriveste.

»Nu ai putea sd introduct sreun element auziliar pentru
a o face utilizabild >

,Cum al putea demonstra ¢d BC = B’C’, daca in figura
nu este nici o legatura intre BC s1 B'C'“.
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»AtL folosit ipoteza? Care este ipoteza."“

,,Presupunem ca ABHA B', AC||A'C’. Da, fireste, trebuie
s-o folosesc.

»Ai folosit intreaga ipotezd? Spuneai ci AB||/A’B’. Este
tot ce stim despre aceste segmente?”

»Nu; AB este, in plus, egal cu A’'B’, prin constructie.
Segmentele acestea sint paralele si egale. La fel sint AC
si A'C'™.

,»Doud segmente paralele si de lungime egala formeaza
o f{igurd interesantd. Ai intilnit-o inainte?*

,,Bineinteles! Sigur! Un paralelogram! Voi uni 4 cu A’,
B cu B’ 51 C cu C'™.

»ldeea nu este rea. Cite paralelograme avem acum in
figura?“

»Doud. Ba nu, trei. Nu, douf. Cred c& sint doua despre
care putem demonstra imediat cd sint paralelograme. Al
treilea pare sa fie un paralelogram; sper cad pot demonstra
aceasta. i atunci, demonstratia este tcrminata!”

Am fi putut deduce si din raspunsurile precedente ca
elevul este inteligent. Dupd aceastd din urmi observatie
insd, concluzia noastra devine neindoielnica.

Elevul acesta este capabil sa intuiascd un rezultat mate-
matic si s deosebeascd limpede ceea ce demonstreaza de
ceea ce intuieste. El stie, de asemenea, ci ceea ce intuieste
poate fi mai mult sau mai putin plauzibil, el a profitat de
pe urma lectiilor sale de matematica; el are o experienta
reala in rezolvarea problemelor, este in siare sa conceapa si
sa exploateze o idee buna.

20. O problemii de determinare a vitezei unui proces. In-
tr-un vas conic curge apd, cu viteza® ¢.Vasul are forma unui con
circular drept, cu baza orizontald st cu virful in jos; raza bazei
este a, iar indlfimea conului b. Sd se afle viteza cu care se ridicd
nivelul apet atunci cind indltimea et este egald cu y. Sd se afle
valoarea numericd a necunoscutei, considerind cd a = 4 m,
b=3m, v =2 m¥min, iar y =1 m.

Se presupune ca elevii cunosc regulile simple ale deriviarii
si ca sint familiarizati cu notiunea de ,vitezi de variatie“
a unei marimi.

»Care sint datele?

1 Este vorba aici de cantitatea de apd care curge in unitatea
de timp. — N.T
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»Raza bazel conului este @ = 4 m, iar inil{imea lui este
b = 3 m; viteza cu care apa curge in vas este ¢ = 2 m3/min,
iar adincimea apei la un moment dat este y = 1 m“.

»Este corect. Enuntul problemei pare sa ne spuna ci
trebuie, deocamdata, si facem abstractie de valorile nume-
rice, sd lucram cu litere, exprimind necunoscuta in functie

Qa

'Fig. 6

dea, b, ¢, y, si abia pe urma, dupa ce vom fi obtinut aceasta
expresie a necunoscutei in litere, s substituim valorile nume-
rice. Eu as urma aceastd sugestie. $i acum, care este necu-
noscuta 7

»Viteza cu care creste nivelul atunci cind adincimea
apel este y“.

,»,Ce inseamna aceasta? Ai putea sa o spui cu alte cuvinte?

»Viteza cu care creste adincimea apei®.

»Ce inseamna aceasta? Ai putea s-o reformulezi oarecum
altfel *

»Viteza cu care variazd adincimea apei“.

»Asta este: viteza cu care variazd y. Dar ce este viteza
de variatie? Sg revenim la definitie”.

»Viteza de variatie a unei functii este derivata ei”.

»Foarte bine. S& vedem acum daca y este o functie. Dupa
cum am spus inainte, facem abstractie de valoarea numerica
a lui y. Ne putem oare imagina ca y variaza?“

»Da, nivelul y al apei creste pe masura ce trece timpul®.

»Asadar, y este functie de ce?”

»Functie de timpul #“.

»Bine. Introdu notatiile corespunzdtoare. Cum ai scrie
»viteza de variatie a lul y“ in simboluri matematice?”

dy«

»

dt
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,,A§a Prin urmare, aceasta este necunoscuta. Ea trebuie
exprimatd cu a]utorul lui a, b, ¢, y. De altfel, una dintre
aceste date este o qvitezap. Care anume?™

,¥ este viteza cu care apa pitrunde in vas“.

,,Ce inseamnd aceasta? S-ar putea spune si cu alte cuvinte?*

,,» este viteza cu care variazi volumul apei din vas®.

»Ce inseamnd aceasta? Ai putea s-o reformulezi oarecum
altfel? Cum ai scrie aceasta in notatii corespunzdtoare ™

,»Ce reprezintd Vp“

»VYolumul apei din vas, la momentul ¢*.
. . . . d . av
,»Bine. Asadar, trebuie si exprimam 2 prin a, b, = y
dt dt
Cum procedam?*
»Dacd nu stii sd rezolvi aceastd problema, incearca si
rezolvi mai intii o problemd inruditd. Daca nu-ti dai seama inca
} . dy . . o s
de legatura dintre ——-dy si datele problemei, cauti si gasesti
t
o legitura mai simpla care s& poata servi ca punct de sprijin®.
sNu-ti dai seama c& existd si alte relatii? De exemplu,
sint oare y si V independente una de cealalta?”
»Nu. Cind y creste, V trebuie de asemenea si creasca“.
»Asadar, avem aici o legatura. Care anume?“
»E1 bine, V este volumul unui con a carui inaltime este
y. Dar nu cunosc incé raza bazei“.
»Putem totusi si o ludm in considerare. Sa-1 dam un
nume, de exemplu .
V== 2y
» -
3

,Este corect. Acum, si vedem ce stim despre z? Este z
independent de y?*

»Nu, dacd nivelul y al apei creste, raza z a suprafetei
libere cregte si ea“.

»Prin urmare, avem o legatura. Care este legitura?

»Natural, nigte triunghiuri asemenca,

z:y =a:b"
,»Cum vezi, inca o legatura, pe care trebuie sia o folosim.
Nu uita ca voiai sa cunosti relatia dintre V si y“.
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»Avem

T a%y® .

3 b

»Ifoarte bine. Pare ca sintem pe drumul cel bun, nu-i aga?
Dar nu trebuie si uitam ce anume urmarim. Care este necu-

noscuta?“

,Este Y«
dt

»Trebuie sa gisesti legitura dintre —32 , % §1 alte ma-
t ¢
rimi.
»93 derivim! Bineinteles!
v _ maly’ dy

dt b dt

Asta este”.
»Foarte bine! $i acum, ce-i cu valorile numerice?

L2Dacia =4, b= 3,%=r=2, y = 1, atunci

w X146 X1 dy ©

. 9 _
9 dt






Partea a lla

CUM REZOLVAM
O PROBLEMA?






DIALOG

Familiarizarea cu problema

De unde si incep? Incepe cu enuntul problemei.

Ce pot sd fac? Considera problema in intregul ei, cit poti
de clar si de real. Pentru moment, nu te ocupa de amanunte.

Ce pot cistiga procedind astfel? Trebuie sa intelegi problema,
sa te familiarizezi cu ea, sd-ti imprimi in minte telul. Atentia
acordati problemei va contribui, de asemenea, sa-ti stimuleze
memoria si si te pregateascid pentru a-ti reaminti punctele
relevante.

Munca pentru o mai bunii intelegere

De unde sd incep? Porneste din nou de la enuntul proble-
mei. Mergi inainte, abia cind acest enunt iti este atit de clar
si atit de bine imprimat in minte incit poti si nu te mai uiti
la problema pentru o clipd, fard teamd cd ai si pierzi din
vedere ansamblul.

Ce pot sd fac? Izoleaza partile principale ale problemei.
Ipoteza si concluzia sint partile principale ale unei ,,probleme
de demonstrat®; necunoscuta, datele si conditiile sint partile
principale ale unei ,,probleme de aflat®. Parcurge partile
principale ale problemei, examineazi-le una cite una, reexa-
mineazd-le, considerd-le in diverse combinatii, legind fiecare
detaliu de celelalte detalii si fiecare dintre ele de ansamblul
problemei.

Ce pot cistiga procedmd astfel? Tti vei pregati si clarifica
detalii care ar putea s joace un rol mai tirziu.

in ciutarea ideii utile

De unde sd incep? Incepe prin a considera partile princi-
pale ale problemei. Mergi mai departe abia dupa ce aceste
parti principale au fost ordonate distinct si intelese clar,
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datoritd muncii pregititoare, si atunci cind memoria pare s
functioneze fidel.

Ce pot sd fac? Considera problema sub diverse aspecte si
cautd contacte cu ceea ce stii dinainte.

Considerd problema sub diverse aspecte. Accentueazi dife-
ritele parti, examineaza diferitele detalii, reexamineaza-le de
mai multe ori pe cai diferite, combind detaliile in diferite
moduri, abordeaza-le pe diferite cdi. Incearcad sa descoperi
vreun nou inteles in fiecare detaliu, vreo noud interpretare
a ansamblului problemei. .

Cauta legaturi cu ceea ce stii dinainte. Incearcd sa te
gindesti la ceea ce ti-a fost de folos in situatii similare din
trecut. Incearcd sa recunosti cite ceva familiar in ceea ce
examinezi acum, cautd si prinzi ceva folositor in ceea ce ai
recunoscut.

Ce a§ pulea s& intrezdresc? O idee salvatoare, poate chiar
1deea decisiva care si-ti arate dintr-o datd calea spre scop.

Cum poate fi utild o idee? Ea iti arata drumul in intregul
lui sau o parte a drumului; ea iti sugereazd mai mult sau mai
putin clar in ce fel poti proceda. Ideile sint mai mult sau mai
putin complete. In general, dacd ti-a venit o idee, inseamnd
cd al avul noroc.

Ce pot face cu o idee incompleti? Si o cercetezi. Daea ai
Impresia ci este avantajoasd, este cazul sa te ocupi de ea
mai indeaproape. Dacd pare o idee de nadejde, este bine sa
te asiguri cit de departe te conduce si s& reconsideri situatia.
Situatia s-a schimbat, datorita ideii salvatoare. Examineaza
noua situatie sub diverse aspecte si cautad legituri cu ceea
ce stii dinainte.

Ce pot cistiga procedind astfel? Poti si ai noroc §i sa-ti
vind alta idee. Eventual, aceasti noui idee te va conduce
direct la solutie. Poate ca vei avea nevoie de alte citeva idei
utile dupa aceasta noui idee. Poate c& vreuna dintre aceste
idei te va induce in eroare. Cu toate acestea, trebuie sa fii
recunoscitor pentru toate ideile noi, chiar pentru cele mai
putin bune, chiar pentru cele nebuloase, de asemenea, pentru
ideile suplimentare care adaugi preciziri la o idee nebuloasa
sau care incearca sa imbunitateascd o idee mai putin fericita.
Chiar dacé, un anumit timp, nu-ti vine nici o idee noua mai
ca lumea, trebuie si fii multumit daca felul cum concepi
problema devine mai complet sau mai coerent, mai omogen
sau mai echilibrat.



Realizarea planului

De unde sd incep? Porneste de la ideea fericitd care con-
duce la solutie. Mergi mai departe cind te simti sigur pe felul
cum stipinesti legatura principala si cind ai incredere ca
poti si completezi amianuntele secundare care eventual mai
lipsesc.

Ce pot s fac? Fa in asa fel incit sa stapinesti cit mai sigur
problema. Efectueaza amanunglt toate operatiile algebrice
sau geometrice de care iti dai seama ca ar putea fi posibile.
Convinge-te de corectitudinea fiecirui pas, printr-un ratio-
nament formal sau prin intuitie sau, daca este posibil, prin
amindoud. Daca problema este foarte complicata, poti face
deosebire intre pasi ,mari® si pasi ,mici®, fiecare pas mare
filnd compus din mai multi pasi_mici. Verifica intii pasii
mari §i coboard treptat spre pasi din ce in ce mai mici.

Ce pot cistiga procedind astfel? O prezentare a solutiei din
care fiecare pas este incontestabil corect.

Privire retrospectivi

De unde sg incep? De la rezolvarea completd si corectd in
toate detaliile ei.

Ce pot s fac? Considera solutia sub diverse aspecte si
cautd legituri cu ceea ce stii dinainte.

Examineaza detaliile solutiei §i incearcd si le faci cit
se poate de simple; parcurge partlle mai intinse ale solutiei
si cautd si le scurtezi; incearca si cuprinzi dintr-o privire
intreaga solutie. Incearc sa modifici intr-un mod avantajos
parti mai mici sau mai mari ale solutiei, cauta si perfectio-
nezi ansamblul solutiei, s-o faci intuitivi, si o incadrezi cit
mai natural in ceea ce stii dinainte. Scurteazi metoda care
te-a condus la solutie, cautd sa-i pui in evidentd punctele si
s-0 utilizezi pentru alte probleme.

Ce pot cistiga actionind astfel? Poti gasi o solutie noua si
mai bun#, poti descoperi fapte noi si interesante. Oricum ar
fi, daca-ti faci obiceiul de a examina si de a scurta astfel
solutiile, vei dobindi cunostinte bine ordonate si gata si fie
folosite, iti vel dezvolta priceperea de a rezolva probleme.






Partea a llla

SCURT DICTIONAR
DE EURISTICA






Am mai intilnit cindva aceasti problemi? Se poate intim-
pla sé fi rezolvat inainte aceeasi problema cu care avem de-a
face acum sau sa fi auzit de ea sau sa fi intilnit o problema
foarte aseminitoare. Sint eventualititi pe care trebuie ne-
aparat sa le cercetam. Incercim sa ne reamintim ceea ce s-a
inthnplat. Am mai intilnit cumea aceastd problemd? Sau
poate am vdzut aceeagi problemd intr-o formd oarecum diferiti?
Chiar daca raspunsul este negativ, astfel de intrebari pot marca
inceputul mobilizarii unor cunostinte utile.

Intrebarea din titlul acestui articol este folosita adesea
cu un inteles mai general. Cu scopul de a obtine solutia, tre-
buie sii extragem din memoria noastra elemente relevante, tre-
buie sa mobilizam partile adecvate din cunostintele depozitate
in aceasta memorie (Progrese si reusitd). Fireste, nu
putem sti dinainte ce parti ale cunostintelor noastre se vor
dovedi relevante; existd insd anumite posibilitati a caror
explorare nu trebuie omisa. Astfel, o anumitd particulari-
tate a problemei actuale, care a jucat un rol in rezolvarea
unei alte probleme, ar putea sa joace din nou un rol. De aceea,
dacd o anumitad particularitate a problemei actuale ni se
pare importantd, ne straduim sd o identificam. Care este
aceastd particularitate? Ne este ea oare cunoscutd? Am mai
intilnit-o cumya inainte?

Analizati-vii conjectural. S-ar putea sa fi intuit bine, dar
ar {1 o prostie sa acceptati o conjectura care v-a venit in minte,
ca si cum ar fi un adevar demonstrat; asa procedeaza adesea
oamenii neavizati. Conjectura facuta s-ar putea sa fie gresita.

1 Conjectura — in special cum o concepe G. Pélya — este o
afirmatie ficutad pe baza unei cunoasteri la prima vedere a situatiei,
fird un studiu aprofundat, ci numai pe baza ghicirii, a intuitiei.
Ea trebuie si satisfaca conditia de a nu fi contradictorie si serveste,
in acest caz, ca ipotezd de lucru, — N.T,

.
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Dar ar i o prostie tot atit de mare sd dispretuiti aceasta
conjecturd, care v-a venit in minte; asa fac citeodatd oamenii
pedanti. Conjecturile de un anumit gen merita sa fie exami-
nate si luate in serios: este vorba despre cele care apar dupa
ce am considerat cu atenfie si am inteles in mod real o pro-
blema care ne intereseaza cu adevarat. Astfel de conjecturi
contin, de obicei, cel putin o parte de adevar, dar, natural,
ele ne dau foarte rar intregul adevar. Totusi avem o sansa
sa extragem intregul adevar, daca analizim intr-un mod adec-
vat o astfel de conjectura.

Numeroase conjecturi s-au dovedit a fi eronate, ceea ce
nu le-a impiedicat sd se arate utile, conducindu-ne spre o
alta conjectura mai buna.

Nici o idee nu este cu adevirat proasta decit daca avem
fata de ea o atitudine necritici. Ceea ce este cu adevirat rau
este si nu avem de loc idei.

1. Feriti-vd de a proceda astfel. Iata o povestire tipica
despre dl. John Jones. Dl. Jones lucreaza intr-un birou.
Nutrise speranta ca 1 se va mari pulin salariul, insi, cum se
intimpla adesea cu sperantele, ea nu s-a implinit. Unora
dintre colegii sai li s-a marit salariul, nu insa s1 lui. DI. Jones
nu a putut privi calm situatia. Si-a tot facut singe rau si
pina la urm3 a ajuns sa-1 suspecteze pe directorul siu, Brown,
ca acesta ar fi fost raspunzator de faptul ca nu i se marise
lui salariul.

Nu putem sa-1 blamam pe dl. Jones ca ajunsese la aceasta
banuialad. Intr-adevir, anumite indicii pareau sa arate ca
este vorba despre directorul Brown. Adevirata greseala a
d-lui Jones a fost insd cd, dupa ce a ajuns la banuiala sa, a
devenit orb si surd fata de orice indicii care-1 orientau intr-o
alta directie. Se sugestiona tot timpul cd directorul Brown
ar fi dusmanul sau personal, ceea ce-1 facu sa se poarte intr-un
mod atit de stupid, incit, pina la urma, izbuti efectiv sa si-1
faca dusman.

Greseala d-lui John Jones consta in faptul ci el s-a purtat
ca cei mai multi dintre noi. El nu-§i schimb niciodata pare-
rile majore, dar destul de des si de brusc parerile minore;
insa niciodatd el nu se indoieste de opiniile sale, indiferent
daca sint majore sau minore, cit timp sint opiniile sale. El
nu le pune niciodata la indoiala, nu-si pune intrebari despre
ele, nu le analizeaza critic, mai mult, el priveste cu ura o
astfel de analizd critica, daca i-ar intelege sensul.
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Sa admitem ci dl. John Jones are dreptate pinid la un
punct. Este un om muncitor; isi face datoria la slujba si
acasd. Are prea putin timp pentru indoieli sau analize. Cel
mult, el ar putea si examineze doar citeva dintre convingerile
sale, si pentru ce ar avea indoieli din moment ce nu-i ajunge
timpul sa si le analizeze?

Prin urmare, nu procedati ca dl. John Jones. Nu va lasati
banuiala sau conjectura sa creascad neanalizata, pina devine
de nedezriadicinat. Oricum ar fi, in chestiunile teoretice, cele
mai bune idei sint zdruncinate daca le acceptam necritic si
intarite dacad le analizidm ecritic.

2. Un exemplu din matematicd. Dintre toate patrulaterele
de perimetru dat, si se afle cel de arie maxima.

Care este necunoscuta? Un patrulater.

Care sint datele? Perimetrul patrulaterului este dat.

Care este condifia? Patrulaterul cautat trebuie sa aiba
aria mnail mare decit orice alt patrulater cu acelasi perimetru.

Problema este foarte diferita de cele uzuale in geometria
elementara si, de aceea, este cit se poate de natural sa ince-
pem prin a incerca sd ghicim, sa facem o conjectura.

Care patrulater pare sa aibad aria cea mal mare? Care
ar {i conjectura cea mai simpla? Am auzit, eventual, ca dintre
toate figurile cu acelagi perimetru, cercul are aria cea mai
mare ; s-ar putea chiar sa banuim un motiv pentru plauzibi-
litatea acestei afirmatii. $1 acum, ce patrulater este cel mai
aproape de cerc? Care este cel mai aproape de el in ceea ce
priveste simetria?

o conjectura destul de evidentd este: patratul. Daca o
luam in serios, vom intelege despre ceea ce este vorba. Tre-
bute sa avem cura]ul de a enunta conjectura: ,,Dintre toate
patrulaterele de perimetru dat, patratul are aria maxima™.
Dacd ne hotarim si analizim aceastd afirmatie, situatia se
schimba. Initial, aveam o ,,problema de aflat”“. Dupa ce am
formulat o conjecturd, avem o ,problema de demonstrat®;
trebuie sd dovedim ca teorema enuntata este adevaratd sau
falsa.

Daca nu cunoastem vreo problemd asemanétoare cu a
noastra si rezolvatd anterior, sarcina noastrd ni s-ar putea
parea destul de grea. Dacd nu putem sd rezolvdm problema
propusd, incercdm sd rezolvdm mai intii o problemd inruditd.
Stim s rezolvdm o parte a problemei? Ne-ar putea veni
ideea cd, o datd ce patratul are o situatie privilegiata
printre patrulatere, el trebuie, in virtutea aceluiasi fapt, sa
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aiba o situatie privilegiata si printre dreptunghiuri. O parte
a problemei noastre ar fi rezolvata, dacé am izbuti sa demon-
strdim urmitoarea propozitie: ,,Dintre toate dreptunghiurile
de perimetru dat, patratul are aria maxima“.

Aceasta teorema apare mai accesibila decit cea de mai sus;
ea este, bineinteles, mai slaba. In orice caz, trebuie sa-i
prindem sensul; trebuie s& avem curajul de a-i da o noud
formulare, mai amanuntita. O putem enunta din nou in mod
avantajos in limbajul algebrei.

Aria unui dreptunghi de laturi a si b este ab.

Latura patratului avind acelasi perimetru cu dreptungh;ug

a
de mai sus estea——;—b- Asadar, aria acestui patrat este( _; ’
Ea trebuie s fie mai mare decit aria dreptunghiului, deci,
urmeazi si avem

a-+b
(2

)~ > ab.

Este adevarat? Aceeasi afirmatie poate fi scrisd si in forma
echivalenta

a? 4 2ab 4+ b% > 4ab.
Aceasta este adevarata, deoarece este echivalenta cu
a® —2ab + b >0

sau cu
(@ —b)2 >0

si aceastd inegalitate este cu sigurantd valabila, daca nu
avem a = b; asadar dreptunghiul nostru este un patrat.

Nu am rezolvat inca problema, dar am facut anumite
progrese tocmai considerind intr-un mod corect conjectura
noastra evidenta.

3. Un exemplu nematematic. Intr-un joc de silabe incru-
cigate, se cere sa gasim un cuvint de 5 silabe (10 litere), defi-
nit astfel: ,,Acoperirea peretilor din nou, de la stinga la dreapta
si de la dreapta la stinga“.

Care este necunoscuta? Un cuvint.

Care sint datele? Lungimea cuvintului este data: 5 silabe
(10 litere).

Care este conditia? Ea este cuprinsa in definitie. Este vorba
despre ceva cu pereti, dar destul de nebulos.
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Asadar trebuie si examinam din nou definitia. Facind
aceasta, ultima parte a definitiei ne va atrage neaparat aten-
tia: ,,...din nou, de la stinga la dreapta §i de la dreapta la
stinga“. Stim sd rezolvdm o parte a problemei? Existi aicl o
sansd de a ghici inceputul cuvintului. O datd ce repetitia
este atit de puternic accentuatd, cuvintul ar putea foarte
bine sa inceapd cu RE. Este o conjectura destul de evidenta.
Daca sintem ispititi sa-i dam crezare, trebuie sa-i intelegem
sensul. Cuvintul cautat aratad astfel:

Se poate verifica rezultatul? Daca un alt cuvint al jocului se
incruciseaza cu al nostru la prima silaba (de 2 litere), trebuie
sd fncercam daca acest al doilea cuvint nu incepe cumva cu
RE. S-ar putea sa fie o idee buni de a trece la acest al doilea
cuvint si de a verifica silaba RE. Daci avem succes in veri-
ficarea lui RE sau dacé, cel putin, nu gésim nici argument
impotrivéa, putem reveni la cuvintul nostru initial. Ne intre-
bam din nou: Care este conditia? Reexaminind definitia, aten-
tia noastra poate fi concentratd asupra ultimei parti: ,,...de
la stinga la dreapta si de la dreapta la stinga“. Sa insemne
oare aceasta ca cuvintul cautat se citeste la fel de la stinga
la dreapta si de la dreapta la stinga? Este o conjecturid mai
putin evidenta (exista totusi astfel de cazuri, vezi D es ¢ o m-
punere si recombinare, 8).

Oricum ar fi, sd ne analizim conjectura; si ciutam a-i
intelege sensul. Cuvintul ar arata astfel:

In plus, silaba a doua trebuie sa fie identicid cu a patra.
Cititorul poate acum ghici relativ usor cuvintull.

Analogia este un fel de asemanare. Obiecte sau lucruri
aseminitoare concorda intre ele intr-o anumita privinti,
obiecte sau lucruri analoge concordd prin anumite relatii ale
partilor lor corespunzatoare.

1. Un paralelogram dreptunghic este analog cu un para-
lelipiped dreptunghic. In adevir, relajiile dintre laturile

1 Exemplul a fost adoptat in traducere. S-a presupus cid in acest
joc de silabe incrucisate, silabele se citesc la fel intr-un sens si in
celilalt. Solutia este RETAPETARE. — N.T.
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dreptunghiului seamand cu cele dintre fetele paralelipipe-
dului:

Fiecare laturd a dreptunghiului este paralelda cu o alta
latura si1 perpendiculara pe celelalte doua.

Fiecare fata a paralelipipedului este paralelda cu o altd
fata si perpendiculara pe celelalte.

Vom conveni sa spunem ci latura este un ,element fron-
tierd“ al dreptunghiului, iar fata un ,element frontiera“ al
paralelipipedului. Acum, putem reuni cele doua propozitii
de mai sus intr-una singurd, care se aplicd in egala masura
ambelor figuri:

Fiecare element frontiera este paralel cu un alt element
frontierd si perpendicular pe celelalte elemente frontiera.

Astfel, am exprimat anumite relatii comune celor doua
sisteme de obiecte comparate, anume laturile dreptunghiului
si fetele paralelipipedului dreptunghic. Analogia dintre aceste
sisteme constd in aceastd comunitate de relatii.

2. Analogia este pretutindeni prezenta in gindirea noastra,
in vorbirea curentd, inrationamentele noastre banale, precum
si in mijloacele de expresie artistice si in cele mai inalte
realizari ale stiintei. Analogia este folosita la niveluri dintre
cele mai diferite. Oamenii uzeazi adesea de analogii vagi,
ambigue, incomplete sau incomplet clarificate, dar analogia
poate sa se ridice pina la nivelul preciziei matematice. Toate
genurile de analogie pot juca un rol in descoperirea solutiei
s1, de aceea, nici unul dintre ele nu trebuie neglijat.

3. Putem considera c¢d am avut noroc atunci cind, incer-
cind si rezolvam o problem3, reusim si dam peste o problemd
analogd mai simpld. La pct. 15, problema noastra initiala se
referea la diagonala unui paralelipiped dreptunghic; consi-
derarea unei probleme analoge mai simple, privitoare la dia-
gonala unui dreptunghi, ne-a condus la solutia problemei
initiale. Vom discuta acum un alt exemplu de acelasi gen.
Avem de rezolvat urmitoarea problema:

Sd se afle centrul de greutate al unut tetraedru omogen.

Dacd nu sintem familiarizati cu calculul integral si nu
avem suficiente cunostinte de fizicd, problema nu este de loc
usoard; ea a reprezentat o incercare stiinlifica serioasd pe
vremea lui Arhimede sau a lui Galilei. Asadar, daca vrem s-o
rezolvim cu cunostinje preliminare cit mai putine, trebuie
sa cautam o problema analogd mai simpla. Problema co-
respunzatoare in plan ne vine aici in minte de la sine:

Sd se afle centrul de greutate al unut triunghi omogen.
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Avem acum doud chestiuni, in loc de una singura. Dar
este posibil ca raspunsul la acestea si fie mai usor
de gasit decit la una singura, cu conditia ca cele doua chestiuni
sa fie legate intre ele intr-un mod inteligent.

4. Lasind de o parte, pentru moment, problema noastra
initiala cu tetraedrul, ne vom concentra atentia asupra pro-
blemei analoge mai simple, cu triunghiul. Pentru a rezolva
problema, trebuie s& stim cite ceva despre centrele de greu-
tate. Urmitorul principiu este plauzibil §i se impune in mod
natural:

Dacd un sistem S de mase este format din pdrii care isi
au toale centrul de greutate in acelagi plan, atunci planul va
contine §i centrul de greutate al sistemulut S.

Acest principiu cuprinde tot ce ne trebuie pentru cazul
triunghiului. Intii, el ne aratd ca centrul de greutate al tri-
unghiului este situat in planul acestuia. Apoi, putem consi-
dera ca triunghiul este format din fibre (din fisi1 inguste, din
paralelograme ,,infinit inguste®) paralele cu una dintre latu-
rile triunghiului (latura AB in fig. 7). Centrul de greutate
al fiecdrel fibre (al fiecarui paralelogram) este, evident, punc-
tul sau central §1 toate aceste puncte centrale sint situate pe
linia care uneste virful C, opus laturii AB, cu mijlocul M
al lui AB (vezi fig. 7).

Orice plan care trece prin mediana CM a triunghiului
contine centrele de greutate ale tuturor fibrelor paralele care

C

[ [ s

i 4 /

L $ _ 7]

A M B
Fig. 7

formeaza triunghiul. Asadar, ajungem la concluzia ca cen-
trul de greutate al intregului triunghi se afla pe aceeasi me-
diana. Or, el trebuie sa fie situat si pe celelalte doua mediane,
deci el trebuie si fie punctul de intersectie comun al celor trei
mediane.
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Este de dorit sa verificim acum pur geometric, indepen-
dent de orice ipotezid mecanicd, ca cele trei mediane sint
concurente.

5. Dupa ce am studiat cazul triunghiului, cazul tetra-
edrului devine extrem de ugor. Am rezolvat o problema analoga
cu a noastra si, odatd ce am rezolvat-o, dispunem de un model
dupd care s@ ne calauzim.

D

A M B
Fig. 8

La rezolvarea problemei analoge, pe care o utilizim acum
ca model, ne-am imaginat triunghiul ABC ca fiind compus
din fibre paralele cu una dintre laturi, AB. Acum vom con-
cepe tetraedrul ABCD ca fiind constituit din fibre paralele
cu una dintre muchii, 4B.

Mijloacele fibrelor care constituie triunghiul sint situate
toate pe aceeasi dreaptd, o mediana a triunghiului, care uneste
mijlocul M al laturii AB cu virful opus, C. Mijloacele fi-
brelor care constituie tetraedrul sint situate toate in acelasi
plan, care uneste mijlocul M al muchiei A B cu muchia opusi
CD (vezi fig. 8); putem da acestui plan MCD denumirea de
plan median al tetraedrului.

in cazul triunghiului, am avut trei mediane la fel cu MC,
continind fiecare centrul de greutate al triunghiului. De aceea,
aceste trei mediane trebuie sa se intilneasca in acelasi punct,
care este tocmai centrul de greutate. In cazul tetraedrului
avem sase plane mediane la fel cu MCD, care unesc mijlocul
unei muchii cu muchia opusa §i care contin fiecare centrul
de greutate al tetraedrului. De aceea, cele sase plane mediane
trebule s se intilneasca in acelagi punct, care este tocmai
centrul de greutate.

60



6. Am rezolvat, astfel, problema centrului de greutate
al tetraedrului omogen. Pentru a completa solutia, este de
dorit s& verificim acum pur geometric, independent de orice
considera{ii mecanice, ca cele sase plane mediane mentionate
trec prin acelasi punct.

Cind am rezolvat problema centrului de greutate al triun-
ghiului omogen, am considerat ca este de dorit sa verificam,
pentru a completa solutia, ca cele trei mediane ale triunghiului
sint concurente. Aceastd problemi este analogd cu cea de
mai sus, dar cu mult mai simpla.

Putem utiliza iarasi, pentru a solutiona problema referi-
toare la tetraedru, problema analogda mai simpla privitoare
la triunghi (pe care o putem presupune rezolvati). In adevir,
sa consideram cele trei plane mediane care trec prin cele
trei muchii DA, DB, DC, cu virful comun D; fiecare dintre
ele trece si prin mijlocul muchiei opuse (planul median prin
DC trece prin M, vezi fig. 8). Aceste trei plane mediane
intersecteaza planul triunghiului ABC dupi cele trei mediane
ale acestuia. Cele trei mediane sint concurente (acesta este
rezultatul problemei analoge mai simple) si acest punct, la
fel ca D, este un punct comun al celor trei plane mediane.
Dreapta care uneste cele doua puncte comune este comunia
tuturor celor trei plane mediane.

Am demonstrat ca cele trei plane mediane (din cele sase)
care trec prin virful D au o dreapta comuna. Acelasi lucru
trebuie sa fie valabil pentru cele trei plane mediane care trec
prin A, de asemenea pentru cele trei plane mediane care trec
prin D, precum si pentru cele trei care trec prin C. Reunind
in mod corespunzator aceste fapte, putem demonstra ca cele
sase plane mediane au un punct comun. (Cele trei plane me-
diane care trec prin laturile triunghiului ABC determind
un punct comun si trei drepte de intersectie care sint concu-
rente. Dupid cum am demonstrat insa, prin fiecare dreapta
de intersectie trebuie sa mai treacd inca un plan median.)

7. Atitla b citsila 6 ne-am folosit de o problema analoga
mai simpla, referitoare la triunghi, pentru a rezolva o pro-
blema despre tetraedru. Cele doua cazuri difera insa dintr-un
punct de vedere important. La 5 am recurs la metoda unei
probleme analoge mai simple, a cérei solutie am imitat-o
punct cu punct. La 6 am folosit rezultatul problemei analoge
mai simple, fird sa ne preocupe in ce fel fusese obtinut acest
rezultat. Citeodatd, avem posibilitatea de a utiliza atit meto-
da, cit §i rezultatul problemei analoge mai simple. De altfel,
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exemplul nostru precedent ne aratid acest lucru, dacd consi-
deram cele expuse la 5 i la 6 ca parti diferite ale solutiei
acelelasi probleme.

Exemplul nostru este tipic. Rezolvind 0 anumita problemi,
putem folosi adesea solutia unei probleme analoge mai simple;
putem recurge la metoda ei sau la rezultatul ei sau la amin-
doud. Natural, in cazurile mai dificile pot aparea complicatii
care nu sint prezentate in exemplul nostru. In special, se
poate intimpla ca solutia problemei analoge sa nu fie imediat
aplicabila problemei noastre initiale. In aceste conditii,
meritd sa reconsideram solutia, si o variem si si o modificam
pind cind, dupa ce am incercat diferite forme ale solutiei, o
gisim eventual pe cea care permite o extindere la problema
noastra initiala.

8. Este de dorit sa prevedem, cu un anumit grad de plau-
zibilitate, rezultatul sau, cel putin, anumite caracteristici
ale rezultatului. Asemenea prevederi plauzibile sint adesea
bazate pe analogie.

Astfel, este posibil sa stim ca centrul de greutate al unui
triunghi omogen coincide cu centrul de greutate al virfurilor
sale (adica al celor trei puncte materiale de masa egala situate
in cele trei virfuri ale triunghiului). $tiind aceasta, putem
face conjectura ca centrul de greutate al unui tetraedru omogen
coincide cu centrul de greutate al celor patru virfuri.

Aceasta conjecturd este ,,un rationament prin analogie®.
Cunoscind ca triunghiul si tetraedrul seamana in mai multe
privinte, conjecturam céa ele mai seaména si intr-o alta pri-
vinta. Ar fi o prostie si consideram drept certitudine plauzi-
bilitatea unor astfel de conjecturi, dar ar fi o prostie tot atit
de mare, dacd nu chiar mai mare, si dispretuim astfel de
conjecturi plauzibile.

Rationamentul prin analogie este cel mai uzual, poate
chiar si cel mai important. El ne conduce la conjectur: mai
mult sau mai putin plauzibile, care pot sa fie sau sa nu fie
confirmate de experientd sau de un rajionament mai riguros.
Biochimistul care face experimente pe animale pentru a
prevedea influenta pe care preparatele sale o exercitd asupra
oamenilor, trage concluzii prin analogie. Tot asa proceda
si un baietas pe care l-am cunoscut cindva. Catelugul sdu tre-
buia dus la veterinar, si el s-a interesat: ,,Cine este veteri-
narul?”

»Doctorul animalelor”.

,»91 care animal este doctorul animalelor?
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9. O concluzie prin analogie obtinutd de la mai multe
cazuri paralele este mai puternica decit una obtinuta din mai
putine cazuri. Or, calitatea este mai importanta decit canti-
tatea. Analogii nete §i clare au mai multa greutate decit ase-
manari vagi, fapte ordonate sistematic conteazia mail mult
decit colectii de cazuri intimplatoare.

In cele de mai sus (la 8) am facut o conjectura despre
centrul de greutate al tetraedrului. Conjectura se intemeia
pe o analogie; cazul tetraedrului este analog cu cel al triun-
ghiului. Putem intdri conjectura, examinind si un alt caz
analog, cel al unei bare omogene (adicd al unui segmentde
dreapta de densitate uniforma).

Analogia dintre

segment triunghi tetracdru

are mai multe aspecte. Segmentul este continut intr-o dreapta,
triunghiul in plan, ilar tetraedrul in spatiu. Segmentele de
dreapta sint cele mai simple figuri unidimensionale cu fron-
tierd, triunghiurile sint cele mai simple poligoane, iar tetra-
edrele cele mai simple poliedre.

Segmentul are doua elemente frontiera de dimensiune
zero (cele doud extremitati), iar interiorul siu este unidimen-
sional.

Triunghiul are trei elemente frontiera de dimensiune zero
si trei elemente frontiera unidimensionale (trei v’irSuri, trei
laturi), iar interiorul siu este bidimensional.

Tetraedrul are patru elemente frontiera de dimensiune
zero, sase unidimensionale §i patru bidimensionale (patru
virfuri, sase muchii, patru fete), iar interiorul siu este tridi-
mensional.

Numerele de mai sus pot fi sintetizate intr-un tabel.
Coloanele succesive contin numerele pentru elementele zero,
uni-, bi- si tridimensionale, iar liniile succesive contin nume-
rele pentru segment, triunghi si tetraedru:

2 1
3 3 1
4 6 4 1

Chiar o cunoastere superficiala a coeficientilor binomiali
ne da posibilitatea sa recunoastem aici o portiune din triun-
ghiul lui Pascal. Am gasit o regularitate remarcabila care
leagd intre ele segmentul, triunghiul i tetraedrul.
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10. Daca ne-am convins ca existd o legaturd strinsa intre
obiectele pe care le comparém, ,,rationamentele prin analogie
de tipul celor de mai jos pot avea o anumiti greutate pentru
noi.
Centrul de greutate al unei bare omogene coincide cu cen-
trul de greutate al celor doud extremitati. Centrul de greutate
al unui triunghi omogen coincide cu centrul de greutate al
celor trei virfuri. Nu este oare cazul si banuim ca centrul
de greutate al unui tetraedru omogen coincide cu centrul
de greutate al celor patru virfuri?

De asemenea, centrul de greutate al unei bare omogene
imparte distanta dintre extremitatile ei in raportul 1 : 1.
Centrul de greutate al unui triunghi imparte distanta dintre
{iecare virf si mijlocul laturii opuse in raportul 2 : 1. Nu este
oare cazul sa ne inchipuim ca centrul de greutate al unui te-
traedru omogen imparte distantele dintre fiecare virf si
centrul de greutate al laturii fetei opuse in raportul 3 : 1?

Pare foarte putin probabil ca conjectura sugerata de aceste
intrebari sa fie falsd, ca o regularitate atit de frumoasi sa se
prabuseasci. Sentimentul c& ceea ce este armonios §i simplu
nu poate sa inducd in eroare il calauzeste pe cel ce face des-
coperiri atit in matematica, cit §i in alte stiinte si isi gaseste
expresia in proverbul latin: simplez sigillum veri (simplitatea
poartd pecetea adevirului).

[Cele de mai sus ne sugereazd o extindere la cazul cu n
dimensiuni. Pare putin probabil ca ceea ce este adevarat
pentru primele trei dimensiuni, pentru n = 1, 2, 3, si ince-
teze de a mai fi egal pentru valori mai mari ale luin. Aceasta
conjectura este ,,un rationament prin inductie”; el ilustreaza
ca mnductia este bazatd in mod firesc pe analogie. Vezi I n -
ductia §si inducjiia matematicd.l]

[11. Vom incheia prezentul articol, considerind pe scurt
cazurile cele mai importante in care analogia atinge precizia
ideilor matematice.

(I) Doua sisteme de obiecte matematice, si le denumim S
si 8, sint in asa fel legate intre ele incit anumite relatii
dintre obiectele sistemului S sint guvernate de aceleasi legi
ca si relatiile dintre obiectele lui S’.

Acest tip de analogie dintre S si S’ este ilustrat de cele
discutate de noi la 1. Nu avem decit sa consideram drept S
laturile dreptunghiului, iar drept S’ fetele paralelipipedului
dreptunghic.



(II) Avem o corespondenta biunivoca intre obiectele celor
doud sisteme S §i S’, care conserva anumite relatii. Aceasta
inseamna ca dacéd are loc o astfel de relatie intre obiectele
unui sistem, aceeasi relatie este valabila intre obiectele cores-
punzatoare ale celui de-al doilea sistem. O astfel de legatura
intre cele doua sisteme este un tip de analogie dintre cele
mai precise; aceasta se cheamd izomeorfism (sau izomorfism
oloedral).

(IIT) Sa presupunem c& avem o corespondenti uni- multi-
voca intre obiectele celor doua sisteme S si S’, care conserva
anumite relatii. O astfel de legiturd (importanta in diverse
capitole ale matematicii superioare, in special in teoria gru-
purilor si pe care nu este cazul sa o discutim aici in amanunt)
se numeste izomorfism meroedral (sau omomorfism). Izomor-
fismul meroedral poate fi considerat ca un alt caz de analogii
dintre cele mai precise.]

Au fost utilizate toate datele? Dat fiind ca pe misura rezol-
varii problemei cunostintele noastre sint mobilizate intr-o
tot mai mare misura, intelegem problema la sfirsit mult mai
bine decit la inceput (Progrese §i reusitd, 1).
Dar care este situatia acum? Am ajuns oare la ceea ce ne tre-
buia? Intelegem oare acum in mod adecvat problema? Au
fost utilizate toate datele? A fost utilizatd intreaga conditie?
intrebarea corespunzitoare pentru ,,problemele de demonstrat*
este: A fost utilizatd intreaga ipotezd?

1. Ca ilustrare, vom reveni la ,problema paralelipipe-
dului“ de la pct. 8 (s1 urmarita apoi la punctele 10, 12, 14,
15). Se poate intimpla ca un elev sa aiba ideea de a calcula
diagonala unei fete, |/a® 5%, dupi caf® se opreste. Pro-
fesorul 1l poate ajuta, intrebindu-l: Ai utilizat toate datele?
Este greu s& ne inchipuim ca elevul nu va biga de seama ca
expresia |/a® 4 b® nu contine a treia datd, c. De aceea, el
va trebui sa facd ceva pentru a introduce pe c. Astfel, el are
sanse mari de a observa triunghiul dreptunghic decisiv, ale
cirui catete sint |/ a® 4 b? si ¢ si a carui ipotenuza este dia-
gonala cdutatd a paralelipipedului dreptunghic. (Vezi alta
ilustrare in Elemente auziliare, 3).

Chestiunile pe care le discutam aici sint foarte importante.
Contributia lor la construirea solutiei reiese clar din exemplul
precedent. Ele ne pot ajuta sd gisim punctul slab in modul
nostru de a intelege problema. Ele ne pot indrepta atentia
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spre un element omis. Odati ce stim ca un anumit element a
fost omis, ciautam in mod natural s3-1 introducem in joc.
Avem astfel o cheie, avem o linie de cercetare bine definita
pe care s-0 urmim si 0 sansa importantd de a ajunge la ideea
decisiva.

2. Chestiunile pe care le-am discutat sint utile nu numai
in construirea unei argumentiri, ci §i in verificarea ei. Pentru
a fi mai concreti, vom presupune ci avem de verificat demon-
stratia unei teoreme a cirei ipotezd constd din trei parti,
toate trei esentiale pentru adevarul teoremei. Cu alte cuvinte,
daca elimindm una dintre partile ipotezei, teorema inceteaza
de a mai fi adevarata. De aceea, daci demonstratia neglijeaza
vreo parte a ipotezei, demonstratia este in mod necesar falsa.
A utilizat demonstratia intreaga ipotezd? A utilizat ea prima
parte a ipotezei? Unde anume? Unde a folosit demonstratia
partea a doua a ipotezei? Dar pe a treia? Rispunzind la toate
aceste intrebari, ne verificim demonstratia.

Acest gen de verificare este eficient, instructiv si absolut
indispensabil pentru o intelegere complet, dacd argumenta-
rea este lunga si grea, cum stie foarte bine Cititorul
inteligent.

3. Chestiunile pe care le-am discutat urmiresc examina-
rea completitudinii conceptiei noastre asupra problemei, a
intelegerii ei. Intelegerea noastra este cu siguranti incomple-
td, daca nu luam in considerare o dat# esentiala sau o condi-
tie sau o ipoteza. Dar ea este de asemenea incompleta, daca
omitem si intelegem sensul unui anumit termen esential.
De aceea, pentru a ne analiza conceptia, trebuie si ne punem
intrebarea: S-a tinut oare seama de toate notiunile esentiale
care intervin in problemd? Vezi Definitia, 7.

4. Observatiile de mai sus sint insa susceptibile de anumite
restrictii si obiectii. In adevir, aplicarea lor directa este
limitata la probleme ,bine enuntate” si ,cu sens“.

O ,problema de aflat“ bine enuntatd si cu sens trebuie
sd aiba toate datele necesare $i s nu cuprinda nici o data
inutila; de asemenea, conditia ei trebuie si f{ie suficienta,
— nici contradictorie, nici redondanta. Natural, la rezolvarea
unei astfel de probleme trebuie sa facem uz de toate datele
s1 de intreaga conditie.

Obiectul unei ,,probleme de demonstrat” este o teorema
matematica. Daca problema este bine enuntata si are inteles,
fiecare clauzid a ipotezei teoremei trebuie si fie esentiald
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pentru concluzie. Natural, la demonstratia unei astfel de
teoreme trebuie sa utilizam fiecare clauza a ipotezei.

Se presupune ca problemele de matematica din manualele
traditionale sint bine enuntate si au toate inteles, sens. To-
tugi nu trebuie si avem prea multd incredere in aceasta; in
cazul in care intervine cea mai mica indoiala, trebuie si ne
intrebam: Poate fi satisfdcutd conditia?

ncercind si raspundem la aceasta intrebare sau la una

similara, ne putem convinge, cel putin pind la un anu-
mit punct, daca problema noastra este chiar atit de corecta
cum am presupus.

Intrebarea din titlul acestui articol si intrebarile legate
de ea pot si trebuie sa fie puse fira modificiri numai atunci
cind stim ca problema pe care o avem in fata are inteles si
este bine enuntatd sau, cel putin, dacid nu avem motive si
banuim contrariul.

5. Existad anumite probleme nematematice care pot fi,
intr-un anumit sens, ,bine enuntate“. De exemplu, se presu-
pune c& problemele de sah corect puse nu au decit o singura
solutie s1 nu cuprind nici o piesd inutild pe tabla etc.

Inschimb, Problemele practice sint,de obicei,
departe de a fi bine enuntate si necesita o reconsiderare radi-
cald a chestiunilor discutate in prezentul articol.

Bolzano, Bernhard (1781 —1848), logician si matematician,
a consacrat o importantd parte din cuprinzatoarea sa expu-
nere a logicii, Wissenschaftslehre, problemelor euristicii (vol. 3,
pp- 293—575). Cu privire la aceastd parte a lucrarii sale
Bolzano spunea: ,Nu-mi inchipui nicidecum ci as fi in stare
sa prezint in aceste pagini vreun proces de investigatie pe
care oamenii de talent si nu-l fi cunoscut de mult; si nu va
promit nicidecum ca ati putea gasi aici ceva cu totul nou in
acest gen. Dar imi voi da osteneala sa formulez in cuvinte
clare regulile si caile investigatiei, pe care le urmeaza toti
oamenii capabili, fird ca, in majoritatea cazurilor, sa-si
dea seama de aceasta. Desi nu-mi fac iluzia ci voi reusi pe
deplin sa realizez chiar si numai atit, sper ca putinul pe care-1
infatisez va putea sa placé unora si si aiba anumite aplicatii
pe viitor®.

Care este necunoscuta? Ce se cere? Ce cautam? Ce tre-
buie sa gasim?
Care sint datele? Ce este dat? Ce avem?
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Care este conditia? Prin ce conditie este legatd necunoscuta
de date?

Profesorul poate folosi aceste intrebari pentru a verifica
masura in care a fost inteleasd problema; elevul trebuie sa
fie capabil de a da la ele un raspuns clar. Mai mult, ele orien-
teaza atentia elevului spre partile principale ale unei ,,pro-
bleme de aflat“, adica necunoscuta, datele, conditia. Dat {iind
cé luarea in considerare a acestor parti se poate dovedi nece-
sard in mai multe etape, intrebarile pot fi repetate frecvent
in fazele ulterioare ale solutiei. (Vezi exemple la punctele
8,610,18,20; Punerea in ecuatie 3,4; Pro-
bleme practice, 1; Entgme §i jocuri etc.).

Aceste intrebari sint de cea mai mare importantd pentru
cel ce rezolva probleme. El i5i verificd modul de a intelege
problema, isi concentreazi atentia asupra cutérei sau cutarei
parti principale a problemei. Solutia consta esentialmente in
a pune necunoscuta in legiturd cu datele. De aceea, cel ce
rezolva problema trebuie si-si concentreze mereu atentia
asupra acestor elemente, intrebindu-se: Care este necunoscuta?
Care sint datele?

Problema poate avea mai multe necunoscute sau conditia
poate fi formata din diferite parii care trebuie considerate
separat; de asemenea, s-ar putea sa fie oportun ca o anumita
datd sa fie considerata aparte. De aceea, putem utiliza diverse
variante ale intrebarilor noastre, cum ar fi: Care sint necu-
noscutele? Care este prima data? Care este a doua? Care sint
diversele parti ale conditiei? Care este prima clauza a conditiei?

Partile principale ale unei ,probleme de demonstrat®
sint ipoteza si concluzia, iar intrebarile corespunzitoare sint:
Care esie ipoteza? Care este concluzia? S-ar putea si avem nevoie
de anumite variante de exprimare sau de modificari ale acestor
intrebari adeseori utile, de exemplu: Ce presupunem? Care
sint diversele parti ale presupunerii noastre? (Vezi un exem-
plu la pet. 19.)

Ce rost au demonstratiile? Se spune ca Newton, ca tinar
student, a inceput sa invete geometria, cum se obignuia pe
vremea aceea, citind Elementele lui Euclid. Citea teoremele,
isi dadea seama ca sint adevirate si sirea peste demonstra-
tii. Se intreba pentru ce-si mai iau oamenii osteneala sa de-
monstreze lucruri atit de evidente. Dupa multi ani, el si-a
schimbat insa parerea si l-a laudat pe Euclid.
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Povestea aceasta poate fi adevaratd sau nu, dar intreba-
rea ramine: Ce rost are sa invatam demonstratiile sau sa le
explicam elevilor? Ce este de preferat: nici un fel de demonstra-
tii, sau demonstratii pentru orice, sau numai anumite demon-
stratii? $i daca numai unele dintre ele, atunci care anume?

1. Demonstrajii complete. Pentru logicienii de o anu-
mitd facturda nu existd decit demonstratiile complete. O
adevaratd demonstratie nu are voie sid cuprindd nici o
lacuna, nici o capcani, nici o incertitudine; altminteri,
nu meritd numele de demonstratie. Putem oare gasi demon-
stratil complete care si satisfacd acest standard pretentios
in viata de toate zilele sau in procedura judiciara sau in fizica?
Nu prea. Este deci greu sa intelegem cum putem ajunge la
ideea unei astfel de demonstratii riguros complete.

Putem spune, fard a exagera prea mult, ci omenirea a
preluat aceastd idee de la un singur om si de la o singura
carte; de la Euclid si de la Elementele sale. Oricum ar fi,
studiul elementelor geometriei plane ne di pind astdzi cea
mai buni ocazie de a intelege ideea de demonstratie riguroasa.

Sa luam ca exemplu demonstratia teoremei: Suma unghiu-
rilor intr-un triunghi este egalé cu doud unghiuri dreptet. Fi-
gura 9, pe care cel mai multi dintre noi o cunoastem, nu are
nevoie de prea multe explicatii. Prin virful A trece o dreapta

A

B C
Fig. 9
paraleld cu latura BC. Unghiurile din B si din C ale triun-

ghiului sint egale cu unghiurile respective din A, marcate
in figura, ca alterne interne. Cele trei unghiuri ale triunghiu-

1 Este o parte din propozitia 32 din Cartea I a Elementelor lui
Euclid. Demonstratia care urmeazi nu apartine lui Euclid, dar era
cunoscutd vechilor greci.
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lui sint egale cu cele trei unghiuri avind virful comun in A4,
care formeazi un unghi de 180°, adicad doud unghiuri drepte:
teorema este astfel demonstrata.

Daca un elev a parcurs programa de matematica fara a fi
inteles in mod real citeva demonstratii de felul celei de mai
sus, el este indreptatit sa adreseze cele mai amare reprosuri
scolii sale si profesorilor sai. In adevar, trebuie sa facem dis-
tinctie intre lucruri de mai mare si de mai mica importanta.
Daca elevul nu si-a insusit unele aspecte particulare din geo-
metrie, el n-a pierdut prea mult; s-ar putea ca astfel de fapte
sa-1 foloseascd prea putin in viata sa de mai tirziu. Daci el
nu a ajuns insd sd cunoascad demonstratiile geometrice, el a
pierdut cele maibune sicele mai simple exemple de argumen-
tare corectd, a pierdut cea mai buna ocazie de a ajunge la
ideea de rationament riguros. Fira aceasta idee, elevul este
lipsit de un etalon valabil cu care si aprecieze argumentarile
care au pretentia de a fi adevarate si pe care le va intilni
mereu in viata de toate zilele.

Pe scurt, daca educatia are intentia de a-i1 da elevului
notiunile de evidenta intuitivad §i1 de rationament logic, ea
trebuie si rezerve un anumit loc demonstratiilor geometrice.

2. Sistem logic. Geometria, asa cum este expusd in Ele-
mentele lui Euclid, nu este o simpla culegere de fapte, ¢i un
sistem logic. Axiomele, definitiile §i propozitiile (teoremele)
nu sint ingirate la intimplare, ci asezate intr-o ordine desa-
virgita. Fiecare propozitie este astfel asezata, incit si poata
fi fundata pe axiomele, definitiile si propozitiile precedente.
Putem considera cd ordonarea propozitiilor constituie prin-
cipala realizare a lui Euclid, iar sistemul lor logic este cel
mal mare merit al Elementelor.

Geometria lui Euclid nu este numai un sistem logic, ci
s1 cel dintii si cel mai mare exemplu pentru un astfel de sis-
tem, pe care alte stiinte au incercat s1 mai incearcd inca si-1
imite. Este oare cazul ca alte stiinte — in particular cele
care sint foarte departe de geometrie, ca psihologia sau drep-
tul — sa imite logica rigida a lui Euclid? Este o intrebare
discutabild; dar nimeni nu poate lua parte cu competentd
la aceastd discutie, daca nu este familiarizat cu sistemul eu-
clidian.

Sistemul geometriei este cimentat prin demonstratii. Fie-
care propozitie este legata printr-o demonstratie de axiomele,
definitiile §i propozitiile anterioare. Daca nu intelegem aceste
demonstratii, nu putem intelege esenta autentica a sistemului.
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Pe scurt, daca educatia are intentia de a-1 da elevului
notiunea de sistem logic, ea trebuie sa rezerve un anumit loc
demonstratiilor geometrice. .

3. Sistem mnemotehnic. Autorul nu este de parere ca notiu-
nile de evidentd intuitiva, de rationament riguros si de sis-
tem logic ar fi inutile pentru cineva. Totusi sint cazuri in
care studiul acestor notiuni nu este considerat ca fiind absolut
necesar, din cauza lipsei de timp sau din alte motive. Dar
chiar si in astfel de cazuri este de dorit s fie studiate demon-
stratii.

Demonstratiile ne oferd o argumentare clara; astfel, ele
consolideaza sistemul logic §i ne ajutd si {inem minte diver-
sele elemente ale unui sistem inchegat. Si ludm exemplul
discutat mal sus, in legaturd cu fig. 9. Aceastd figurd ne
arata, evident, ci suma unghiurilor unui triunghi este egala
cu 180°. Figura pune in legiturd acest fapt cu un altul: ¢
unghiurile alterne interne sint egale. Fapte legate intre ele
sint mai interesante si se pastreazi mai bine in memorie decit
fapte izolate. Asadar, figura noastra fixeaza cele douad pro-
pozitii geometrice legate intre ele in mintea noastra si, pina
la urma, figura si propozitiile devin un bun inalienabil al
intelectului.

Trecem acum la cazul in care dobindirea unor notiuni
generale nu este consideratd ca necesard, cl1 se reco-
manda doar acumularea unor anumite fapte. Chiar intr-un
astfel de caz, faptele trebuie prezentate intr-o oarecare lega-
tura si intr-un fel de sistem, deoarece lucruri izolate se invata
greu si se uitd usor. Orice gen de legiturd care uneste faptele
intr-un mod simplu, firesc si durabil, este aici bine venit.
Un astfel de sistem nu trebuie neaparat si fie intemeiat pe
logica, el trebuie doar si ajute in mod efectiv memoria; el
trebuie sa fie ceea ce se cheama un sistem mnemotehnic. Dar
chiar din punctul de vedere al unui sistem pur mnemotehnic,
demonstratiile pot fi utile, indeosebi cele simple. De exemplu,
elevul trebuie si invete un fapt legat de suma unghiurilor
unui triunghi, si un alt fapt despre unghiurile alterne. Exista
oare vreun procedeu mai simplu, mai natural si mai eficient
pentru a memora aceste fapte decit fig. 9?

Pe scurt, chiar dacad nu se acorda o importantd speciala
notiunilor logice generale, demonstratiile pot fi utile ca pro-
cedeu mnemotehnic.

4. Sistemul cdrfii de bucate. Ne-am ocupat de avantajele
demonstratiilor, dar, bineinteles, nu am sustinut ca toate
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demonstratiile trebuie date in eztenso. Dimpotriva, exista
cazuri cind aceasta este aproape imposibil; un exemplu im-
portant in aceastd directie este predarea calculului diferen-
tial si integral studen;xlor din scolile tehnice superioare.

Dacéa acest calcul este expus conform normelor riguroase
moderne, el necesiti demonstratii de un anumit grad de
dificultate si de subtilitate (,,demonstratii cu ajutorul lui ).
Insd inginerii studiazd calculul diferential si integral in
vederea aplicatiilor sale si nu au nici destul timp, nici destul
antrenament sau interes pentru a se descurca in demonstratii
lungi sau pentru a aprecia subtilititi. Exista astfel o puter-
nica tentatie de a suprima toate demonstratiile. Daca proce-
dam insd astfel, reducem calculul diferential si integral la
nivelul unei carti de bucate.

Cartea de bucate da o descriere amanuntita a ingredien-
telor §i a procedeelor, dar nu si demonstratii pentru prescrip-
tiile ei si nici argumente pentru retetele ei; dovada pentru
calitatea unei budinci o obtinem mincind-o. Cartea de bucate
poate servi perfect acestui scop. In adevar, ea nu are nevoie
de nici un fel de sistem logic sau mnemotehmc, deoarece
retetele sint scrise sau tiparite si nu trebuie tinute minte.

Or, un autor al unui manual de calcul diferential si inte-
gral sau un profesor nu vor putea face fata sarcinilor lor daca
vor urma prea indeaproape sistemul cartii de bucate. Daca
metodele sint prezentate fara demonstratii, procedeele lipsite
de motivare nu pot fi intelese. Daca regulile sint predate
fara justificare, regulile nelegate intre ele vor fi repede uitate.
Matematica nu poate fi verificatd asemenea unei budinci;
daca se exclud toate rationamentele, cursul de calcul diferen-
tial si integral se poate transforma usor intr-un inventar
incoerent de date indigeste.

5. Demonstrafii incomplete. Calea cea mai buna pentru a
rezolva dilema dintre demonstratiile prea dificile si nivelul
ciirtii de bucate consta in folosirea rezonabild a demonstratiilor
incomplete.

Pentru un logician riguros, o demonstratie incompleta
nu este demonstratie. $i, bineinteles, trebuie si facem o
distinctie netd intre demonstratiile incomplete si cele com-
plete; este rau si le confundam, este si mai rau sa prezentam
una drept cealaltid. Este penibil cind autorul unui manual
prezintad intr-un mod ambiguu o demonstratie incompleta,
cu o evidentd ezitare intre jena gi pretentia ca demonstratia
este completd. Dar demonstratiile incomplete pot fi utile
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cind sint folosite la locul potrivit si cu bun sim}. Rostul
lor nu este de a inlocui demonstratule complete (ceea ce nu
vor putea niciodatd), ci de a face expunerea interesanti si
coerenta.

Exemplul 1.0 ecuatie algebrici de grad n are ezact n ridi-
cini. Aceastd propozitie, denumiti teorema fundamentald a
algebrei (Gauss) trebuie expusad adesea unor elevi care nu
sint precratn,l sd-1 inte]euga demonstratla Ei stiu insi ca o
ecuatie de gradul intii are o rdddcing, iar una de gradul al
doilea, doud rdddcini. Totodatd, aceastd propozitie dilicila
are o parte care poate fi prezentatd cu ugurinti: nici o ecuatie
de grad n nu are mat mult decit n rdddcint distincte. Constituie
oare aceste fapte o demonstratie completa a teoremei funda-
mentale? Nicidecum. Ele sint totusi suficiente pentru a-i
conferi oarecare interes si plauzibilitate si pentru a o fixa
in mintea celor care trebuie s-o invete si aceasta este prin-
cipalul.

Exemplul 2. Suma a oricare doud dintre unghiurile plane
formate de un triedru este mai mare decit al treilea. Evident,
teorema se reduce la afirmatia ca, intr-un triunghi sferic,
suma a doud laturi oarecare este mai mare decit a treia. O data
ce am observat aceasta, ne gindim natural la analogia dintre
triunghiul sferic si cel rectiliniu. Constituie oare aceste
observatii o demonstratie? Nicidecum, dar ele ne ajuta sa
intelegem si s memoram teorema.

Primul nostru exemplu prezintid un interes istoric. Cici
timp de aproximativ 250 de ani, matematicienii au crezut
in teorema fundamentala, fara s3 aibd o demonstratie com-
pletd, in fapt fara o bazd mal mare decit cea mentionata
mai sus. Al doilea exemplu indicd A nalogia drept izvor
important pentru conjecturi. In matematici, la fel ca in
stiintele naturii, descoperirea ia adesea ca punct de plecare
observatia, analogia si inductia. Aceste mijloace, folosite cu
bun simt la construirea unei argumentari euristice plauzibile,
sint deosebit de atragitoare pentru fizicieni si ingineri (vezi
silnductiagsiinductia matematicd,1,2,3).

Rolul si interesul demonstratiilor incomplete sint expli-
cate intr-o anumita masura de studiul nostru asupra procesului
de rezolvare a unei probleme. Oarecare experienta in rezol-
varea problemelor ne arata ci prima idee a unei demonstratii
este de foarte multe ori incompletd. Observatia cea mai
importanta, conexiunea principald, germenele demonstratiei
pot fi continute aici, dar detaliile trebuie obtinute ulterior
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si ele ne dau adesea destula bataie de cap. Unii autori, dar
nu prea multi, au darul de a prezenta tocmai germenele
demonstratiei, ideea ei principala in forma cea mai simpla
si de a indica natura detaliilor care urmeaza a fi completate.
O astfel de demonstratie, desi incomplet3, poate fi mult mai
instructiva decit o demonstragle prezentatd cu toate amanun-
tele.

Pe scurt, demonstratiile incomplete pot {i utilizate ca
un fel de procedeu mnemotehnic (insi, natural, nu ca tinind
loc de demonstratii complete), atunci cind scopul urmarit
este o suficientd coerentd a expunerii, si nu consistenta
logica riguroasa.

Sustinerea demonstratiilor incomplete este foarte peri-
culoasd. Abuzurile poslbxle pot fi insa ingradite printr-un
numar redus de reguli. Intii, daci o demonstratle este incom-
pletd, ea trebuie prezentatd, intr-un fel sau altul, ca atare.
Al doilea, un autor sau un profesor nu are dreptul sa prezinte
demonstratia incompletd a unei teoreme decit daci el cunoaste
foarte bine demonstratia completa.

Si trebuie s marturisim ca prezentarea cu bun simt a
une1l demonstratii incomplete nu este de loc ceva usor.

Cititorul inteligent al unei carti de matematicd urma-
reste doud lucruri:

1° s&-si dea seama ca respectivul pas al argumentérii
este corect;

2° sa inteleaga scopul acestul pas.

Auditorul inteligent al unei lectii sau conferinte de mate-
maticd urmireste acelasi lucru. Dacd el nu poate vedea ca
un anumit pas al argumentérii este corect $1 nici miacar si
banuiasca, eventual, ca pasul este incorect, el este indrep-
tatit sd protesteze si si puna intrebari. Dacd nu poate si-si
dea seama de scopul acestui pas §i nici si-1 banuiasca ratiu-
nea, de obicei nu poate nici micar sia formuleze o obiectie
clard, nu poate protesta, ci este doar nedumerit §i plictisit
si pierde firul argumentarii.

Profesorul inteligent sau autorul inteligent al unui ma-
nual trebuie sa aiba in vedere aceste puncte. Fireste, este
necesar sa scrie §l s vorbeasca corect; dar nu este suficient.
O deductie corect prezentata in carte sau pe tabla poate sa
fie inaccesibila §i neinstructivi, dacd scopul pasilor conse-
cutivi este ininteligibil, daca cititorul sau ascultatorul nu-si
poate da seama cum a fost omeneste posibil sa se ajunga la
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o astfel de demonstratie, daci el nu este capabil si extraga
din prezentare o sugestie in legitura cu modul in care ar putea
el singur sa gaseascd o astfel de demonstratie.

Intrebarile §1 recomandarile din lista noastra pot fi utile
autorului si profesorului pentru a sublinia scopul §i moti-
varea demonstratiei. In aceastia privinta, este deosebit de
folositoare intrebarea: Au fost utilizate toate da-
tele? Autorul sau profesorul poate arata, cu ajutorul acestei
intrebéri, un motiv satisficator pentru a lua in considerare
o datd nefolositd pinad atunci. Cititorul sau ascultitorul
poate recurge la aceeasi intrebare pentru a intelege motivul
autorului sau al profesorului de a considera cutare §i cutare
element si el poate si-si dea seama ci, punind aceasti intre-
bare, ar fi fost in stare s& descopere singur respectivul pas sau
respectiva demonstratie.

Conditia este o parte principald a unei ,probleme de
aflat“. Vezi Probleme de aflat, probleme de
demonstrat,3.VezisiTermenii vechi gt noti, 2.

O conditie se cheama redondantd, daca contine parti super-
flue. Ea se numeste contradictorie, daca partile e1 sint opuse
una alteia si inconsistente, astfel cd nu existd un obiect care
sa satisfacd conditia.

Asadar, dacd o conditie este exprimatd printr-un numar
de ecuatii liniare mai mare decit numiérul necunoscutelor,
ea este fie redondanta, fie contradictorie; daca ea este expri-
maté prin mai putine ecuatii decit necunoscute, ea este insu-
ficienta pentru a determina necunoscutele; in cazul in care
conditia este exprimaté prin tot atitea ecuatii cite necunos-
cute avem, ea este, de regula, tocmai suficientd pentru a
obtine necunoscutele, dar, in cazuri exceptionale, ea poate
fi contradictorie sau insuficienta.

Contradictorie. Vezi Conditia.

Corolar se numeste o teoremd pe care o obtinem usor din
analiza unei alte teoreme pe care tocmai am descoperit-o.
Cuvintul este de origine latina; o traducere mai apropiata
de sensul original ar fi ,,gratificatie” sau ,,bacsis“.

Cunoastem vreo problemi inruditi? Ne putem cu greu ima-

gina o problemd absolut noua, care si nu fie aseménatoare
si inrudita cu nicl una dintre cele rezolvate anterior; dacéa o
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astfel de problema ar putea exista, ea ar fi de nerezolvat.
In adevar, cind rezolvim o problemi, profitam totdeauna
de probleme rezolvate anterior, recurgind la rezultatul
sau la metoda lor sau la experienta pe care am dobindit-o
rezolvindu-le. $i, natural, problemele de pe urma carora
profitam trebuie si fie in vreun fel inrudite cu problema
noastra actuala. De aici si intrebarea: Cunoagtem vreo problemd
inruditi?

De obicei, nu este de loc greu sa ne reamintim de probleme
solutionate inainte si care sint mai mult sau mai putin inru-
dite cu cea prezenta. Dimpotriva, s-ar putea s3 gasim prea
multe probleme de acest fel si sd avem dificultati in alegerea
uneia utile. Trebuie sa cautdm probleme mai indeaproape
inrudite cu a noastra; Sd cercetdm necunoscuta sau
cdutdam o problema rezolvata anterior, care este legata de
cea prezentd prin Generalizare, Particulari-
zare sau Analogie.

Intrebarea de care ne ocupam aici are scopul de a mobi-
liza cunostintele dobindite inainte (Progrese si reu-
sitd,1). O parte esentiala din cunostintele noastre de mate-
matica este inmagazinatd in memorie sub forma de teoreme
demonstrate inainte. De aici intrebarea: Cunoastem vreo teo-
remd care ne-ar putea fi utili? Aceastd intrebare se poate
dovedi deosebit de potrivita in cazul unei ,probleme de
demonstrat®, adicd atunci cind trebuie si dovedim ca o
teoremd propusad este adevarata sau falsa.

Dacd nu puteti si rezolvati problema, nu va intris-
tati prea mult, ci cautati sd va consolati obtinind un succes
mal usor, incercati s rezolvafi intii o problemd inruditd;
aceasta va va da curaj sa atacati din nou problema initiala.
Nu uitati c& superioritatea omului consta in a ocoli un obsta-
col pe care nu-l poate infringe direct, in a inventa o problema
auxiliara adecvata, atunci cind problema propriu-zisd este
inaccesibila.

Ati putea sd vd imaginafi o problemd inruditd si mai accesibi-
lg? Trebuie acum sd inventati o problema inrudita, nu, doar sd
v& reamintifi o astfel de problem#; sper ca inainte ati cautat
raspunsul la intrebarea: Cunoagtem vreo problemd inruditd?

In paragraful din lista noastrd, care incepe cu titlul
prezentului articol, intrebarile celelalte au un scop comun:
Modificdri ale problemei. Existd diverse mij-
loace de a atinge acest scop, cum sintGeneralizarea,
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Particularizarea, Analogia etc., care sint
diferite procedee de Descompunere §i recombi-
nare.

Definitia unui termen este o propozitie care ii stabileste
intelesul sau semnificatia, cu ajutorul altor termeni despre
care se presupune cd sint binecunoscuti.

1. Termenii tehnici ai matematicii sint de doud feluri.
Unii sint acceptatl ca termeni primari sau fundamentali si
nu se definesc. Al{ii se considerd termeni derivati si se defi-
nesc in forma cuvenitd, adicd intelesul lor este prezentat
prin termeni fundamentali §i prin termeni derivati, pe care
1-am definit anterior. Astfel, nu dam definitia formalid a
unor notiuni fundamentale cum sint punctul, dreapta si
planull. In schimb, dam definitii formale pentru notiuni ca
,bisectoarea unui unghi® sau ,cerc sau ,parabola®.

Defiritia acestui din urma termen poate f1formulata ast-
fel, Se numeste parabold locul geometrical punctelor echidis-
tante de un punctfix si de o dreapta fixa. Punctul fix este
focarul parabolei, iar dreapta fixa este directoarea ei. Se
subintelege ci toate elementele considerate se afla intr-un
plan fix si c& punctul fix (focarul) nu este situat pe dreapta
fixa (directoarea).

Se presupune ci cititorul nu cunoaste intelesul termenilor
definiti: parabola, focarul parabolei, directoarea parabolei.
Se presupune insa ca este familiarizat cu semnificatia tuturor
celorlaltl termeni, anume: punct, dreapti, plan, distanta de
la un punct la alt punct fix, loc geometric etc.

2. Definititle din dictionare nu diferad prea mult ca aspect
de definitiile matematice, dar sint redactate intr-un alt
spirit.

Intocmitorul unui dictionar are de-a face cu sensul, cu
intelesul uzual al cuvintelor. Natural, el acceptd acest inteles
obisnuit §i-1 prezinta, cit poate de ingrijit, sub forma unei
definitii.

Matematicianul nu are de-a face cu intelesul obignuit al
termenilor sai tehnici sau, cel putin, nu aceasta il priveste

1 In aceasti privinti, conceptiile noastre sint altele decit ale
lui Euclid si ale urmasilor sai greci, care defineau punctul, dreapta
si planul. ,,Definitiile lor ar putea fi insd cu greu considerate ca
definitii formale, c¢i sint mai curind un fel de ilustriri intuitive.
Bineinteles, ilustrarile sint permise §i chiar foarte oportune din punct
de vedere didactic.
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in primul rind. Il intereseazi prea putin ce pot insemna in
vorbirea de toate zilele termeni tehnici ca ,,cerc” sau ,,parabola“
sau altii. Definitia matematica creeazd sensul, intelesul unui
termen matematic.

3. Exemplu. Sa se construiasca punctul de intersectie al
unei drepte cu o parabold, datd prin focarul si prin direc-
toarea e1.

Felul cum abordam o problema trebuie sia depinda de
nivelul cunostintelor noastre. Abordarea problemei de mai
sus depinde mai ales de masura in care sintem familiarizati
cu proprietitile parabolei. Daca stim mult despre parabola,
incercim sa facem uz de cunostintele noastre s1 sa extragem
de aici ceva util: Cunoagtem vreo teoremd care ar putea fi
utild aict? Cunoagtem vreo problemd tnruditd? Daca stim prea
putin despre parabola, focar si directoare, acesti termeni mai
mult ne incurcid si dorim, in mod firesc, sd scapam de el.
Cum putem scapa de ei? Sa urmirim dialogul dintre profesor
si elev, care discuta aceastd problemi. Ei au ales deja notafii
corespunzdtoare: P pentru oricare dintre punctele de inter-
sectie necunoscute, F' pentru focar, d pentru directoare, ¢ pen-
tru dreapta care taie parabola.

»ol, care este necunoscuta?"

»Punctul P“, ’

»Care sint datele?

»Dreptele ¢ si d si punctul F“.

»Care este conditta?”

»P este un punct de intersectie al dreptei ¢ s1 al para-
bolei de directoare d si de focar F“.

»Asa este. Stiu ca ai avut prea putine ocazii de a studia
parabola, dar cred c& poti sa spui ce este o parabola®.

,Parabola este locul geometric al punctelor egal departate
de focar si de directoare”.

,»Bine. Definitia este corecta. Este adevarat, dar trebuie
s-0 si folosim; sd revenim la definitii. In virtutea definitiei
parabolei, ce putem spune despre punctul P«?

»P este pe parabold. De aceea, P este egal departat de d
si de F“.

»Foarte bine! Sd facem un desen”.

Elevul marcheaza in fig. 10 segmentele P F si P Q, acesta
din urma fiind perpendiculara dusa din P pe d.

»O1, acum, s-ar putea reformula problema?
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,»Al putea da o altd enuntare conditiei problemei, folosind
segmentele introduse in desen?*

P este un punct de pe dreapta ¢, avind proprietatea ca
PF = P @~

»Bine. Dar te rog sa-mi spui in cuvinte: Ce este P Q7

»Distanta punctului P la dreapta d“.

»Foarte bine. 5i acum, ai putea si formulezi altfel pro-

d

Fig. 10

blema? Dar te rog, sa o enunti ingrijit, intr-o frazi inchegata®.

»Oa se construlascd un punct P, pe o dreapta data c, egal
departat de un punct dat F si o dreapta data d.

,»Observa cit am progresat de la enuntul initial pina la
aceastd noud formulare. Enuntul initial al problemei era plin
de termeni tehnici putin cunoscuti ca parabold, focar, direc-
toare; suna cam pompos si bombastic. Acum, n-a mai ramas
nimic din acegti termeni tehnici putin cunoscuti; ai simplificat
problema. Este foarte bine!"

4. Eliminarea termenilor tehnici este rezultatul muncii in
exemplul precedent. Am pornit de la un enunt al problemei
care continea anumiti termeni tehnici (parabola, focar, direc-
toare) si am ajuns pina la urmia la un nou enunt, care nu mai
cuprinde aceste cuvinte.

Pentru a elimina un termen tehnic, trebuie sa-i cunoastem
definitia ; dar nu este suficient sa-i cunoastem definitia, trebuie
s-o0 si folosim. In exemplul de mai sus nu a fost suficient sa ne
amintim de definitia parabolei. Pasul decisiv a constat in a
introduce in figurd segmentele P F si P Q a céror egalitate
era asiguratd in baza definitiei parabolei. Acesta este proce-
deul tipic. Introducem elemente adecvate in intelegerea pro-
blemei. Pe baza definitiei stabilim relatiile dintre elementele
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pe care le introducem. Daca aceste relatii exprimd complet
intelesul, inseamna ca am utilizat definitia. O data ce am uti-
lizat definitia, am eliminat termenii tehnici.

Procedeul descris mai sus poate fi denumit revenirea la
definitii.

Revenind la definitia unui termen tehnic, scipim de
acest termen si introducem in locul siu elemente noi si relatii
noi. Schimbarea care se produce astfel in conceptia noastra
asupra problemei poate fi importanta. Oricum ar fi, o reformu-
lare o Modificare a problemei ne apropie de
rezultat.

5. Definitii §i teoreme cunoscute. Daca cunoastem numele
»parabola“ si avem o idee vagd despre forma curbei, dar nu
mai stim altceva despre ea, cunostintele noastre sint vadit
insuficiente pentru a rezolva problema propusd ca exemplu
sau orice altd problemd geometricd serioasi referitoare la
parabola. Ce fel de cunogtinte sint necesare in acest scop?

Stiinta geometriei poate fi consideratd ca fiind formata
din axiome, definitii si teoreme. Parabola nu este mentionata
in axiome, care au de-a face numai cu notiuni primare ca
punct, dreaptd etc. Orice consideratie geometrica privitoare
la parabold, solutia oricarei probleme legate de ea trebuie sa
foloseasca fie definitia ei, fie teoreme despre ea. Pentru a rezoi-
va o astfel de problema trebuie s& cunoastem cel putin defini-
tia, dar este preferabil sd cunoastem si anumite teoreme.

Fireste, ceea ce am spus despre parabola este valabil
pentru orice notiune derivatd. Cind ne apucam de rezolvarea
unei probleme care cuprinde o astfel de notiune, nu putem sti
inca la ce va fi mai bine s recurgem: la definitia notiunii sau
la vreo teorema despre ea ; este insa cert ca trebuie si facem uz
de una sau de cealalta.

Exista totusi cazuri in carc nu avem de ales. Daca nu cu-
noastem decit definitia notiunii. §i nimic mai mult, sintem
nevoiti sa folosim definitia. Dacd nu cunoastem decit defini-
tia, cel mai bun lucru pe care-1 putem face este sa revenim la
definitie. Dacé insd cunoastem mai multe teoreme despre res-
pectiva notiune si avem multd experientd in utilizarea ei,
existd o anumitd probabilitate s ajungem la o tcorema utila
despre ea.

6. Definitiv diferite. Sfera este definita, in mod obisnuit,
ca loc geometric al punctelor egal depirtate de un punct dat.
(Punctele sint acum situate in spatiu, si nu cuprinse intr-un
plan.) Dar sfera mai poate fi definita ca suprafata descrisa de

80



un cerc care se roteste in jurul unui diametru. Se cunosc si
alte definitii ale sferei si sint posibile §i multe altele.

Daca avem de rezolvat o problema legata de notiuni
derivate, cum ar fi cele de sfera sau de parabola, si vrem sa
revenim la definitie, putem avea de ales intre diferite defini-
tii. In astfel de cazuri, alegerea definitiei celei mai adecvate
poate sa fie de foarte mare utilitate.

Aflarea ariei suprafetei unei sfere era, pe vremea cind a
obtinut-o Arhimede, o problema importantd si dificila. Ar-
himede putea si aleaga intre definitiile citate mai sus ale
sferei. El a preferat sa conceapa sfera ca suprafata generata de
un cerc care se roteste in jurul unui diametru fix. A insecris
in cerc un poligon regulat cu numir par de laturi, in care
diametrul fix uneste doud virfuri opuse. Poligonul regulat
aproximeazi cercul §i, rotindu-se impreund cu el, genereaza
o suprafatd convexd, compusd din doud conuri cu virfurile
in extremitatile diametrului fix intre care se situeazi mai
multe trunchiuri de con. Aceasta suprafatd compusa aproxi-
meazi sfera si a fost folosita de Arhimede pentru a calcula
aria suprafetei de sfera. Daca vom concepe sfera ca loc al
punctelor egal departate de centru, aceasta nu ne va sugera o
aproximatie atit de simpla a suprafetei ei.

7. Revenirea la definitii este importantd in inventarea
unei argumentiri, dar ea joacd un rol de seamd si in verifi-
carea ei.

Sa admitem ca cineva prezintd o noud solutie a problemei
lui Arhimede, referitoare la aria suprafetei unei sfere. Daci
el nu are decit o idee vaga despre sfera, solutia lui nu va putea
fi nicidecum buna. S-ar putea ca el sa aiba o idee clara despre
sferd, dar daca nu va utiliza aceasta idee in argumentarea sa,
nu ne putem da seama daca are sau nu vreo idee, si argumen-
tarea sa nu este buna. De aceea, urmirind argumentarea,
asteptam momentul cind el va spune ceva substantial despre
sferd, cind va face uz de definitie sau de vreo teorem3a despre
ea. Dacd acest moment nu survine niciodatd, solutia este
proasta.

Bineinteles, trebuie s& verificim in acelasi mod nu numai
argumentarile altora, ci si pe ale noastre. Am tinut seama
de toate notiunile esenfiale care intervin in problemd? Cum am
utilizat aceastd notiune? I-am utilizat intelesul, definitia?
Am utilizat fapte esentiale, teoreme cunoscute despre ea?

Importanta acestei reveniri la definitii in analiza valabi-
litatii unei argumentéri a fost pusa in evidentd de Pascal,
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care a stabilit regula: Substituer mentalement les définitions a
la place des définis, (sa substituim in minte faptele definitorii
pentru termenii definiti). J. Hadamard a subliniat si el im-
portanta revenirii la definitii in construirea unui rationament
matematic.

8. Revenirea la definifii este o importanta operatie inte-
lectuala. Daca vrem sa intelegem de ce sint atit de importante
definitiile cuvintelor, trebuie sa ne dim seama mai intii de
insemnitatea cuvintelor. Cu greu am putea gindi, dacd nu
am folosi cuvinte sau semne sau simboluri de un anumit fel.
Asadar, cuvintele si simbolurile au o anumitd putere. Oa-
menii neinitiati is1 inchipuie ca cuvintele si simbolurile ar
avea o putere magicd. Noi putem intelege aceastd credinta,
dar nu trebuie s-o impartasim. Trebuie sa stim c3 puterea unui
cuvint nu rezida in sunetul siu, in vocis flatus, in ,suflarea
calda“ a vorbitorului, ci in ideile pe care ni le reaminteste cuvin-
tul si, in ultima instanta, in faptele ce stau la baza ideilor.

De aceea, este o tendintd rationald sd ciutdm intelesul
cuvintelor si faptele care se ascund in dosul lor. Revenind la
definitii, matematicianul cautd sa dezviluie inspatele termeni-
lor tehnici relatiile actuale dintre obiectele matematice, dupa
cum fizicianul cautd experimente bine definite indaratul
termenilor sai tehnici, iar omul obisnuit, care poseda o
oarecare doza de bun simt, vrea sa tina seama numai de fapte
si sa nu se lase prostit de vorbe goale.

Descartes, René (1596 —1650), mare matematician si filo-
zof francez, a vrut sa dea o metoda universala pentru rezolva-
rea problemelor, dar lucrarea sa Reguli pentru indrumarea
minfii a ramas neterminaté. Fragmentele acestui tratat, desco-
perite in manuscrisele sale si tiparite postum, contin mate-
riale mai numeroase si mai interesante, referitoare la solutia
problemei decit cele din lucrarea sa mai cunoscuta Discours de
la methode, desi, dupd toate probabilitatile, aceasta a fost
scrisa dupd Reguli. Urmatoarele rinduri pe care le citam
din Descartes par sa ne dezvaluie originea Regulilor: ,,Ca tinar,
cind auzeam vorbindu-se despre inventii ingenioase, incercam
sa le invent eu insumi, chiar fara sa-1 citesc pe autor. Proce-
dind astfel, mi-am dat seama treptat ca faceam uz de anumite
reguli®.

Descompunerea gi recombinarea sint importante operatii
intelectuale.
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